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Fizički odsjek, Prirodoslovno-matematički fakultet,
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U ovom radu se predstavlja metoda redukcije generalnog jednopetljenog bezmasenog Feynmano-
vog integrala s proizvoljnim 4-impulsima vanjskih čestica čiji Feynmanov dijagram ima N vrhova.
Prvotno tome se na Feynmanovom integralu vrši tenzorska dekompozicija, time se integral rastavlja
na sumu članova koji su produkt tenzorskog dijela i skalarnog Feynmanovog integrala na kojem se
vrši daljnja redukcija te se skalarni Feynmanov integral prikazuje kao linearna kompozicija osam
fundamentalnih integrala.

I. UVOD I DEFINICIJA FEYNMANOVOG
INTEGRALA

Zbog činjenice da račun najnižeg reda u perturbativ-
nom QCD-u ne daje dovoljno precizna predvidanja pro-
cesa raspršenja [1], potrebne su metode kojima možemo
analizirati doprinose vǐseg reda. Posebnu važnost imaju
Feynmanovi integrali s bezmasenim unutarnjim lini-
jama jer se često susrećemo s bezmasenim česticama ili
česticama čije su mase zanemarive zato što gledamo pro-
cese visokih energija (što je ”preduvjet” za perturbativni
QCD zbog asimptotske slobode konstante vezanja). Ovi
integrali često sadrže infracrvene (IR) divergencije, bilo
meke ili kolinearne prirode, što zahtijeva njihovu evalu-
aciju u proizvoljnom broju dimenzija prostor-vremena.
Dijagram sadrži kolinearni IR singularitet ako je unutar-
nja linija povezana sa vanjskom linijom koja je na ljusci
mase (kada je linija na ljusci mase, to znači da za tu
česticu vrijedi Einsteinova disperzijska relacija, za bez-
masene unutarnje linije p2 = 0), a mekani singularitet
ako je unutarnja gluonska linija povezana sa dvije vanjske
kvarkovske linije koje su na ljusci mase. Integral procesa
prikazanog na slici 1 je

INµ1...µP
(D; {pi}) ≡ (µ2)2−D/2

∫
dDl

(2π)D
lµ1 ...lµP

A1A2...AN
, (1)

gdje su pi vanjski 4-impulsi, l je 4-impuls petlje, µ je skala
dimenzijske regularizacije koja osigurava da integral ima
istu fizikalnu dimenziju za bilo koji D, i Ai su bezmaseni
propagatori koji imaju oblik

Ai ≡ (l + ri)
2 + iϵ, (2)

gdje su 4-impulsi ri dani kao ri = pi + ri−1, za i od 1
do N , i r0 = rN . Veličina iϵ je artefakt Feynmanove
preskripcije propagatora (kauzalna preskripcija) [2], te je
infinitezimalni imaginarni dio propagatora. Integral (1)
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Slika 1. Jednopetljeni Feynmanov dijagram sa N točaka [3]

može u sebi imati i ultraljubičaste (UV) divergencije i
IR divergencije. Do UV divergencija dolazi ako P +D−
2N ≥ 0 (integriranje do l = ∞ daje beskonačan integral),
a slučajevi koji daju IR divergencije su već diskutirani
ranije u poglavlju. Te divergencije se mogu ponǐstiti kroz
proces dimenzijske regularizacije [4]. Definiramo pojam
skalarnog Feynmanovog integrala

IN0 (D; {pi}) ≡ (µ2)2−D/2

∫
dDl

(2π)D
1

A1A2...AN
. (3)

U idućem poglavlju će biti napravljena tenzorska dekom-
pozicija Feynmanovog integrala. Zbog Lorentz kovarijat-
nosti integrala on se može rastaviti na linearnu kombina-
ciju koja se sastoji od vanjskih 4-impulsa pi i metričkog
tenzora gµν . Na kraju dekompozicije slijedi da koefici-
jenti dekompozicije odgovaraju skalarnim Feynmanovim
integralima.
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II. TENZORSKA DEKOMPOZICIJA
FEYNMANOVOG INTEGRALA

Kako bi smo odredili redukcijske relacije potrebno je
razmotriti poopćenja integrala (1) i (3)

INµ1...µP
(D; {νi}) ≡ (µ2)2−D/2

∫
dDl

(2π)D
lµ1

...lµP

Aν1
1 Aν2

2 ...AνN

N

,

(4)
i njegov skalarni integral

IN0 (D; {pi}) ≡ (µ2)2−D/2

∫
dDl

(2π)D
1

Aν1
1 Aν2

2 ...AνN

N

, (5)

gdje su νi ∈ N proizvoljne potencije propagatora. Za ten-
zorsku dekompoziciju koristimo integralnu reprezentaciju
Γ funkcije, te preko nje pǐsemo propagatore kao

1

[(l + ri)2 + iϵ]νi
=

1

iνiΓ(νi)

∫ ∞

0

dxxνi−1eix[(l+ri)
2+iϵ].

(6)
Ovaj identitet vrijedi za Re νi > 0, te ga možemo pri-
mjeniti na Feynmanov tenzorski integral. Uvrštavanjem
identiteta (6) u (4) dobijamo

INµ1···µP
(D; {νi}) =

(
µ2
)2−D/2

iΣiνi
∏

i Γ (νi)

∫
dDl

(2π)D

× lµ1
· · · lµP

∫ ∞

0

(∏
i

dxix
νi−1
i

)

× exp

[
i

(
l2
∑
i

xi + 2l
∑
i

xiri +
∑
i

xir
2
i + iϵ

∑
i

xi

)]
.

(7)
Možemo translatirati varijablu integracije l

l → l −
∑

i xiri∑
i xi

(8)

i prikazati 4-impulse lµj iz integrala (7) kao deriva-
cije eksponencijalne funkcije u odnosu na (

∑
i xiri)

µj .
Korǐstenjem identiteta za D-dimenzionalan Gaussov in-
tegral ∫

dDl

(2π)D
exp(iAl2) =

i

(4πiA)D/2
(9)

može se pokazati da za integral (7) vrijedi

INµ1...µP
(D; {νi}) =

i

(4π)2
(4πµ2)2−D/2 i−

∑
i νi−D/2

(2i)P
∏

i Γ(νi)

×
∫ ∞

0

(
∏
i

dxix
νi−1
i )(

∑
i

xi)
−D/2

×

 P∏
j=1

∂

∂(
∑

i xiri)µj

 exp

[
i(
(
∑

i xiri)
2∑

i xi
+
∑
i

xir
2
i

+iϵ
∑
i

xi

]
.

(10)

Korǐstenjem identiteta za Diracovu delta funkciju u svrhu
Feynmanove parametrizacije [5]

∫ ∞

0

dλ δ(x1 + x2 + ...+ xN − λ) = 1. (11)

Gdje redefiniramo varijable xi = λyi , i ∈ [1, N ], u izrazu
(10) te uvrštavanjem (11) u (10) dobijemo

INµ1...µP
(D; {νi}) =

i

(4π)2
(4πµ2)2−D/2 i−

∑
i νi−D/2

(2i)P
∏

i Γ(νi)

×
∫ ∞

0

(
∏
i

dyiy
νi−1
i δ(

N∑
i=1

yi − 1)

∫ ∞

0

dλλ
∑

i νi−D/2−1

×

 P∏
j=1

∂

∂(λ
∑

i yiri)
µj

 exp

[
iλ

(
−(
∑
i

yiri)
2 +

∑
i

yir
2
i + iϵ

)]
.

(12)
Parcijalna derivacija je u prošlom izrazu [6]

 P∏
j=1

∂

∂(λ
∑

i yiri)
µj

]exp[iλ(−(
∑
i

yiri)
2 +

∑
i

yir
2
i + iϵ)


=

∑
k,j1,...,jN≥0
2k+

∑
ji
=P

{[g]k[r1]j1 ...[rN ]jN }µ1...µP
(
∏
i

yjii )(−2i)P−k

× λ−k exp

[
iλ(−(

∑
i

yiri)
2 +

∑
i

yir
2
i + iϵ)

]
,

(13)

gdje je {[g]k [r1]j1 · · · [rN ]
jN }µ1···µP

simetrična (u odnosu
na indekse µi) kombinacija tenzora, koja se sastoji od
k metričkih tenzora i ji vanjskih 4-impulsa ri. Kada
uvrstimo izraz (13) u integral (12) dobijemo

INµ1···µP
(D; {νi}) =

i

(4π)2
(
4πµ2

)2−D/2 ∑
k,j1,...,jN≥0
2k+

∑
ji
=P{

[g]k [r1]
j1 · · · [rN ]

jN
}
µ1···µP

(−1)P−ki−Σtνi−D/2

(2i)k
∏

i Γ (νi)

×
∫ 1

0

(∏
i

dyiy
νi+jt−1
i

)
δ

(
N∑
i=1

yi − 1

)

×
∫ ∞

0

dλλ(Σiνt−D/2−k)−1

× exp

iλ
−

(∑
i

yiri

)2

+
∑
i

yir
2
i + iϵ

 .

(14)
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Iduće se integrira po λ

INµ1···µP
(D; {νi}) =

i

(4π)2
(
4πµ2

)2−D/2

×
∑

k,j1,··· ,jN≥0
2k+

∑
ji
=P

{
[g]k [r1]

j1 · · · [rN ]
jN
}
µ1···µP

×
Γ (
∑

i νi −D/2− k)

2k [
∏

i Γ (νi)]
(−1)Σiνi+P−k

×
∫ 1

0

(∏
i

dyiy
νi+ji−1
i

)
δ

(
N∑
i=1

yi − 1

)

×

(∑
i

yiri

)2

−
∑
i

yir
2
i − iϵ

k+D/2−Σiνt

.

(15)

Za dobivanje integralne reprezentacije skalarnog inte-
grala (5) koristimo iste tehnike i identitet koji vrijedi u
prisutnosti Dirac delta funkcije u prošlom integralu.(∑

i

yiri

)2

−
∑
i

yir
2
i = −

∑
i,j=1
i<j

yiyj(ri − rj)
2. (16)

IN0 (D; {νi}) =
i

(4π)2
(
4πµ2

)2−D/2
Γ
(∑N

i=1 νi −D/2
)

∏N
i=1 Γ (νi)

× (−1)Σ
N
i=1νi ×

∫ 1

0

(
N∏
i=1

dyiy
νi−1
i

)
δ

(
N∑
i=1

yi − 1

)

×

− N∑
i,j=1
i<j

yiyj (ri − rj)
2 − iϵ


D/2−ΣN

i=1νi

.

(17)
Sada se može napisati krajnji rezultat za tenzorsku de-
kompoziciju generalnog Feynmanovog integrala

INµ1···µP
(D; {νi}) =

∑
k,j1,··· ,jN≥0
2k+Σji

=P

{
[g]k [r1]

j1 · · · [rN ]
jN
}
µ1···µP

×
(
4πµ2

)P−k

(−2)k

[
N∏
i=1

Γ (νi + ji)

Γ (νi)

]
× IN0 (D + 2(P − k); {νi + ji}) .

(18)
Rezultat (18) nam govori da bilo koji dimenzijsko reguli-
rani tenzorski integral s N točaka se može prikazati kao
linearna kompozicija skalarnih integrala s N točaka koji
su pomnoženi sa kombinacijom metričkog tenzora i vanj-
skih 4-impulsa [7]. Time se ovaj problem reducirao na
račun skalarnih integrala. U idućem poglavlju se poka-
zuje da skalarni integrali mogu biti reducirani na super-
poziciju skalarnih integrala čije su potencije propagatora
manje.

III. REKURZIJSKA METODA SKALARNIH
INTEGRALA

Jer su translacijsko invarijantni dimenzijsko regulirani
integrali vrijedi

0 ≡
∫

dDl

(2π)D
∂

∂lµ

(
z0l

µ +
∑N

i=1 zir
µ
i

Aν1
1 · · ·AνN

N

)
. (19)

Ta relacija je posljedica Gaussovog teorema. U relaciji
su zi proizvoljne konstante. Nakon deriviranja, prijašnji
izraz dobiva oblik

0 ≡
∫

dDl

(2π)D
1∏N

k=1 A
νk

k

z0D −
N∑
j=1

νj
Aj

((
z0 −

N∑
i=1

zi

)

×
(
l2 − r2j

)
−

N∑
i=1

zi (ri − rj)
2
+

N∑
i=1

ziAi + z0Aj

−iϵ

(
z0 +

N∑
i=1

zi

))]
.

(20)

Da se relacija pojednostavi uzimamo da je z0 =
∑N

i=1 zi,
te se dobiva

N∑
j=1

(
N∑
i=1

[
(rj − ri)

2
+ 2iϵ

]
zi

)
νjI

N
0 (D; {νk + δkj})

=

N∑
i,j=1

ziνjI
N
0 (D; {νk + δkj − δki})−

D −
N∑
j=1

νj


× z0I

N
0 (D; {νk}) .

(21)
Ovo je centralna jednadžba koja nam daje mogućnost
rekurzijske metode, to omogućava činjenica da ako je
ijedna od potencija νi = 0 u Feynmanovom integralu sa
N točaka, taj Feynmanov integral je reduciran na N − 1
točaka. U jednadžbi (21) želimo izraz pojednostaviti tako
da dio

∑
i(rj − ri)

2zi možemo izvaditi iz sume po j. To
se omogućava kroz postavljanje uvjeta da je

N∑
i=1

(ri − rj)
2zi = C, j = 1, ..., N. (22)

Čime dobivamo sustav linearnih jednadžbi čije rješavanje
diktira metodu rekurzije. Definiranjem varijable rij =
(ri − rj)

2 sustav jednadžbi se matrično može prikazati
kao 

0 r12 · · · r1N
r12 0 · · · r2N
...

...
. . .

...
r1N r2N · · · 0




z1
z2
...
zN

 =


C
C
...
C

 . (23)

Ova analiza se može provesti i u slučaju masivnih propa-
gatora transformacijom rij → rij−m2

i −m2
j . Za nastavak
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računa nam je potreban identitet [8]

−
N∑
j=1

νjI
N
0 (D; {νk + δkj}) =

(
4πµ2

)−1
IN0 (D − 2; {νk}) .

(24)
Korǐstenjem ovog identiteta, zanemarivanjem dijela koji
je proporcionalan s infinitezimalom iϵ, dodavanjem i odu-
zimanjem δji te korǐstenjem relacije (22), jednadžba (21)
postaje

CIN0 (D − 2; {νk}) =
N∑
i=1

ziI
N
0 (D − 2; {νk − δki})

+
(
4πµ2

)D − 1−
N∑
j=1

νj


× z0I

N
0 (D; {νk}) .

(25)

Za račun konstante C možemo napisati sustav (23) na

drugi način koristeći z0 =
∑N

i=1 zi tako da nam je z0
jedini slobodan parametar čijim izborom uvijek možemo
naći rješenje sustava linearnih jednadžbi.

0 1 1 · · · 1
1 0 r12 · · · r1N
1 r12 0 · · · r2N
...

...
...

. . .
...

1 r1N r2N · · · 0




−C
z1
z2
...
zN

 =


z0
0
0
...
0

 . (26)

U daljnjem računu definiramo dvije kinematičke deter-
minante det(RN ) za sustav (23) i det(SN ) za sustav
(26), te za konstantu C dobijemo relaciju koja vrijedi
za det(SN ) ̸= 0

C = −z0
det(RN )

det(SN )
. (27)

S obzirom na ǐsčezavanje gornjih determinanti razliku-
jemo četiri slučaja koji vode na različite rekurzijske rela-
cije.

A. det(SN ) ̸= 0, det(RN ) ̸= 0

Jer imamo slobodu u izboru z0, biramo z0 = 1. Re-
laciju (21) gledamo za poseban slučaj gdje uzimamo
zi = δik za k = 1, ..., N , opet član proporcionalan in-
finitezimalu iϵ zanemarujemo te se dobije

N∑
j=1

(rk − rj)
2
νjI

N
0 (D; {νi + δij}) =

N∑
j=1

νj

× IN0 (D; {νi + δij − δik})−

D −
N∑
j=1

νj

 IN0 (D; {νi}) .

(28)

Takoder koristimo rekurzijsku relaciju (25) za smanjiva-
nje dimenzionalnosti integrala, te je pǐsemo kao

IN0 (D; {νk}) =
1

4πµ2
(
D − 1−

∑N
j=1 νj

) [CIN0 (D − 2; {νk})

−
N∑
i=1

ziI
N
0 (D − 2; {νk − δki})

]
.

(29)
Sustav (28) je efektivno isti kao sustav (23). Rješavanjem
tog sustava i korǐstenjem rekurzije (29), skalarni inte-
grali se mogu prikazati kao linearna kombinacija integrala
IN0 (D; {1}), gdje uzimamo D = 4 + 2ε, a ε je infinitezi-
malni parametar dimenzijske regularizacije. Dvije rela-
cije za smanjivanje dimenzionalnosti integrala i smanji-
vanje potencija propagatora se mogu kombinirati u jednu
tako da dodamo i oduzmemo δjkI

N
0 (D; {νi + δij − δik}

u prvom članu desne strane relacije (28) i korǐstenjem
identiteta (24), tako da na kraju dobijemo

N∑
j=1

(rk − rj)
2
νjI

N
0 (D; {νi + δij}) = −

(
4πµ2

)−1

× IN0 (D − 2; {νi − δik})−

D − 1−
N∑
j=1

νj


× IN0 (D; {νi}) , k = 1, · · · , N.

(30)

Dolazimo do još korisnije relacije izražavanjem drugog
člana u desnoj strani jednadžbe (30) preko jednadžbe
(29)

N∑
j=1

(rk − rj)
2
νjI

N
0 (D; {νi + δij}) =

(
4πµ2

)−1

×

 N∑
j=1

(zj − δjk) I
N
0 (D − 2; {νi − δij})

−CIN0 (D − 2; {νi})
]
, k = 1, · · · , N.

(31)

Ova jednadžba je najpraktičnija za koristiti jer istovre-
meno smanjuje broj dimenzija i smanjuje potenciju pro-
pagatora te predstavlja put prema dobivanju fundamen-
talnih integrala čijom superpozicijom možemo prikazati
skalarni integral u (18).

B. det(SN ) ̸= 0, det(RN ) = 0

Za ovaj slučaj takoder koristimo izbor z0 = 1, te iz
relacije (27) vidimo da je C = 0, pa se (25) može napisati
kao

IN0 (D; {νk}) =
1

4πµ2
(
D − 1−

∑N
j=1 νj

)
×

[
−

N∑
i=1

ziI
N
0 (D − 2; {νk − δki})

]
.

(32)
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Tu vidimo da integral ovakvog tipa možemo pojednosta-
viti po dimenzionalnosti kroz linearnu kombinaciju i imat
ćemo integral s brojem propagatora manjim od N .

C. det(SN ) = 0, det(RN ) ̸= 0

Ovaj slučaj proizlazi samo ako je prvi red matrice sus-
tava (26) linearna kombinacija ostalih redova (zbog toga
vrijedi det(SN ) = 0). Taj sustav ima rješenje samo ako
je z0 = 0, te možemo konstantu C proizvoljno izabrati
(uzimamo da C = 1) te jednadžba (25) postaje

IN0 (D; {νk}) =
N∑
i=1

ziI
N
0 (D; {νk − δki}). (33)

Dok ovdje ne dobijemo redukciju u dimenzionalnosti, još
imamo činjenicu da se skalarni integrali ovakvog tipa
mogu reducirati na linearnu kombinaciju skalarnih inte-
grala s manjim brojem propagatora.

D. det(SN ) = 0, det(RN ) = 0

U ovom slučaju se dobiju dvije različite rekurzijske re-
lacije ovisno o izboru parametra C. Za izvesti ih, po-
trebno je u sustavu (26) oduzeti od prvih N jednadžbi
N + 1 jednadžbu, čime se dobije

0 1 1 · · · 1
0 −r1N r12 − r2N · · · r1N
0 r12 − r1N −r2N · · · r2N
...

...
...

. . .
...

0 r1,N−1 − r1N r2,N−1 − r2N · · · rN−1,N

1 r1N r2,N · · · 0



×



−C
z1
z2
...

zN−1

zN

 =



z0
0
0
...
0
0

 .

(34)
Jer je determinanta ovog sustava nula, te da postoji
rješenje zi sustava mora se izabrati z0 = 0. Za taj iz-
bor z0, N + 1 jednadžba glasi

N∑
i=1

r2iNzi = C. (35)

Proizvoljnim izborom konstante C jedan od slobodnih
parametara može biti fiksiran. U jednadžbi (35) kada
primjerice imamo kolinearne vanjske linije, može doći do
toga da lijeva strana jednadžbe postane nula, te tada
biramo C = 0. Tada dobijemo relaciju (33). Za odabir
C = 1 iz jednadžbe (25) se dobije

0 =

N∑
i=1

ziI0(D; {νk − δki}). (36)

Na prvu, jednadžba (36) izgleda kao da ne daje rekurziju,
no ako uzmemo z1 ̸= 0, relacija se može napisati kao

z1I
N
0 (D; {νk}) = −

N∑
i=2

ziI0(D; {νk − δki + δk1}). (37)

Te se u ovoj reprezentaciji može vidjeti da integral sa
N vanjskih linija može prikazati kao linearna kombina-
cija integrala sa N − 1 vanjskih linija. U zadnja tri
slučaja postoji direktna poveznica izmedu integrala sa
većom potencijom propagatora i linearnom kombinaci-
jom integrala s manjim potencijama propagatora. Po
tome možemo dovesti redukciju do skupa fundamental-
nih integrala od čije linearne kompozicije se može napi-
sati bilo koji skalarni integral što će se napraviti u idućem
poglavlju.

IV. FUNDAMENTALNI SKUP SKALARNIH
INTEGRALA

Za dobivanje fundamentalnog skupa integrala od
pomoći je izračun det(SN ) i slučaja kada determinanta
nestaje. U sustavu (23), oduzimanjem zadnjeg stupca od
drugog do N -tog stupca, te primjenom istog procesa za
redove, za determinantu sustava se dobije

det(SN ) = −det[−2(ri−rN )(rj−rN )], i, j = 1, ..., N−1.
(38)

Može se vidjeti da je ova determinanta proporcionalna
Gramovoj determinanti, što je determinanta skalar-
nih produkta 4-vektora. Zbog činjenice da smo u 4-
dimenzionalnom Minkowski prostoru, determinanta pos-
taje nula za N > 5, te je direktna posljedica toga da se
svi integrali gdje je N > 5 mogu prikazati preko linearne
kombinacije integrala gdje je N ≤ 5, te po tome preko
integrala I30 (4 + 2ε; {1}), I40 (4 + 2ε; {1}), I50 (4 + 2ε; {1})
i generalnog integrala za dvije točke I20 (D; ν1, ν2), za
koje je jednostavno dobiti analitički izraz. Ako stavimo
D = 6 + 2ε, N = 5 i νi = 1 u jednadžbu (25) dobije se

CI50 (4 + 2ε; {1} =

5∑
i=1

ziI
5
0 (4 + 2ε; {δkk − δki})

+ (4πµ2)(2ε)I50 (6 + 2ε; {1}).

(39)

Ova jednadžba govori da se N = 5 skalarni integral može
prikazati preko N = 4 skalarnih integrala i dijela line-
arnog u ε kojeg zanemarujemo. U cijelom procesu ten-
zorske dekompozicije i redukcije do fundmanetalnih in-
tegrala, ne dolazi do članova oblika (1/ε)I50 (6 + 2ε; {1}).
Činjenica je empirijska, jer u konačnim izrazima za fi-
zikalne veličine svi članovi koji sadrže integral I50 (6 +
2ε; {1}) se uvijek kombiniraju tako da ovaj integral na
kraju bude pomnožen s koeficijentima linearnim u ε i
kao takav se može izostaviti u jednopetljenim izračunima
[3]. Ako bi postajao primjer gdje ne dolazi do kraćenja
koeficijenta ε u jednadžbi , tada bi I50 (6+2ε; {1}) bio fun-
damentalni integral. U bezmasenim teorijama vidimo da
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možemo bilo koji jednopetljeni proces prikazati preko in-
tegrala (skup fundamentalnih integrala) koji imaju dvije,
tri i četiri vanjske linije: I20 (D; ν1, ν2), I30 (4 + 2ε; {1}),
I40 (4 + 2ε; {1}). Sada će biti izračunat integral za dvije
vanjske linije, te će biti definirani integrali za N = 3 i
N = 4 ovisno o kinematičkim varijablama.

A. Opći skalarni integral za N = 2

Opći skalarni integral za N = 2 pǐsemo kao

I20 (D; ν1, ν2) ≡ (µ2)2−D/2

∫
dDl

(2π)D
1

Aν1
1 Aν2

2

. (40)

Rješenje ovog integrala za D = n+ 2ε

I20 (n+ 2ε; ν1, ν2) =
(
4πµ2

)2−n/2
(−1)ν1+ν2

×
(
−p2 − iϵ

)n/2−ν1−ν2 Γ (ν1 + ν2 − n/2− ε)

Γ(−ε)

Γ (n/2− ν1 + ε)

Γ(1 + ε)

× Γ (n/2− ν2 + ε)

Γ(1 + ε)

1

Γ (ν1) Γ (ν2)

Γ(2 + 2ε)

Γ (n− ν1 − ν2 + 2ε)

× I20 (4 + 2ε, 1, 1),
(41)

te za D = 4 + 2ε

I20 (4 + 2ε; 1, 1) =
i

(4π)2

(
−p2 + iϵ

4πµ2

)ε
Γ(−ε)Γ2(1 + ε)

Γ(2 + 2ε)
.

(42)

B. Opći skalarni integrali za N = 3

Skalarni integral za N = 3 je

I30 (4 + 2ε; {1}) = (µ2)−ε

∫
d4+2εl

(2π)4+2ε

1

A1A2A3
. (43)

Ako uzmemo da su vanjske čestice na ljusci mase, i ko-
risteći jednadžbu (17), možemo pisati

I30 (4 + 2ε, {1}) = −i

(4π)2
Γ(1− ε)

(4πµ2)
ε

∫ 1

0

dx1 dx2 dx3

× δ (x1 + x2 + x3 − 1)
(
−x1x2m

2
2 − x2x3m

2
3

−x3x1m
2
1 − iϵ

)ε−1
.

(44)

Ovaj integral je invarijantan na permutacije kvadrata
vanjskih masa p2i = m2

i . Ovisno o broju bezmasenih
vanjskih linija, možemo definirati tri integrala: I1m3 ≡
I30 (4 + 2ε, {1}; 0, 0,m2

3), I
2m
3 ≡ I30 (4 + 2ε, {1}; 0,m2

2,m
2
3)

i I2m3 ≡ I30 (4 + 2ε, {1};m2
1,m

2
2,m

2
3). I1m3 i I2m3 su IR

divergentni te moraju biti izračunati za ε > 0, a I3m3
je konačan te se uzima ε = 0. Rješenja determinanti
det(RN ) i det(SN ) za N = 3 su

det(R3) = 2m2
1m

2
2m

2
3. (45)

det(S3) = (m2
1)

2 + (m2
2)

2 + (m2
3)

2 − 2m2
1m

2
2 − 2m2

1m
2
3

− 2m2
2m

2
3.

(46)
Iz (45) se može vidjeti ako je ijedna od vanjskih linija na
ljusci mase, determinanta je nula. Tada koristeći rekur-
zijske relacije (slučaj B. ili D.) možemo integrale I1m3 i
I2m3 reducirati na integrale sa dvije vanjske linije. Time
je I3m3 jedini fundamentalni integral oblika [9]

I3
(
µ2
1, µ

2
2, µ

2
3, ϵ
)
=

i

(4π)2
1

ν3 (x1 − x2)

{
2Li2

(
1

x2

)
− 2Li2

(
1

x1

)
+ ln [x1x2 + iϵ sign (ν3)]

×
[
ln

(
1− x1

−x1

)
− ln

(
1− x2

−x2

)]}
.

(47)
Gdje su x1,2

x1,2 =
1

2

1− m2
1

m2
2

+
m2

3

m2
2

±

√(
1− m2

1

m2
2

− m2
3

m2
2

)2

− 4
m2

1

m2
2

m2
3

m2
2

 .

(48)
Kada je x1 = x2, može se iskoristiti rekurzijska relacija
slučaja C.

C. Opći skalarni integrali za N = 4

Skalarni integral za N = 4 je

I40 (4 + 2ε; {1}) = (µ2)−ε

∫
d4+2εl

(2π)4+2ε

1

A1A2A3A4
. (49)

Koristeći mase vanjskih linija i Mandelstamove varijable,
integral možemo napisati kao [10]

I40 (4 + 2ε, {1}) = i

(4π)2
Γ(2− ε)

(4πµ2)
ε

∫ 1

0

dx1 dx2 dx3 dx4

× δ (x1 + x2 + x3 + x4 − 1) (−x1x3t− x2x4s

−x1x2m
2
2 − x2x3m

2
3 − x3x4m

2
4 − x1x4m

2
1 − iϵ

)ε−2
.
(50)

Može se primjetiti da je integral invarijantan na permu-
tacije uredenih parova (s, t), (m2

1,m
2
3 i (m2

2,m
2
4). Deter-

minante za N = 4 su

det (R4) =s2t2 +
(
m2

1m
2
3

)2
+
(
m2

2m
2
4

)2
− 2stm2

1m
2
3 − 2stm2

2m
2
4 − 2m2

1m
2
2m

2
3m

2
4.
(51)

det (S4) =2
[
st
(
m2

1 +m2
2 +m2

3 +m2
4 − s− t

)
+m2

2m
2
4

(
s+ t+m2

1 +m2
3 −m2

2 −m2
4

)
+m2

1m
2
3

(
s+ t−m2

1 −m2
3 +m2

2 +m2
4

)
−s
(
m2

1m
2
2 +m2

3m
2
4

)
− t
(
m2

1m
2
4 +m2

2m
2
3

)]
.

(52)
Da integrali budu fundamentalni, gledajući u det(R4),
bitno je da obje kinematičke varijable u barem jednom
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uredenom paru budu različite od nula. Možemo uzeti
(s, t) kao taj uredeni par. Time se definiraju integrali
[10]

I4m4 ≡ I40
(
4, {1}; s, t,m2

1,m
2
2,m

2
3,m

2
4

)
,

I3m4 ≡ I40
(
4 + 2ε, {1}; s, t, 0,m2

2,m
2
3,m

2
4

)
,

I2mh
4 ≡ I40

(
4 + 2ε, {1}; s, t, 0, 0,m2

3,m
2
4

)
,

I2me
4 ≡ I40

(
4 + 2ε, {1}; s, t, 0,m2

2, 0,m
2
4

)
,

I1m4 ≡ I40
(
4 + 2ε, {1}; s, t, 0, 0, 0,m2

4

)
,

I0m4 ≡ I40 (4 + 2ε, {1}; s, t, 0, 0, 0, 0, ).

(53)

Jedino je integral I4m4 IR konačan, ostali moraju biti
izračunati za ε > 0. Svi integrali se mogu prikazati kao
[11]

IK4
(
s, t;m2

i

)
=

i

(4π)2
Γ(1− ε)Γ2(1 + ε)

Γ(1 + 2ε)

1√
det
(
RK

4

)
×

[
GK

(
s, t; ε;m2

i

)
ε2

+HK
(
s, t;m2

i

)]
+O(ε)

K ∈ {0m, 1m, 2me, 2mh, 3m, 4m}.
(54)

IR divergencije su prisutne u prvom članu u zagradi, a
drugi član je uvijek konačan. Po ovome se integral (5)
može prikazati kao linearna kompozicija fundamental-
nog skupa integrala: I20 (D; ν1, ν2), I

3m
3 , I4m4 , I3m4 , I2mh

4 ,
I2me
4 , I1m4 i I0m4 . Moguće je izabrati i alternativni skup
integrala preko D = 6 + 2ε box integrala.

V. ZAKLJUČAK

Provedena je analiza jednopetljenih Feynmanovih in-
tegrala sa proizvoljnim brojem točaka N integriranih u
D = 4 + 2ε. Prvo je napravljena tenzorska dekompozi-
cija općeg tenzorskog Feynmanovog integrala. Rezultat
dekompozicije je (18) u kojoj vidimo da originalan inte-
gral se može prikazati kao linearna kombinacija skalarnih
integrala i izoliranog tenzorskog dijela koji se sastoji od
4-impulsa vanjskih linija i metričkog tenzora. To daje
mogućnost fokusiranja na skalarni dio, jer skalarni dio
nadalje diktira redukciju početnog integrala. Sljedeće se
izvode rekurzijske metode koje su ovisne o vrijednostima
kinematičkih determinanti det(RN ) i det(SN ), te time
su dana četiri različita slučaja. Iz njih je primjećeno
da reduciraju broj vanjskih linija, te zbog činjenice da
je det(SN ) proporcionalna Gramovoj determinanti i jer
su vanjski impulsi četverodimenzionalni, dolazi se do za-
ključka da svi integrali sa N > 5 točaka se mogu redu-
cirati na fundamentalni skup integrala sa N = 2, 3, 4, 5
točaka. No proveden je račun za I50 (4 + 2ε; {1}) te je
pokazano da se može prikazati kao linearna kombinacija
N = 4 integrala (39), što eliminira N = 5 opciju. Na
kraju je dobiven skup fundamentalnih integrala čijom
linearnom kombinacijom možemo dobiti bilo koji jed-
nopetljeni Feynmanov integral: I20 (D; ν1, ν2), I

3m
3 , I4m4 ,

I3m4 , I2mh
4 , I2me

4 , I1m4 i I0m4 .
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