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Sazetak

Stanice kvasca S. pombe primjer su biologkih organizama kod kojih do mijesanja genetskog mate-
rijala tijekom mejoze dolazi uslijed oscilacija jezgre. Istrazivacka grupa sa izv. prof. dr. sc. Pavinom
na Celu razvila je teorijski model koji opisuje mehanizme koji stoje iza oscilacija jezgre u stanicama
kvasaca. Cilj ovog seminara bio je prona¢i numericka rjeSenja za razvijeni teorijski model te provesti
linearnu analizu stabilnosti. Kao rezultat analize pronadena su numericka rjeSenja i teorijske vri-
jednosti parametara koje uvrstene u model daju eksperimentalno uoceno oscilatorno gibanje jezgre
stanica.

Bioloska motivacija

Klju¢ni aspekt zivota svih biologkih organizama je seksualna reprodukcija, a ona uklju¢uje mijeSanje
genetskog materijala tijekom mejoze, tj. stani¢ne diobe. Kod nekih organizama uspjeSno mijeSanje
i rekombinacija kromosoma (genetskog materijala) zahtijeva koordinirano gibanje stani¢ne jezgre. Na
primjer, kod stanica kvasca S. pombe, tijekom mejoze, dvije stanice suprotnog spola se fuzioniraju u
zigotu oblika banane, koja zatim pocinje oscilirati. Fenomen takvog oscilatornog gibanja unutar stanica
navoden je molekularnim motorima, dineinima koji uz pomo¢ mikrotubula poti¢u jezgru na gibanje.

Promatrani bioloski sustav
Spindle pole body

Oscilacije jezgre (poznatije kao horsetail nuclear movement) prate oscilatorno gibanje spindle pole bodyja
(SPB-a). SPB je centar za organizaciju mikrotubula u stanicama kvasaca, funkcionalno ekvivalentan
centrosomima (ne sadrzi centriole). SPB organizira mikrotubularni skelet koji uz mnoge druge vaZzne
uloge formira diobeno vreteno tijekom diobe stanice.

Mikrotubuli

Mikrotubuli su dio stani¢nog skeleta te se nalaze u citoplazmi stanice. Osnovna gradevna jedinica im
je protein tubulin (sastavljen od a i 8 dimera) pri ¢emu se u polimerizaciji javlja brzorastuci "plus"
kraj na kojem je izlozen [S-tubulin, dok je na spororastuéem "minus" kraju vlakna izloZzen a-tubulin
("plus" i "minus" ne predstavljaju naboj pojedinog kraja mikrotubula). Mikrotubuli su oblika ravne
Suplje cjevéice te rastu potrosnjom GTP energije i formacijom protofilamenata. U stanici kvasca, glavno
organizacijsko srediSte mikrotubula je SPB. Uloga mikrotubula i njihovih prate¢ih organizacijskih proteina
i mikrotubularnih motora (dineina i kinezina) je prijenos tvari unutar stanice, staniénim i unutarstani¢nim
gibanjima te u diobi stanica.

Dineini

Dineini su proteinski motori (molekularni motori) u stanicama, koji pretvaraju kemijsku energiju sprem-
ljenu u ATP molekulama u mehanic¢ku energiju. Dineini transportiraju razli¢iti stani¢ni teret, "hodanjem"
uzduz mikrotubula koji ¢ine stani¢ni skelet.



Eksperimentalno je utvrdeno da je oscilatorno gibanje jezgre u bioloskom sustavu stanice kvasca po-
sljedica gibanja spindle pole bodyja Cije gibanje navode mikrotubuli i njihovi motorni proteini, dineini.
Shematski prikaz stanice kvasca sa stani¢nim tvorbama koje su odgovorne za oscilacije jezgre dan je na
slici 1. Na slici 1, polozaj SPB-a duZ stani¢ne longitudinalne osi oznacen je sa xgpp, sa —L/2 1 L/2
oznaceni su polozaji rubova stanice (gdje je L ukupna duljina stanice), a L;, su duljine lijevog i desnog
mikrotubula.

mikrotubul

—L/2 Xspr L, L/2

Slika 1: Shematski crtez stanice kvasca u kojoj promatramo oscilacije jezgre, sa stani¢nim tvorbama koje
pokrecu oscilacije: SPB-om, mikrotubulima i dineinima [1]

Na slici 1 vidimo kako se mikrotubuli u stanici protezu od SPB-a u suprotnim smjerovima, sa "minus"
krajem okrenutim prema SPB-u, a sa "plus" krajem prema periferiji stanice, dok se dineini akumuliraju
na mikrotubulima. Konkretno, do oscilacija SPB-a dolazi uslijed redistribucije dineina sa mikrotubula
koji se nalazi iza jezgre u gibanje, na mikrotubul ispred jezgre te se tako generira asimetri¢na distribucija
motora, tj. posljedi¢no vuéna sila na SPB. Eksperimentalno je uo¢eno, da ako je vise dineina pri¢vrséeno
na desni mikrotubul, oni vuku SPB na desno. Kako se SPB giba, motori na lijevom mikrotubulu su pod
velikim opterec¢enjem te su stimulirani na otpustanje sa lijevog mikrotubula i stani¢nog korteksa te je time
poveéana asimetrija u broju motora na dva rastué¢a mikrotubula, §to rezultira u brzem gibanju SPB-a.
Brze gibanje povecava asimetriju u optereéenju na motore, no kako je stanica kona¢nih dimenzija, desni
mikrotubul ¢e se poceti skracivati i gubiti motore. Kada broj motora na desnom i lijevom mikrotubulu
postane jednak, SPB se ne giba, no posto je lijevi mikrotubul dulji od desnog, on akumulira vise motora
pa SPB mijenja smjer gibanja i oscilacija se nastavlja.

Definicija modela

Za eksperimentalno opazeno gibanje SPB-a razvijen je teorijski model koji omogucava bolje razumijevanje
nastanka oscilatornog gibanja jezgre u stanicama [1]. PoSto je poznato da mikrotubuli rastu i da se
skra¢uju za vrijeme oscilacija jezgre, njihova dinamika je opisana izrazom (1), u kojem su L;, duljine
lijevog i desnog mikrotubula, a v4 i vy brzine njihovog rasta odnosno skracivanja. Prijelaz iz rasta u
skraé¢ivanje se dogada na rubovima stanice.

dLl,r
= Vas (1)

Gibanje SPB-a u citoplazmi, zbog sila viskoznog trenja najbolje opisujemo u overdamped reZimu
(gibanje SPB-a u citoplazmi zamisljamo kao da vu¢emo malu kuglicu kroz med), tj. linearnom ovisnoscéu
sile o brzini. Sile viskoznog trenja Fj , koje djeluju na lijevi i desni mikrotubul su uravnotezene te vrijedi
(2) gdje je xgpp pozicija SPB-a duZz stani¢ne longitudinalne osi, £ je koeficijent trenja za sustav koji se
sastoji od jezgre, SPB-a i mikrotubula, a sile Fj, vrSe pri¢vrséeni dineini na pojedinom mikrotubulu. U
izrazu (3) N;, je ukupan broj dineinskih motora pri¢vr§éen na lijevi i desni mikrotubul i stani¢ni korteks,



a fir su sile generirane od pojedina¢nog dineina na lijevi i desni mikrotubul.

dzspp

—— =K+ F, 2
3 7 1+ (2)

E,r = Nl,r . fl,r (3)

Ovisnost brzine gibanja dineina o sili koju vrSe na mikrotubule dana je linearnom ovisnoséu (4) i (5),
gdje je brzina u odsutnosti sile dana sa vg, a fy je sila otpora dineinskih motora. Takoder, brzina motora
u odnosu na mikrotubul je dana sa (6), gdje je vspp brzina gibanja SPB-a.

v = (1+ fi/fo) (4)
v =1 (=14 fr/fo) (5)
V= —vspB — _dﬂfstPB (6)

Za opis dinamike dineinskih motora uvodimo linearne gusto¢e motora prihvacene na lijevi i desni mi-
krotubul (7). Promjena linearnih gusto¢a dana je karakteristi¢nim jednadzbama koje opisuju odvajanje i
prijanjanje motora sa ili na mikrotubule (8), gdje je ¢ citoplazmatska koncentracija motora, ko, je karakte-
risti¢na brzina prijanjanja motora na mikrotubule, a ks je brzina odvajanja motora ovisna o opterec¢enju
motora dana sa (9). Tada je ko brzina odvajanja u odsutnosti opterec¢enja, a f. je karakteristina sila.

nyr = Nl,r/Ll,r (7)

dny
df; = konc — koff(:':fl,r)nl,r (8)
kopy(f) = koexp(f/fe) (9)

Da bi na ovakvom modelu od 5 obi¢nih nelinearnih difererencijalnih jednadzbi jednostavnije proveli
analizu ovisnu o nekoliko parametara, diferencijalne jednadzbe koje opisuju dinamiku mikrotubula (1)
zamjenjujemo sa (10) te u preostale diferencijalne jednadzbe uvrStavamo linearnu vezu sile i brzine te
brzinu motora zapisujemo u odnosu na mikrotubule. Ono §to preostaje nakon takvih transformacija
je zatvoren sustav od 3 obi¢ne diferencijalne jednadzbe, koji opisuje promjene polozaja SPB-a (11) i
linearnih koncentracija dineina na lijevom i desnom mikrotubulu (12).

Ll,r :L/Qixspg (10)
drsps __vofo (n, (5 —zspp) —u (% +2sp8)] (1)
dt Cvo+ fo [ne (5 —zspB) + i (5 +2sps)]
L _ _ L
dni, o — upko - exp fo L+ fo [nr (% LISPB) n (% +LISPB)] (12)
dt fe Evo + fo [ne (5 —zspp) + i (5 +zspp)]

Rjesenja modela

Rjesenja jednadzbi (11) i (12) pronadena su numerickim metodama [2] za vrijednosti parametara dane u
tablici 1. Rezultat modela su oscilacije SPB-a (slika 2) koje imaju gotovo triangularnu formu te odgovaraju
eksperimentalno uo¢enim oscilacijama SPB-a danima na slici 3, dok je brzina gotovo pravokutna (slika
4). Ukupan broj dineina (slika 5) koji veZe mikrotubule na stani¢ni korteks ovisi o brzini SPB-a; kada se
smjer gibanja SPB-a promijeni, broj dineina prihva¢en na vode¢i mikrotubul se povec¢ava i simultano, broj
dineina na sada vuc¢enom mikrotubulu opada. Brzo otpustanje dineina sa vucenog mikrotubula rezultat
je velike sile opterecenja koju osje¢aju dineini koji se suprotstavljaju gibanju SPB-a. Iz rjeSenja modela
vidimo da su oscilacije pokretane promjenama u brzini odvajanja koja ovisi o optere¢enju, dok proces
spajanja ne ovisi o tome da li je mikrotubul vodeéi (nalazi se ispred SPB-a u gibanju) ili vuceni (nalazi
se iza SPB-a u gibanju).

Tablica 1: Vrijednosti parametara [1]
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Slika 2: Oscilacije SPB-a u vremenu
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Slika 3: Eksperimentalno snimljene oscilacije SPB-a u stanici (SPB je oznafen sa zvijezdicom, a zeleni
signal dolazi od nakupine dineina)|1]
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Slika 5: Promjene ukupnog broja dineina na lijevom (plavo) i desnom (crveno) mikrotubulu u vremenu
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Slika 4: Brzina SPB-a u vremenu
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Parametarski prostor

Opcenito, nelinearni dinamicki sustavi koji ovise o parametrima, poput sustava jednadzbi koji opisuje
oscilacije jezgre, mogu pokazivati vrlo komplicirana ponasanja u slu¢aju promijene nekog od parametara.
Rjesenja modela prikazana na slikama 2, 4 i 5 pokazuju oscilatorno ponasanje za neki skup parametara u
skladu sa fenomenom oscilacije koji je uo¢en u zivoj stanici. Cilj ovog seminara bio je prouciti ponaSanje
sustava opisanog sa jednadzbama (11) i (12) u slu¢aju kada variramo neke od parametara. Posto u
7ivoj stanici opazamo oscilacije, kao krajnji rezultat seminara htjeli bismo pronaéi podruéje, regiju u
parametarskom prostoru u kojoj ¢e se u sustavu pobudivati oscilacije.

U analizu ovisnosti dinamickog sustava o parametrima kre¢emo metodom analize linearne stabilnosti.
Linearizacijom smatramo pronalaZzenje linearne aproksimacije za Zeljenu funkciju u fiksnoj toc¢ki. Kod di-
namickih sustava linearizacija je metoda odredivanja lokalne stabilnosti fiksne (ravnotezne) tocke sustava
nelinearnih diferencijalnih jednadzbi. Dinamicki sustav ((11), (12)) u modelu oscilacije jezgre je oblika
((13),(14),(15)) i za njega je potrebno pronaci fiksnu toc¢ku (ili tocke, ako ih je vise). Za pronalazak fiksne
tocke (z*,y*, z*) potrebno je rijesiti sustav od 3 jednadzbe (16).

z = fi(z,y,2) (13)
y: f2(17,y72) (14)
2= f3(z,y,2) (15)
(E=0,§=0,z=0) — (a9 2" (16)

Nakon pronalaska fiksne toc¢ke uvodimo male perturbacije ((17), (18), (19)). Da bi pronasli kako perturbi-
rana rjeSenja evoluiraju u vremenu moramo ih ponovno supstituirati u originalne diferencijalne jednadzbe
uzevsi u obzir da derivacija fiksne tocke is¢ezava u vremenu (fiksne tocke su neovisne o vremenu). Kada
vratimo perturbirana rjeSenja u originalne diferencijalne jednadzbe, zapisemo Taylorov razvoj funkcija
fi(z,y, 2), fo(x,y, 2), f3(x,y,2) do 1. reda (jer se radi o linearnoj aproksimaciji) i uvaZimo ¢injenicu da je
derivacija fiksne toc¢ke jednaka nuli te takvim postupkom dobivamo novi skup jednadzbi koji zapisujemo
u formi (20).

(t) = & + 2(t) (17)
u(t) =y + () (18)
2(t) = 2* + 5(2) (19)
. ofi 8fi Ofi N
a0 )= % % 5 i (20)
A\ ) of o ofs (1)
x Yy z F.P.

U izrazu (20) 3 x 3 matricu izvrijednjenu u fiksnoj tocki nazivamo Jacobijanom. Za dani skup para-
metara svi elementi Jacobijana su konstante te u tom slu¢aju skup diferencijalnih jednadzbi (20) postaje
linearni sustav diferencijalnih jednadzbi, a za linearni sustav rjeSenje je poznato i dano u obliku (21). U
izrazu (21) A1, A2 1 A3 su svojstvene vrijednosti Jacobijana, a pripadajuci vektori stupci su odgovarajuéi
svojstveni vektori Jacobijana. Proizlazi da opcenito rjeSenje sustava (20) moze biti eksplicitno zapisano
pronalaskom svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora Jacobijana. Ovakva analiza nam omogucava
da istrazimo stabilnost fiksne tocke.

(t) W e 73
gty | =1 9 et | @ et | g® |eMt (21)
3(t) 5(1) 2(2) 5(3)

Hopfova bifurkacija

Iz oblika rjeSenja (21) proizlazi da iznos svojstvenih vrijednosti direktno utjeée na ponaSanje modela. Na
primjer, u slu¢aju da neka od svojstvenih vrijednosti ima pozitivni realni dio, tada iz oblika rjeSenja (21)
proizlazi da ¢e perturbacija rasti s vremenom, tj. fiksna toc¢ka ¢e biti nestabilna. Svojstvene vrijednosti
opdenito ovise o parametrima sustava te variranjem parametara mijenjamo iznos svojstvenih vrijednosti
te time dobivamo promjenu stabilnosti fiksne toc¢ke i periodi¢nosti rjeSenja. Posto Zelimo da model daje
stabilna periodi¢na rjeSenja jer takva opazamo u zivoj stanici, istrazit ¢emo pojavu Hopfove bifurkacije.



Hopfova bifurkacija (Poincaré—Andronov—Hopf bifurcation)[3],[4] je lokalna bifurkacija u kojoj fiksna
tocka dinamickog sustava gubi stabilnost, kako par kompleksno konjugiranih svojstvenih vrijednosti do-
bivenih iz linearizacije sustava jednadzbi oko fiksne toc¢ke prelazi imaginarnu os u kompleksnoj ravnini.
Tada moZemo ocekivati pojavu limit cyclea (zatvorene periodi¢ne trajektorije) koji proizlazi iz fiksne
tocke. Istovremeno, kroz lokalne promjene u svojstvima stabilnosti fiksne toc¢ke dolazi do nestajanja ili
do pojave periodi¢ne orbite. Kako bi doslo do pojave Hopfove bifurkacije nuzno je da sve svojstvene
vrijednosti imaju negativni realni dio osim para ¢isto kompleksno konjugiranih svojstvenih vrijednosti.
1z toga slijedi, da ukoliko Zelimo istraziti postojanje periodi¢nih putanja u modelu, moramo istraziti pod
kojim uvjetima (za koje vrijednosti parametara) se za na$ sustav pojavljuje Hopfova bifurkacija.

Model opisan sa (11) i (12) sadrzi nekoliko parametara, od kojih su 3 varijabilna. Vrijednosti pa-
rametara L, vy, fo 1 £ mjerene su u eksperimentu i dane su u tablici 1. Od preostala 3 parametra za
koja ne postoje izmjerene vrijednosti, variranjem parametra ko (brzine otpustanja dineina u odsutnosti
opteredéenja) unutar intervala (0.001 — 0.1)s~! ne dolazi do znatne promjene u ponaanju modela, tj.
rjeSenja ¢e i dalje biti oscilatorna. Tako nam preostaje varirati parametre ko,c i f. i odrediti podrudje
u parametarskom prostoru za koje ¢emo dobiti oscilatorna rjeSenja. Svojstvene vrijednosti u ovisnosti
o ta dva parametra mogu se zapisati u opéenitoj formi (22), gdje su u; i v; ovisni o izboru vrijednosti
parametara k., ci f.. Iz zahtjeva za pojavu Hopfove bifurkacije proizlazi da svojstvene vrijednosti moraju
prijeé¢i u formu danu sa (23). Primjenom takvog uvjeta na svojstvene vrijednosti dobivamo sliku para-
metarskog prostora, slika 6. Na slici 6 prikazana je krivulja koja predstavlja skup vrijednosti parametara
konci fo/fe za koje ¢e do¢i do pojave Hopfove bifurkacije (koristen je omjer fo/ f. radi lakse manipulacije
izrazima, vrijednost fy je konstantna i dana u tablici 1; zelena iscrtkana linija je asimptota krivulje).

)\j = Uj (konc7 fc) +i- vj(konca fc) ,7 = ]-v 27 3 (22)
Al — —« )\2,3 — +if a, >0 (23)

0 0.05 0.10 0.15

i

Lm s

Slika 6: Skup vrijednosti u parametarskom prostoru za koje dolazi do pojave Hopfove bifurkacije (crvena
linija); asimptota krivulje (zelena linija)

Na slici 7, osjenc¢ano je podrudje u parametarskom prostoru za koje ée sustav jednadzbi dati oscilatorna
rjeSenja; ljubiCastim kvadrati¢em je oznacena tocka u parametarskom prostoru koja odgovara rjeSenjima



prikazanima na slikama 2, 4 i 5 te je ona ocekivano u podruéju stabilnih oscilatornih rjeSenja. Zelenim
kvadrati¢em oznacena je toc¢ka u parametarskom prostoru, koja oznac¢ava bifurkacijsku vrijednost para-
metra k,,c za koju ¢e rjeSenja sustava dana sa parametrima u tablici 2 prestati pobudivati oscilacije te
podeti trnuti. Za vrijednosti parametara u tablici 2, bifurkacijska tocka je (konc, fo/f.) = (0.00567,3.5).

Tablica 2: Vrijednosti parametara za izra¢un bifurkacijske tocke

L L [ w [ fol k [/ | 3 |
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Slika 7: Osjencano podrué¢je u parametarskom prostoru predstavlja skup oscilatornih rjesenja; zeleni
kvadratic¢ je bifurkacijska tocka za parametre u tablici 2, (konc, fo/fe) = (0.00567, 3.5); ljubicasti kvadrati¢
je to¢ka u parametarskom prostoru koja odgovara rjeSenjima na slici 2

Na slici 8, prikazana je ovisnost amplitude oscilacija Zgpp o promjeni parametra k,,c za odabrane
vrijednosti parametra f.. Za f. = 2pN i f. = 3pN vidljivo je kako za vrijednosti parametra k,,c manje
od bifurkacijske vrijednosti nema pobude oscilacija u sustavu, dok s prijelazom bifurkacijske vrijednosti
dolazi do naglog razvoja stabilnih oscilacija. Za vrijednosti fy/f. ispod asimptotske vrijednosti, tj. za
fe = 10pN oscilacije se nikad ne pobuduju. Takoder, sa slike 8 vidimo da za f. = 2pN vrijednost k,,c kod
koje dolazi do pobude oscilacija odgovara izra¢unatoj bifurkacijskoj vrijednosti ko, c = 0.00567um = ts~1;
za f. = 3pN ta vrijednost je nesto manja i iznosi k,nc = 0.00344um~1s~1. Na slici 9 ponovo je prikazana
ovisnost amplitude oscilacija Zgpp 0 promjeni parametra ko,c za f. = 2pN no ovdje vidimo i promjenu
rezima oscilacije s prelaskom preko bifurkacijske to¢ke konc = 0.00567um~'s~!. Za vrijednost konc =
0.005um~ts~! (malo ispod bifurkacijske vrijednosti) bez obzira na pocetne uvjete oscilacije ée brzo
utrnuti, dok za vrijednost k,,c = 0.006um~1s™! (malo iznad bifurkacijske vrijednosti) ¢ak i uz vrlo
malu pocetnu vrijednost polozaja xzgspp, oscilacije ée se pobuditi i nastavit ée se stabilno periodicko
gibanje jezgre. Takoder, na slici 10, uz ovisnost amplitude oscilacija £spp 0 promjeni parametra k,,c
za f. = 2pN, prikazana je parametarska ovisnost polozaja, xspp 0 ukupnom broju dineina na desnom
mikrotubulu, N, za iste vrijednosti k,,c kao i na slici 9 te je kao rezultat uocen razvoj limit cyclea, tj.
stabilne periodicke putanje, s prelaskom preko bifurkacijske toc¢ke ko, c = 0.00567um s~ 1.
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Slika 8: Ovisnost amplitude oscilacija £spp 0 promjeni parametra k,,c za odabrane vrijednosti parametra
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Slika 9: Ovisnost amplitude oscilacija Zgpp 0 promjeni parametra k,,c za f. = 2pN i promjena rezima
oscilacije s prelaskom preko bifurkacijske to¢ke ko,c = 0.00567um " ts~!



fe = 2pN
025 6
kgnc = 0.005um™1s?
0.z20
015 5 -
Z o0 o kone = 0.006um=1s71
005 B "é“ 4 020
0.00 S —% \__,3- 0.15
0.05 g 3 [ = 010
00y 2 = ] 1 2 El B 0.05
Tgpglpm)
2 0.00
-0.05
1 -0103 3 =) o 1 2
T spg(pm)
0900 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
-1 _-1
konc(aunz § )

Slika 10: Ovisnost amplitude oscilacija £gspp 0 promjeni parametra k,,c za f. = 2pN irazvoj limit cyclea
s prelaskom preko bifurkacijske to¢ke ko,c = 0.00567um s~}

Zakljucak

Numerickim rjeSsavanjem modela koji opisuje oscilacije jezgre pokretane dineinskim motorima i linearnom
analizom stabilnosti dobivene su teorijske vrijednosti parametara k,,c i f. (za koje nisu postojale izmje-
rene vrijednosti), koje uvrstene u model, daju stabilna periodi¢ka rjeSenja. Podruéje u parametarskom
prostoru koje daje trazeno ponaSanje modela dano je na slici 6 1 7.
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