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Cilj seminara je dati pregled ekonomskih modela iz �zikalne perspektive i promotriti pripradaju¢e
simetrije. Po£inje s predstavljanjem osnova Arrow-Debreu modela ekonomske teorije op¢e ravnoteºe
i zaklju£uje da je potrebno oformiti neravnoteºnu dinami£ku teoriju ekonomskih trºi²ta kako bi
produbili na²e razumijevanje stanja ravnoteºe u kontekstu neoklasi£ne ekonomije. Nakon toga se
daje osvrt na Modele temeljene na agentima (eng.Agent based models) i ulogu baºdarne teorije u
ekonomiji. Na kraju je demonstrirano nekoliko simulacija procjenjivanja cijena �nancijskih derivata
stohasti£kim pristupom koji je poznat u obje discipline.

1. UVOD

Neoklasi£na ekonomska teorija op¢e ravnoteºe je sli£na
�zici po tome ²to se zasniva na nekoliko jednostavnih
principa iz kojih proizlazi kompleksna matemati£ka for-
mulacija. Da bi �zikalni pogled na ekonomske modele
bio mogu¢, prvo ¢e se ukratko predstaviti Arrow-Debreu
model op¢e ravnoteºe [2]. Diskutirat ¢e se lom sime-
trije i postojanje vi²e od jednog stanja ravnoteºe. Nakon
toga ¢e se evaluirati prednosti i slabosti neoklasi£ne eko-
nomije. Slabosti su nedostatak dinamike u navedenom
modelu i tretman nepredvidljivosti koja karakterizira ve-
lika ekonomska trºi²ta. Nakon toga se diskutira klasa
tzv. Modela temeljenim na agentima [3] koji omogu¢uju
promotriti problem fundamentalnog zna£enja cijene i di-
skutirati koje veli£ine bi trebale biti opservable neravno-
teºne dinami£ke teorije ekonomskih trºi²ta. Da bi se od-
govorilo na ova pitanja, Malaney i Weinstein [4] predlaºu
formulaciju ekonomije u jeziku baºdarne teorije. Ovdje
¢e se pokazati analogija s �zikom. Kao ²to postoji makro
i mikro ekonomija, postoji makro i mikro �zika. Mikro
bi bila atomska �zika, a makro termodinamika koja opi-
suje materiju u razli£itim fazma. Most me�u njima je
statisti£ka �zika koja prou£ava velik broj atoma izvan i u
ravnoteºi. U ekonomiji, taj most bi bi bio Model temeljen
na agentima ²to ¢e se detaljno obrazloºiti u poglavlju 2.2.
Kona£no, iskoristit ¢e se stohasti£ki procesi u kontekstu
kvantitativnih �nancija kako bi se simuliralo procjenjiva-
nje cijena na trºi²tu i naglasile sli£nosti metoda koje se
koriste u obje znanstvene discipline.

2. FIZIKALNI POGLED NA EKONOMSKE
MODELE

2.1. NEOKLASI�NA EKONOMSKA TEORIJA
OP�E RAVNOTE�E

Neoklasi£na ekonomija prou£ava kako dru²tva koriste
oskudne resurse da bi proizvela dobra i usluge kako bi ²to
bolje zadovoljili svoje potrebe. Prema tome, promatra se
²to se proizvodi, tko i kako to proizvodi te tko dobije ono
²to se u kona£nici proizvede. Osnovna ideja je da ve¢inu
ovih odluka donose pojedina£ne tvrtke i ku¢anstva koji
neovisno poku²avaju maksimizirati mjeru svoje sre¢e

(eng. happiness). Za tvrtke, mjera sre¢e je pro�t, a za
ku¢anstva iskori²tenost kapaciteta. Problem se onda
zasniva na tome je li mogu¢e za razli£ite tvrtke i ku¢ans-
tva istovremeno maksimizirati sre¢u unato£ tome ²to su
tvrtke ograni£ene resursima i dostupnim tehnologijama,
a ku¢anstva nov£anim sredstvima. Raspodjela roba i
resursa koja zadovoljava ovaj uvjet je e�kasna. Trºi²te
je u ravnoteºi kada je svaka proizvedena roba prodana i
kada su sve ponu�ene usluge iskori²tene.
Neoklasi£na ekonomija rje²ava problem e�kasnosti i
ravnoteºe tako da pretpostavi da postoji valuta kojom
se moºe sve prodati i kupiti. Svaka roba i usluga u tome
slu£aju ima cijenu koja nije �ksna nego varira ovisno
o jednostavnom mehanizmu koji se zove zakon ponude
i potraºnje. Kada je potraºnja ve¢a od ponude, cijene
rastu, a u obrnutom slu£aju padaju. Slijede glavni
rezultati ovakve pretpostavke.

• Uvijek postoje cijene takve da trºi²te bude u rav-
noteºi.

• Kada je trºi²te u stanju ravnoteºe, ono je i e�kasno
u smislu da nitko ne¢e posti¢i ve¢u mjeru sre¢e, bez
da naru²i sre¢u nekog drugog.

Navedeni principi se lako mogu ilustrirati na jednostav-
nom modelu dvoje ljudi koji trguju s dvije vrste roba.
Ovaj model se naziva Edgeworth-ova kutija [5]. Ilustra-
cija je na Slici 1. Ukupan broj obje vrste roba je kona-
£an, pitanje je kako ih raspodijeliti, a da obe osobe isto-
vremeno maksimiziraju svoju sre¢u. Svakome je pridru-
ºena funkcija koja odre�uje mjeru njihove pojedina£ne
sre¢e u ovisnosti o tome koliko od svake dvije robe imaju.
Svaka raspodjela koja zadovoljava navedena ograni£enja
je to£ka u kutiji.
Netrivijalna posljedica ovog jednostavnog principa jest

da sli£ne rezultate daju trºi²ta s velikim brojem sudi-
onika, dobara i nelinarnih ograni£enja. Ova generaliza-
cija je najve¢i uspjeh neoklasi£ne ekonomije. Prije for-
malnog matemati£kog predstavljanja ove teorije, bitno
je spomenuti da ljudska psihologija diktira pravila po-
na²anja trºi²ta. To zna£i da postoje fenomeni kao ²to
su mjehuri (eng. bubbles) ²to je nagli porast cijena ne-
koga dobra ili skupine dobara, gdje po£etni porast ci-
jena stvara o£ekivanja o njihovu daljnjem rastu te priv-
la£i nove kupce, uglavnom ²pekulante zainteresirane za
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Slika 1: Dvije osi predstavljaju dvije vrste roba raspodije-
ljenih izme�u dvije osobe. Krivulje konveksne ishodi²tu pri-
pradaju jednoj osobi, a krivulje konveksne nasuprotnom is-
hodi²tu drugoj osobi i odgovaraju raspodjeli dobara druge
osobe predstavljenom gornjom i desnom osi. To£ka gdje se
dodiruju je to£ka ravnoteºe gdje je nemogu¢e pove¢ati 'sre¢u'
jedne osobe bez da se naru²i 'sre¢a' druge. Konveksnost je
potrebna za postojanje ravnoteºe, a proizlazi iz zakona opa-
daju¢ih prinosa [5].

ostvarivanje pro�ta od trgovine tim dobrom, a ne za nje-
govu uporabu u svrhu krajnje potro²nje ili eksploatacije.
Osim mjehura, postoje i fenomen kao ²to je panika, a to je
iznenadan i ra²iren strah od pada burzovnih vrijednosti
ili sloma �nancijskog trºi²ta. �esto prethodi �nancijskim
krizama, a potaknut je vijestima o potencijalnim nega-
tivnim kretanjima. Posljedica panike je masovno povla-
£enje bankovnih depozita, prodaja dionica ili valuta, ²to
pridonosi padu pogo�enog sektora. Ovakvi fenomeni se
te²ko mogu opisati matemati£kim formulacijama. Una-
to£ tome, argument neoklasi£ne ekonomije je da £ak i ako
je stanje ravnoteºe poreme¢eno panikama, ovi fenomeni
su tranzijentni, a ono ²to dugoro£no ima efektivni utjecaj
jest teºnja svake osobe da maksimizira svoju sre¢u koliko
okolnosti dopu²taju.

2.1.1. Osnove Arrow-Debreu modela neoklasi£ne ekonomije
op¢e ravnoteºe

Slijedi matemati£ka formulacija neoklasi£ne ekonom-
ske teorije op¢e ravnoteºe [2, 3].
Prostor dobara

N dimenzionalni prostor P je prostor dobara RN . Svaki
element pripada odre�enom dobru ²to je zajedni£ki na-
ziv za proizvode i usluge koji imaju svojstvo da se mogu
prodati i kupiti. Dakle, koordinate vektora Xa ∈ P od-
govara koli£ini dobra tipa a. Ovakav vektor se moºe sma-
trati inventarom jer daje listu dobara koja se mogu po-
sjedovati.
Vrijeme

Ista roba u razli£itim vremenskim trenutcima se smatra
razli£itom vrstom dobra. Na primjer, prodajemo li neku
vrstu soka u datom trenutku po jednoj cijeni, a u budu¢-
nosti po drugoj cijeni, tada se sok po jednoj cijeni smatra
jednom vrstom dobra, a sok po drugoj cijeni drugom vr-
stom dobra. Prostor dobara je onda PT gdje je T broj
razli£itih trenutaka. To zna£i da je svaki indeks zapravo
ure�eni par (a, t) gdje a ozna£ava odre�eno dobro, a t
vrijeme.
Kovektor cijena

Pretpostavlja se postojanje jedne valute. Prema tome,
postoji kovektor cijena ~p = pa = {p1, p2, ...} ∈ P∗ koji
odgovara cijenamaN dobara. Npr. p2 je cijena proizvoda
dva. Za svaku cijenu se pretpostavlja da je pozitivna
pa ≥ 0. Glavni predmet diskusije su uvjeti u kojima je
skup cijena odre�en. S obzirom na inventar Xa i kovek-
tor cijena pa, vrijednost inventara je dana s: V = paX

a.
Pokazat ¢e se da je dinamika cijena ovog modela karak-
terizirana homogeno²¢u prvog stupnja. To zna£i da ako
se sve cijene pove¢aju za isti faktor, pripadaju¢i inventar
ko²tat ¢e za taj isti faktor vi²e. Fizikalno, postoji sime-
trija u kojoj su sve cijene jednako skalirane ²to odgovara
neovisnosti dinamike cijena o mjernoj jedinici (valuti).
Ovo je prva naznaka uloge baºdarne invarijatnosti u eko-
nomiji [1]. Ova ideja je skrivena u Arrow-Debreu modelu
jer je simetrija odmah eliminirana normalizacijom cijena
tako da vrijedi: ∑

a

pa = 1 (1)

Ovo de�nira S ⊂ P koji je prostor cijena.
Tvrtke

Ekonomija pretpostavlja da postoji F tvrtki ili poduze¢a.
Doprinos svake tvrtke ekonomiji je opisan procesom pro-
izvodnje ²to je vektor Y aA . A = 1, ..., F ozna£ava razli£ite
tvrtke, dok a ozna£ava razli£ita dobra. Elementi vektora
mogu biti negativni ²to de�nira dobra koja se uloºe u
produkcijski proces (eng. input) i pozitivni ono ²to se u
kona£nici proizvede i spremno je za trgovanje (eng. out-
put). Npr. Y 17

1 = −4 zna£i da su 4 jednice dobra 17 ulo-
ºene u proces proizvodnje tvrtke A = 1. Za svaku tvrtku
postoji skup mogu¢ih dostupnih procesa proizvodnje dan
kompaktnim konveksnim skupom YA ∈ P . Zna£enje zah-
tjeva konveksnosti je da ako λYaA ∈ YA za 0 < λ ≤ 1,
tvrtka moºe odabrati proizvesti 3 auta iako ima kapacitet
proizvesti 10.
Za svaki skup cijena pa i procesa yaA ∈ YA, pro�t procesa
po tim cijenama je dan s p(y)A = pay

a
A ²to je funkcija od

YA. Ovo odgovara mapiranju iz prostora cijena S u P .
Ovu funkciju ¢emo zvati funkcija opskrbe SaA(p) tvrtke
A.
Ku¢anstvo ili potro²a£

Postoji H ku¢anstava ozna£enih s α = 1, ...,H. Karak-
terizira ih plan potro²nje Xa

α ²to je za svako ku¢anstvo
α vektor u pozitivnom de�nitnom kvadrantu P ozna£en
kao P+. Njegove komponente koje su pozitivni brojevi
predstavljaju plan konzumacije svakog dobra. Dakle ako
je X5

13=12, to zna£i da ku¢anstvo 13 namjerava konzumi-
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rati 12 jedinica dobra 5. Funkcija cijena koja nam kaºe
koliko to ko²ta je onda paXa

α. Ku¢anstvo je karakteri-
zirano jo² jednom funkcijom koja opisuje dobra i usluge
koje ku¢anstvo moºe prodati ²to uklju£uje i rad njego-
vih £lanova raβ ∈ P+. Pretpostavlja se da ¢e ku¢anstvo
prodati sve ²to moºe i zaraditi prihod:

iβ = par
a
β . (2)

Ku¢anstvo moºe posjedovati i udio u nekoj tvrtci ²to se
ozna£ava s ααA. To zna£i da je ukupni prihod ku¢anstva
pove¢an za:

iβdionice =
∑
A

αβApay
a
A. (3)

Prema tome, ukupni prihod ku¢anstva je:

Iβukupno = par
a
β +

∑
A

αβApay
a
A. (4)

Svako ku¢anstvo ima funkciju korisnosti Uβ na P+

takvu da vrijedi Uβ(X1
β) ≥ Uβ(X2

β) ako X1
β ≥ X2

β . Funk-
cije korisnosti su reskalirane tako da me�usobno razli£ite
funkcije razli£itih ku¢anstava nisu usporedive. S obzi-
rom na danu cijenu pa, postoji domena planova potro²nje
P̃ (p)β+ koje si ku¢anstvo β moºe priu²titi:

paX
a
β ≤ I

β
ukupno. (5)

S obzirom da se pretpostavlja da svako ku¢anstvo maksi-
mizira svoj plan potro²nje ²to maksimizira njihovu funk-
ciju korisnosti, dobiva se jo² jednom mapiranje iz S u P̃+

²to se naziva funkcija potraºnje D(p)aβ koja je jednaka
planu potro²nje Xa

β koji maskmizira funkciju korisnosti
po danim cijenama.
Zakon ponude i potraºnje

Sada se moºe matemati£ki formulirati zakon ponude i
potraºnje:

Za(p) =
∑
β

D(p)aβ −
∑
A

S(p)aA −
∑
β

raβ . (6)

Ideja ravnoteºe u ovom kontekstu je da postoje cijene
pri kojima svaka tvrtka maksimizira svoj pro�t i svako
ku¢anstvo svoju preferencu plana potro²nje, tako da po-
nuda balansira potraºnju za svako dobro. To zna£i da
funkcija vi²ka potraºnje Za(p) i²£ezava. Kaºe se da je p∗a
ravnoteºni vektor cijena kada vrijedi:

Za(p∗) = 0 (7)

Treba imati na umu da vrijedi pretpostavka savr²ene kon-
kurencije. To zna£i da individualne odluke pojedinaca
in�nitezimalno utje£u na cijene tj. bezna£ajne su. Pre-
ciznije, nema monopola ili unija koje bi mogle dati koali-
ciji sudionika mo¢ da mijenjaju ili utje£u na cijene. Kada
Za(p) ne i²£ezava, postoji slabije svojstvo koje vrijedi u
tom slu£aju, a zove se Walras-ov zakon:

paZ
a(p) = 0 (8)

To zna£i da za dane cijene vrijedi da je ukupan vi²ak po-
traºnje jednak ukupnom broju dobara koja se nisu pro-
dala [5].
Ekonomsko ravnoteºno stanje

U ekonomskom ravnoteºnom stanju Arrow-Debreu-
Mackenzie teorem pokazuje da postoji barem jedan skup
cijena za koje ravnoteºno stanje postoji. De�niramo li
mapiranje iz simplekse cijena u samu sebe, slijedi da za
danu cijenu pa ∈ S:

T (p)a =
pa+max[0, Za(p)]

1 +
∑
amax[0, Za(p)]

(9)

Kada je potraºnja ve¢a od potro²nje, cijene se pove¢a-
vaju a u obrnutom slu£aju smanjuju. Simpleks cijena
je kompaktan i moºe se dokazati da je gladak. Prema
Brown-ovom teoremu �ksne to£ke, mapiranje ima barem
jednu to£ku p∗a za koju vrijedni T (p∗) = p∗ ²to implicira
da vrijedi Za(p∗) = 0.
Ovako de�nirana ravnoteºe se moºe pokazati opti-
malnom u sljede¢em smislu. Plan potro²nje za svaku
ku¢anstvo je Pareto u£inkovit ako za dani �ksni skup
cijena i odgovaraju¢u raspodjelu dobara koja mak-
simizira funkciju korisnosti po tim cijenama, svaka
preraspodjela dobara bi snizila korisnost barem jednog
ku¢anstva. Malo se zna o stabilnosti ovakve ravnoteºe.
Na primjer, pretpostavimo da to£ke ravnoteºe nisu
stabilne, tj. da odgovaraju to£kama na granici reºima
reda i kaosa. U reºimu reda, �uktuacije su male i
gaussijanske, a u reºimu kaosa dinamika je kaoti£na i
nema �uktuacija oko stabilne to£ke. U kaoti£nom stanju
mjera volatilnosti je irelevantna. U tome slu£aju, moºda
bi preferirali ekonomju takvu da je u stabilnoj to£ki ²to
zna£i da bi ºrtvovali dio u£ikovitosti za stabilnost. Ovo
nije dokazano, nego su hipoteze koje je prvi primjetio
Roumen Borissov. Ono za ²to postoji velik broj dokaza
je da skup cijena za koji postoji stanje ravnoteºe nije
jedinstven. Sonnenschein-Mantel-Debreu teorem [6] kaºe
da za svaki kona£an skup to£aka od S, postoji ekonomija
takva da postoji ravnoteºni vektor cijena te ekonomije.
Postoje dvije invarijantnosti u Arrow-Debreu modelu.
Ovo su baºdarne invarijantnosti u smislu da razli£ite ma-
temati£ke reprezentacije odgovaraju istom ekonomskom
modelu. Model je invarijantan na sljede¢e matemati£ke
operacije.

• Reskaliranje cijena:

pa → Λpp, (10)

gdje je Λ > 0. Ovo je globalna baºdarna invarijant-
nost gdje su cijene baºdarno �ksirane s (1). Treba
napomenuti da je dobro u razli£itim vremenskim
trenutcima razli£ito dobro, tako da ono ²to je �ksi-
rano jednadºbom (1) je suma po svim cijenama u
svim vremenima.

• Reskaliranje funkcije korisnosti:

Uα → λαUα, (11)
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za λα > 0. Ovo se moºe smatrati lokalnom ba-
ºdardnom invarijantno²¢u jer se svaka funkcija ko-
risnosti svakog ku¢anstva moºe skalirati odvojeno.
Tako odraºava ideju da relativne koli£ine koristi
razli£itih ku¢anstava nisu usporedive.

Baºdarna grupa Arrow-Debreu modela je RH+1
+ . U na-

rednim razmatranjima se tvrdi da je ovo podgrupa ve¢e
grupe baºdarnih invarijatnosti neravnoteºnih modela.

2.1.2. Simetrije

Simetrija se moºe koristiti kao argument za to da rav-
noteºa nije jedinstvena. Moºe se ilustrirati jednostavnim
primjerom [1]. Pretpostavi se da postoji n dobrih stu-
denata likovne umjetnosti koji ºele mjesto u nekoj od
poznatih galerija i pretpostavimo da je otvoreno p << n
mjesta. Trºi²ni mehanizam raspodjele ¢e odabrati p od
n mladih umjetnika i smjestiti ih u neku od galerija na-
kon £ega ¢e imati uspje²ne karijere s velikom koli£inom
prihoda. Me�utim, ve¢ina studenata ¢e imati karijere
kao u£itelji ili profesori i zara�ivati znatno skromnije pri-
hode. Radi jednostavnosti ¢emo pretpostaviti da je svih
n studenata dovoljno talentirano da ih galerija uzme ko-
liko god je u njenom kapacitetu, ali ima samo p broj
mjesta. Postoji inicijalna simetrija

(
n
p

)
. Simetrija ¢e biti

slomljena dinamikom funkcije raspodjele koja traºi Pa-
reto u£inkovita stanja. Svako stanje u kojem je p od n
umjetnika odabrano je Pareto u£inkovito. U kona£nici,
galerije ¢e maksimizirati svoj pro�t u svakom slu£aju, a
umjetnici ¢e bilo da postanu zvijezde ili u£itelji tako�er
maksimizirati svoje funkcije koristi s obzirom na ogra-
ni£enja. Dakle, ako je bilo koje od mogu¢ih stanja u
ravnoteºi, sva su stanja u ravnoteºi.

2.1.3. Kritika Arrow-Debreu modela ekonomije [1]

Prednost Arrow-Debre modela ekonomije je njegova
op¢enitost. U malenom modelu dva dobra i dvije osobe,
lako se moºe pokazati postojanje Pareto u£inkovitih iz-
bora i odgovaraju¢ih cijena. Ono ²to je netrivijalno po-
kazati je da Pareto u£inkoviti izbori postoje za velike i
kompleksne ekonomije. Tako�er, nije trivijalno pokazati
da za nekoliko op¢enitih pretpostavki postoji skup cijena
koji dopu²ta svima da maksimiziraju svoju sre¢u. Jedna
od prednosti je tako�er kanoni£nost modela u smislu da
se poput klasi£ne ili kvantne mehanike ne moºe lako mo-
di�cirati. Poku²aji da se modi�cira se vrate na jednaku
formulaciju. Dakle, nije jedan u nizu sli£nih modela s
malo druga£ijim pretpostavkama. Kona£no, posljednja
prednost je da je pokazano da ne moºe biti osnova ide-
olo²kih pogleda na ekonomiju kao ²to su kolike trebaju
biti razlike izme�u bogatstva i prihoda pojedinih £lanova
ili uloga vlade u pruºanju usluga kao ²to je obrazovanje
ili zdravstvo jer se moºe pokazati da za bilo koju distribu-
ciju resursa, postoji ravnoteºa koja je Pareto u£inkovita.
Postoji nekoliko o£itih slabosti modela.

• Pokazano je da ravnoteºa postoji i da je Pareto
u£inkovita, me�utim nije jedinstvena. To zna£i da
trºi²te samo po sebi ne moºe prirodno do¢i u je-
dinstveno stanje maksimalne u£inkovitosti, nego ih
ima mnogo. Dru²tvo onda mora odrediti dodatne
kriterije o tome koje je stanje najpoºeljnije.

• Ne postoji mehanizam koji nam govori o tome ²to
vodi stanje u ravnoteºu.

• Postoje pitanja na koje ne daje odgovore kao ²to su
kako brzina konvergencije u stanje ravnoteºe ovisi o
generi£nim pretpostavkama modela kao ²to su broj
dobara, tvrtki ili ku¢anstava. Moºe se re¢i da pret-
postavke modela vrijedne samo za kratka vremena
prije nego ²to interveniraju nepredvidljivi doga�aji
ili promjene u tehnologiji.

• Nedostaje neravnoteºna teorija s dinamikom koja
obja²njava koliko brzo se ravnoteºa postiºe.

• Nema op¢enitih rezultata o stabilnosti ravnoteºe s
obzirom da nisu jedinstvene, onda po de�niciji nisu
nuºno ni stabilne.

• Ne moºe se dobro testirati na stvarnim podacima.

Osim toga, snaºne kritike dolaze i s obzirom na primjenji-
vost ovog modela. Ideja da postoji �ksiran skup dobara
poznat svim sudionicima i �ksiran u svim vremenima je
pogre²na. U modernoj ekonomiji, £esto su predstavljena
dobra koja brzo dominiraju trºi²tem, a za koje se prije
nije znalo. Ideja da su neodre�enosti poznate unapri-
jed je nerealisti£na. Malo koje ku¢anstvo planira svoj
budºet vi²e od par godina unaprijed. Preference potro²-
nje se mijenjaju ovisno o okolnostima. Kao i ku¢anstva,
malen broj tvrtki planira vi²e od par godina unaprijed i
fokusira se naj£e²¢e na malen dio trºi²ta. Postoji kombi-
natori£ka eksplozija broja razli£itih dobara s obzirom da
se dobro u razli£itim vremenima ili mjestima tretira kao
razli£ito dobro.

2.2. MODEL TEMELJEN NA AGENTIMA I
USPOREDBA S FIZIKOM [1]

Unato£ prednostima Arrow-DebreU modela, jasno je
da postoji potreba za neravnoteºnom teorijom trºi²ta.
Ovdje se uvodi analogija s �zikom. Kao ²to postoji makro
i mikro ekonomija, postoji makro i mikro �zika. Mikro bi
bila atomska �zika, a makro termodinamika koja opisuje
materiju u razli£itim fazama. 'Makro�zika' se uglavnom
bavi s materijom u ravnoteºi. Most me�u njima je statis-
ti£ka �zika koja prou£ava velik broj atoma izvan i u rav-
noteºi. Iako se ravnoteºa u ekonomiji ne moºe usporediti
sa zna£enjem ravnoteºe u �zici, jasno je da postoji po-
treba za ne£im ²to bi se zvalo 'statisti£ka' ekonomija. Bila
bi osnovana na mikroskopskom modelu agenata i opera-
cija od kojih se ekonomija sastoji i prou£avala bi kako oni
me�usobno interagiraju. Nekoliko zahtjeva takve formu-
lacije je navedeno.
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• Odrediti stacionarno stanje za trºi²ta i aproksima-
tivno pokazati da odgovara ideji ravnoteºnog stanja
u neoklasi£noj ekonomiji.

• Prou£iti faznu strukturu ekonomskih modela i odre-
diti bitne makroskopske opservable.

• Prou£iti prijelaz iz neravnoteºnog u ravnoteºno sta-
nje i odrediti kako relaksacijsko vrijeme ovisi o ma-
kroskopskim parametrima.

• Pru£iti �uktuacije oko ravnoteºe i njihovu narav.

Poput �zikalnog sustava, £ak i ako je sustav koji pro-
u£avamo u ravnoteºi ve¢inu vremena, postoji potreba za
neravnoteºnom teorijom kako bi produbili na²e razumi-
jevanje o stanju u ravnoteºi. Nekoliko po£etnih principa
se name¢e prilikom formulacije takve teorije.

• Vrijeme se mora de�nirati tako da prepoznaje ire-
verzibilnost ve¢ine provedenih djelovanja kao i asi-
metriju pro²losti, sada²njosti i budu¢nosti. Eko-
nomija se mora bazirati na odlukama individualnih
agenata u danom vremenu s obzirom na informacije
koje imaju o pro²losti.

• Budu¢nost je neodre�ena. Koliko god matemati£ki
alati bili precizni, ne mogu dati jedinstvene predik-
cije za evoluciju kompleksnih ekonomskih sustava.
Prvi razlog je ²to postoji kombinatori£ka eksplozija
u broju mogu¢nosti tako da je korisna reprezen-
tacija nemogu¢a. Drugi razlog je ²to se ne mogu
predvidjeti svi mogu¢i doga�aji.

• Ekonomske opservable su vezane za ra£unovodsvto
i ostale povijesne podatke. Restrikcija su predmeti
mjerenja od strana tvrtki, individualaca i vlade.
Tako�er uklanja uzimanje u obzir �kcionalnih ele-
menata koji nemaju veze s time kako realno trºi²te
funkcionira kao ²to su odre�en prostor dobara, pro-
dukcijskih planova, funkcije korisnosti i sli£no.

• Agenti u ekonomiju donose odluke u svakom tre-
nutku na temelju informacija koje imaju u svojim
povijesnim podatcima te javno dostupnih informa-
cija.

• Termodinami£ka ravnoteºa nije analogna ekonom-
skoj ravnoteºi jer ekonomski sustav nije izoliran.
Ekonomija je otvoren sustav koji dobiva 'inpute' u
obliku ljudskog rada, energije, sirovina i otkrivanja
novih tehnologija i proizvoda. Ekonomska ravno-
teºa moºe biti analogna neravnoteºnom stacionar-
nom stanju koje se pojavlje kod otvorenih sustava
u �zici. U ovom slu£aju relevatne opservable bi bile
brzina protoka kriti£nih materijala kroz sustav.

• Ekonomija ima pristup velikom broju mogu¢ih
kvazi-stabilnih stanja.

• Trºi²ta s velikim brojem agenata imaju velike
aproksimativne simetrije koje se naziru u £injenici
da mnogi individualci imaju sli£no obrazovanje i
interese, a mnoge tvrtke se natje£u u ponudi sli£-
nih proizvoda ili usluga. U stacionarnom stanju su
ovakve simetrije obi£no slomljene.

• Postoje baºdarne simetrije povezane s reskalira-
njem jedinica kojima se vrednuju pojedina£na do-
bra. Dinamika trºi²ta bi trebala biti invarijantna
na ove baºdarne transformacije.

2.2.1. Osnovne ideje Modela agenata(eng. Agent centric
model of economic markets)

S obzirom na napredak tehnologije, mogu¢e je napra-
viti modele u kojima veliki broj agenata interagira i pro-
u£avati ih. Klju£na ideja ovih modela je reprezentacija
tvrtki s podatcima strukturiranim po principima ra£u-
novodstva. Agenti trguju bilateralno i sve informacije
koje posjeduju su one od trgovanja u pro²losti. Prema
tome, ne postoji globalna cijena, nego agent prikuplja
podatke o uspje²nim i neuspje²nim ponudama i potraº-
njama. Nadalje, nema nuºno jedne valute, dva agenta
mogu trgovati bilo kojim elementima koji su u njihovom
inventaru. Slijedi generalizacija ovakvih modela.

• Dobra su materijalna dobra ili usluge koje se
mogu posjedovati, transformirati i kojima se moºe
trgovati.

• Agent je osoba, tvrtka ili korporacija koja ima mo-
gu¢nost: posjedovati stvari koje pripadaju njego-
vom inventaru, transformirati ih, trgovati stvarima,
raditi ugovore koji se provode u budu¢nosti. Nada-
lje, imaju potrebe i ciljeve koje moraju zadovoljiti
da bi opstali. Donose odluke i drºe bilje²ke o prove-
denim odlukama. U tome kontekstu ih vode strogo
odre�ena pravila i zakoni.

• Ekonomska operacija je promjena stanja jed-
nog ili vi²e agenata na sljede¢e na£ine: proces ili
transformacija jednog agenta je promjena koja se
o£ituje u njegovom inventaru, proces trgovanja do-
brima izme�u dva agenta, proces u kojem se agenti
rode ili umru, proces u kojem su uvedeni novi pro-
izvodi u sustav ili neaktivni proizvodi uklonjeni.

Tvrdi se da je sva dinamika ekonomije sa£injena od na-
vedenih procesa. Ekonomske opservable su onda zapisi
inventara agenata u ovim procesima. Ekonomski model
je speci�ciran listom N agenata ili algoritama kojima se
oni proizvode uklju£uju¢i i mogu¢nost njihove smrti ili
ro�enja, P vrsta dobara koji se mogu posjedovati, tran-
sformirati ili se njima moºe trgovati, strategijama koje
donose razli£iti agenti, vanjskim uvjetima koji utje£u na
sustav kao ²to su input energije, materijala, inovacija
i sli£no, i outputima otpada. S obzirom na navedeno,
statisti£ka se ekonomija de�nira kao prou£avanje
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kolektivnog pona²anje velikog broja ekonomskih

agenata.

2.2.2. Baºdarna invarijantnost u ekonomiji

Baºdarnu invarijatnost kao esecijalni koncept u razvoju
ekonomske teorije su uveli Malaney i Weinstein [4]. Po-
treba za baºdarnom invarijatno²¢u dolazi iz fundamen-
talne £injenice da su cijene proizvoljne do neke mjere.
U stanju ravnoteºe Arrow-Debreu modela, baºdarna si-
metrija korespondira skaliranju svih cijena (10). Me�u-
tim, kada je sustav izvan ravnoteºe, cijene nisu �ksirane.
Svaki agent je slobodan da vrednuje dobra u kojim god
jedinicama ºeli, a to ne bi trebalo promijeniti dinamiku
trºi²ta. Posljedica je mogu¢nost ostvarivanja dobitka ili
gubitka u ciklusu trgovanja dobrima, valutama ili instru-
mentima bez da se i²ta proizvede. Ovo se naziva arbi-
traºa. U ravnoteºi, arbitraºe nema. Pitanje koje trºi²ne
sile dovode sustav u stanje ravnoteºe je sli£no onome u
primjeni baºdarne teorije u �zici elementarnih £estica i
gravitaciji. Prema tome, zanimljivo je koje veli£ine su
opservable kada uzmemo u obzir slobodu svakog agenta
da reskalira i rede�nira jedinicu mjere koja se uzima u
obzir. Da bi de�nirali zna£ajne opservable u ekonomiji,
moraju se uspore�ivati omjeri cijena nekoliko dobara jed-
nog agenta. Ovo moºe biti ciklus trgovanja koji po£ne u
jednoj valuti, promjeni nekoliko valuta ili dobara i zavr²i
u po£etnoj valuti. S obzirom da su po£etna i zavr²na
valuta jednake, njihov omjer je invarijantan pri reskali-
ranju vrijednosti valute. Ovo je istina bilo da jedan ili
vi²e agenata sudjeluju u ciklusu trgovanja. Kaºe se da
su ovakve veli£ine baºdarno invarijantne. Veli£ine koje
su de�nirane ciklusima trgovanja tako se na kraju de�-
niraju kao omjer dvije cijene koje drºi isti agent u istoj
valuti se zovu kurvature. Zanimljivo je da veli£ine koje su
invarijantne na baºdarne transformacije uklju£uju arbi-
traºe koje bi trebale nestati u ravnoteºi. Ovo su veli£ine
na koje zakon ponude i potraºnje djeluje kako bi ih sma-
njio. Postoji analogija u �zici. U baºdarnoj teoriji u
�zici opservable su de�nirane tako da nose neki objekt
po zatvorenoj krivulji i uspore�uju se s kopijom svoje
vlastite kon�guracije u po£etnoj to£ki. Ove opservable
se zovu kurvature. Rezultat no²enja ne£eg po segmentu
krivulje se zove konekcija i ovisi o lokalnim jedinicama
mjere. No kada se krivulja zatvori, uspore�uje se s po-
£etnom to£kom kako bi se dobila opservabla. U op¢oj
teoriji relativnosti kurvatura odgovara nekonzistentnos-
tima u mjerenju, npr. ako netko nosi ravnalo po zatvore-
nom putu i vrati se u po£etnu to£ku, ali ravnalo pokazuje
drugi smjer od onoga koji je imao u po£etku. Dinamika
je opisana Einsteinovim jednadºbama. Osnovno stanje je
donekle analogno ravnoteºi u ekonomskom modelu gdje
kurvature i²£ezavaju. Iako kurvature i²£ezavaju u osnov-
nom stanju, �zika je najbolje otkrivena u tim terminima.
Sli£no, stabilnost ekonomske ravnoteºe se moºe prou£a-
vati modeliraju¢i dinamiku u malim odmacima od ravno-
teºe. Ako ekonomski model slijedi primjer �zike, nakon

²to se utvrde varijable, sljede¢i je korak prou£iti njegovu
dinamiku.
Formalnijim jezikom, zamislimo ekonomsku povijest kao
krivulju α(t) u P × P∗ ²to daje sekvencu inventara i ci-
jena. Radi jednostavnosti pretpostavimo da vrijeme te£e
od t = 0 do t = 1. Pretpostavimo da ukupna vrijed-
nost dobra paqa ne i²£ezava. Neka je C potprostor od
P × P∗ takav da vrijedi paqa = 0 i neka je krivulja α(t)
u R = P ×P∗ − C. Tada je α(t) = (qa(t), pb(t)) vremen-
ski promjenjiva ko²ara dobara qa(t) i promjenjivih cijena
pb(t). Da bi se izra£unala realna promjena u tro²kovima
ºivota, konstruira se Abelova konekcija na R [4]:

A =
qadpa
qcpc

. (12)

Kada globalno reskaliramo cijene (10), vremenski ovisno,
pa → Λpa:

A→ A+ dln(Λ), (13)

gdje je A Malaney-Weinstein konekcija za globalnu ba-
ºdarnu simetriju cijena. Tada su tro²kovi ºivota dani s:

P = e
∫
α
A (14)

po krivulji α(t). Ako je tangenta krivulje α(t) u smjeru
koji zadaje trgovac, tj. nema promjene u vrijednosti pa i
qa, tada P i²£ezava. Pokazano je da vrijedi [4]:

P → Λ(1)

Λ(0)
P. (15)

Ako ºelimo kompletno baºdarno invarijatnu veli£inu,
mora se uzeti ekonomska povijest u obzir koja je zatvo-
rena krivulja, tj. po£inje i zavr²ava s istim inventarom
i istim skupom cijena. Promotrimo li ekonomsku povi-
jest koja je mala krivulja koja je zatvorena oko (qa, pa)
speci�cirana malim promjenama (dqa0 , dp

0
b), tada je:

P ≈ eF (16)

gjde je F kurvatura dana s:

F =
1

qcpc

[
δab −

qapb
qdpd

]
dqb0Λdp0a. (17)

2.2.3. Baºdarna invarijantnost u modelima agenata

Matemati£ka struktura koja karakterizira jednog
agenta se sastoji od sljede¢ih koncepta.
Vrijeme

Sve veli£ine su funkcije koje evoluiraju u diskretnim vre-
menima n.
Inventar

Postoji P agenata ozna£enih s i, j = 1, , , P i N dobara
ozna£enih s a, b, c... = 1, ..., N . Stanje inventara je dano
vektorom V ai opisanim koli£inom dobra a agenta i.
Baºdarenje
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Ni²ta u dinamici ekonomije ne smije ovisiti o jedinicama
u kojima se vrednuju razli£iti inventari. Razli£iti agenti
mogu koristiti razli£ite valute ili mjerne jedinice kako bi
vrednovali svoje inventare. Dakle, ekonomske opservable
trebaju biti invarijantne na sljede¢e transformacije:

V ai → V a
′

i = φai V
a
i , (18)

gdje je φai ∈ R+ pozitivan realan broj. Dakle baºdarna
grupa je Abelova i (R+)NP

Adjungirani element

V ai → (V ai )∗ =
1

V ai
, (19)

Invarijantna norma

|V |2 ≡
∑
i,a

(V ai )∗V ai = n = NP, (20)

koja je baºdarno invarijantna(18).
Za svakog agenta matricaW b

ia je vrijednost koju i-ti agent
ima u razmjeni a i b tj. W b

ia = a/b. Na primjer W b
ia =

3 zna£i da je agent i spreman razmijeniti 3 a za 1 b.
W b
ia su formalno konekcije koje pri reskaliranju jedinica

se transformiraju kao:

W b
ia →W b′

ia = (φai )−1W b
iaφ

b
i (21)

Sada se moºe konstruirati vrijednost inventara kao vek-
tor:

Ib = W b
iaV

a. (22)

Svojstva W b
ia matrica:

Ako agent i ne zna omjer vrijednosti dobra a i b, onda
se pi²e W b

ia =?.
Matrica W b

ia je potpuna ako nema zapisa ?, tako da
agent ima informaciju o svim mogu¢im razmjenama
dobara.
Matrica W b

ia je konzistentna ako W b
ia = 1/W a

ib i
W b
ia = W c

iaW
b
ic za sve a, b, c.

Ako je matrica konzistentna i potpuna, onda je propor-
cionalna operatoru projekcije. Ova svojstva impliciraju
da postoji jedna valuta takva da sva dobra imaju konzis-
tentne cijene u toj valuti:

P ai = W b
i0 (23)

W b
ia =

P bi
P ai

= (P ai )∗P bi (24)

W b
iaW

c
ib =

P bi
P ai

P ci
P bi

= N
P ci
P ai

= NW c
ia (25)

Ekonomske operacije

Osnovna ideja modela je da sistem evoluira kroz seriju
razmjene dobara ²to moºemo zvati ekonomska operacija.
Ovo uklju£uje par agenata. U osnovi ekonomska opera-
cija nbj u jedinicama dobra b, vrednovana u jedinicama
agenta j je razmijenjena agentu j od strane agenta i,
nasuprot tome nai je jedinica dobra a, vrednovana u je-
dinicama agenta i je razmijenjena s agentom i od strane
agenta j. Nas zanima njihov omjer de�niran kao:

Ojbia =
nbj
nai

(26)

Ovo se transformira kao:

Ojbia → (Ojbia)′ = (φai )−1Ojbiaφ
b
j . (27)

Bitna veli£ina je:

Ojbia =
nbi
nai

(28)

Ovo je omjer koli£ine dobra b razmijenjenog od i do j
prema koli£ini dobra a razmijenjenog natrag od j do i,
ali u ovom slu£aju oba je vrednovao agent i.

Ojbia → (Ojbia)′ = (φai )−1Ojbiaφ
b
i . (29)

Kurvature i opservable

Kurvature mjere dobitke i gubitke u ciklusima trgovanja.
Na primjer, pretpostavima da imamo ciklus razmjena do-
bara koji uklju£uje tri agenta i, j i k. Slijedi:

Rdijka ≡ O
jb
iaO

kc
jbO

id
kc. (30)

Ovo se transformira lokalno za agenta i:

Rdijka → (Rdijka)′ = (φai )−1Rdijkaφ
d
i . (31)

Dijagonalni element Raijka je baºdarno invarijantna op-
servabla. To je omjer dobra a koji je vra¢en agentu i
od k i razmijenjen od agenta i agentu j. Dakle, odre-
�uje pro�t ili gubitak ukupnog ciklusa ²to se ti£e dobra
a. Druga£ija kurvatura se moºe konstruirati iz Ojbia dana
s:

Sdijka ≡ O
jb
iaO

kc
jbO

id
kc, (32)

koja se transformira kao:

Sdijka → (Sdijka)′ = (φai )−1Sdijkaφ
d
i . (33)

tako da su njeni dijagnoalni elementi baºdarno invarni-
jantne opservable.
Efektivna dinamika

Dinamika je dana evolucijom po pravilima trgovanja age-
nata. Efektivna dinamika se odnosi na veli£ine koje su
minimazirane ili maksimizirane u sustavu agenata kada
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do�u u neravnoteºno stanje. Da opi²emo stacionarno sta-
nje, ºelimo konstruirati akciju S koja se treba onda mi-
nimazirati.
Bilateralna dinamika

U ovom slu£aju efektivna dinamika je dana sumom pa-
rova agenata i mjeri ekonomske operacije izme�u para.
Jednostavna akcija je:

Srazmjena =
∑
i 6=j

Tr(WiO
j
iWjO

i
j) (34)

Dinamika trgovanja dominirana ciklusima

Ovakva dinamiku bi imala sljede¢u formu [1]:

Sciklusi =
∑

ciklus:ijk...

αRTrRijk...|αSTrSijk... (35)

2.3. Stohasti£ki pristup[7]

Ovo poglavlje se bavi konkretnim problemima kvan-
titativnih �nancija kao ²to su odre�ivanje cijena �nan-
cijskih derivata, procjene rizika i sli£no. Uzima se sto-
hasti£ki pristup koji je u kontekstu kvantitativnih �nan-
cija kolekcija nasumi£nih varijabli koja opisuje evoluciju
sistema u vremenu. Ovo bi bio fenomenolo²ki pristup
problemu kada trºi²ta nisu u ravnoteºi, promatraju se
�uktuacije oko stanja ravnoteºe. Simulira se procjenjiva-
nja cijena u vremenu. Ra£uni su provedni pomo¢u pro-
gramskog jezika Python. Cilj ovog poglavlja je dodatno
naglasiti vezu ekonomije i �zike tako da se primjene alati
s kojima se obje discipline sluºe[7].

2.3.1. Geometrijsko Brown-ovo gibanje

Geometrijsko Brown-ovo gibanje je popularizirano jer
se pomo¢u njega izra£unala poznata Black Scholes jed-
nadºba za odre�ivanje cijena Opcija. Gemetrijsko
Brown-ovo gibanje je zapravo Brown-ovo gibanje s dodat-
nom driftnom komponentom i komponentom volatilnosti.
Stohasti£ka jednadºba koja opisuje evoluciju ovakvog sis-
tema je dana s:

dSt = µStdt+ σdStWt, (36)

gdje je dSt promjena u procijeni cijene S u vremenu t, µ
je godi²nji o£ekivan postotak drifta, dt je vrijeme, σ je
dnevna volatilnost koja se o£ekuje pri procijeni cijena, a
Wt je Wiener-ov proces ili Brown-ovo gibanje. Primjer je
prikazan na Slici 2 gdje se moºe vidjeti da generirani pu-
tevi imaju drift prema gore s vremenom i ve¢u varijancu
krajnjih mogu¢ih cijena.

Slika 2: Geometrijsko Brown-ovo gibanje je Brown-ovo gibanje s dodatnom kom-

ponentom drifta i volatilnosti.

2.3.2. Geometrijsko Brown-ovo gibanje s difuzijskim
skokom

dSt = µStdt+ σStdWt + dJt, (37)

dJt = Std(

Nt∑
i=0

(Yi − 1)), (38)

gdje je Nt Poissonov proces, a Yi nasumi£na varijabla
koja prati normalnu distribuciju. Na slici 3 se mogu
primjetiti diskontinuiteti dodani difuzijskim skokom koji
mogu predstavljati lom trºi²ita za ²to mogu biti odgo-
vorni efekti mjehura i panike gore diskutirani. Skok moºe
biti i pozitivan, ²to se isto moºe desiti na trºi²tu u krat-
kom periodu vremena. Ovakvi skokovi su poznati ako
pogledamo npr. S&P500.

2.3.3. Hestonov model

Geometrijsko Brownovo gibanje pretpostavlja da je vo-
latilnost konstanta u vremenu. Steven Heston je pro²i-
rio model tako da je uklju£io volatilnost koja stohasti£ki
varira u vremenu u skladu s Cox ingersoll Ross stohas-
ti£kim procesom. Cox Ingersoll Ross stohasti£ki proces
se koristi za opis evolucije kamatnih stopa tokom vre-
mena. �esto se koristi kod evaluacije kamatnih stopa
�nancijskih derivata. U Hestonovom modelu se koristi
za evoluciju volatilnosti u vremenu.

dSt = µStdt+
√
vtStdW

S
t , (39)

dvt = a(b− vt)dt+ σ
√
vtdW

v
t , (40)
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Slika 3: Prikazuje se Geometrijsko Brown-ovo gibanje s difu-
zijskim skokom gdje se mogu primjetiti diskontinuiteti dodani
difuzijskim skokom koji mogu predstavljati lom trºi²ta zbog
fenomena kao ²to su panike ili mjehuri gore diskutirani.

gdje vt Cox Ingersoll Ross proces, µ drift, WS i W v su
dva korelirana Wienerova procesa £ija je korelacija dana
s ρ, a je stopa srednje vrijednosti reverzije Cox Ingersoll
Ross procesa, b je srednja vrijednost volatilnosti u vre-
menu, a σ je volatilnost Cox Ingersoll Ross procesa. Izraz
a(b− vt) se zove driftni faktor. Na Slici 4 se moºe vidjeti
da cijena postaje volatilnija pri kraju vremena. Ovaj fe-
nomen se vidi jer je prosje£na volatilnost zadana u kodu
tako da je puno ve¢a od po£etne volatilnosti.

Slika 4: Hestonov model pro²iruje Geometrijsko Brown-ovo
gibanje tako da pretpostavlja da volatilnost varira u vremenu.

3. ZAKLJU�AK

U seminaru se predstavlja Arrow-Debreu model
ekonomske ravnoteºe koji je precizno matemati£ki
formuliran zbog £ega ga je lako razumijeti i dati kriti£ki
osvrt. Problemi koji se diskutiraju su formulacija
vremena i neodre�enosti ²to je navelo na zaklju£ak da
je potrebna neravnoteºna dinami£ka teorija ekonomskih
trºi²ta koja bi produbila razumijevanje stanja ravnoteºe
u Arrow-Debreu modelu. Sljede¢i je diskutiran Model
temeljen na agentima koji je po£etak formulacije takve
neravnoteºne teorije i bitna uloga baºdarne teorije u
ograni£enjima koja bi se uvela u modelu. Cilj nije
oformiti model koji bi realisti£no reproducirao detalje
realnog trºi²ta, nego odrediti klju£ne parametre i op-
servable kako bi bolje razumijeli pona²anje trºi²ta kada
nisu u stanju ravnoteºe. Sli£nosti ekonomije s �zikom
su eksplicitno pokazane u formulaciji Modela temeljenog
na agentima. Kao ²to postoji makro i mikro ekonomija,
postoji makro i mikro �zika. Mikro bi bila atomska
�zika, a makro termodinamika. Most me�u njima je
statisti£ka �zika koja prou£ava velik broj atoma izvan i u
ravnoteºi. Model temeljen na agentima je mikroskopski
model na kojem bi se temeljila statisti£ka ekonomija. Na
kraju je napravljeno nekoliko simulacija procjenjivanja
budu¢eg kretanja cijena stohasti£kim pristupom koji
je dobro poznat u kvantitativnim �nancijama kao
fenomenolo²ki pristup koji prou£ava trºi²te kada je izvan
stanja ravnoteºe. Iskoristila se metodologija poznata
u �zici kako bi dodatno naglasili sli£nosti dvije discipline.
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