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U ovom radu razmatran je utjecaj konacne dimenzije oscilatorske baze na opservable u
samosuglasnim relativistickim modelima srednjeg polja (RMF). Razvoj u bazi harmonickog
oscilatora Cesto je koristena metoda u kvantnomehanickim racunima. Nedostatak ove metode
je ovisnost rezultata o koriStenoj dimenziji oscilatorske baze. S ciljem rjeSavanja problema
konac¢ne dimenzije baze, analizirali smo i testirali model ekstrapolacije predlozen u nedavnim
znanstvenim radovima [1] i [2]. Model je testiran na jednostavnim, poznatim potencijalima,

a potom i u samosuglasnim ra¢unima energija osnovnog stanja i radijusa jezgara ‘He, 160,

220’ 40Ca, 480a7 1OOSn i 132811.

I. UVOD

Razvoj u bazi harmonickog oscilatora se ¢esto koristi u racunima nuklearne strukture jer dozvo-
ljava iskoriStavanje svih simetrija nuklearnog problema mnostva ¢estica i njena lokalizirana priroda
odgovara strukturi atomske jezgre. Stoga se veéi broj racunalnih implementacija raznih teorij-
skih modela koji opisuju atomsku jezgru temelji na razvoju jednocesti¢nih valnih funkcija u bazi
harmonickog oscilatora. Medutim, kako je u praksi moguée koristiti samo kona¢nu bazu, dobijeni
rezultati uvijek donekle ovise o dimenziji baze. Stoga je pozeljno razviti metodu koja bi nam omogu-
¢ila ekstrapolaciju rezultata prema potpunoj bazi i procjenu teorijske greske uzrokovane kona¢nom
dimenzijom baze.

U seriji nedavnih radova [1-4] izvedeni su jednostavni analiticki izrazi za korekcije ocekivanih
vrijednosti energija i radijusa sustava. Ukoliko bi se izvedeni rezultati doista pokazali primjenji-
vima u samosuglasnim ra¢unima, to bi znatno unaprijedilo cijelo podrucje teorijske nuklearne fizike
vezano uz nuklearne energijske funkcionale gustoé¢e. Stoga smo u ovom radu analizirali i testirali
predlozeni model, prvo na jednostavnom primjeru Schrédingerove jednadzbe s jednim stupnjem
slobode, zatim na Diracovoj jednadzbi i konacno u realisti¢nima proracunima svojstava osnovnog
stanja veéeg broja sfernih atomskih jezgara od lakih kao §to su *He i 190, srednje tegkih 4°Ca, 43Ca,

do tezih 1%98n i 1328,



Rad je organiziran na sljedeé¢i nac¢in. U drugom poglavlju predstavljena je teorijska pozadina
rjeSavanja Schrodingerove jednadzbe razvojem u bazi harmonickog oscilatora i model ekstrapola-
cije prema potpunoj, beskona¢noj bazi. U treéem poglavlju dani su rezultati test racuna, kao i
realisti¢nog samosuglasnog racuna te je analizirana primjenjivost metode ekstrapolacije u raznim
slucajevima. Cetvrto poglavlje sadrzi zakljucke rada, dok se tehnicki detalji izvoda modela nalaze

u dodacima A 1 B.

II. TEORIJSKA POZADINA

A. Teorijski model ekstrapolacija

Polazna toc¢ka razmatranja predstavljenih u ovom radu je Schrédingerova jednadzba, koja u

najjednostavnijem sluc¢aju stacionarnog stanja sustava s jednim stupnjem slobode glasi
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Radi se o obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi drugog reda koju najcesée moramo rjeSavati numericki.
Jedna od standardnih numeric¢kih metoda je shooting metoda koja se koristi za rjeSavanje problema
rubnih uvjeta. Rubnim uvjetima zadajemo vrijednosti valne funkcije ili njenih derivacija na rubo-
vima podruéja na kojem trazimo rjeSenje. Kod Dirichletovog rubnog uvjeta zadajemo vrijednost
valne funkcije na rubu promatranog podrudja. Shooting metodom rjeSavamo vremenski neovisnu
Schrodingerovu jednadzbu (1) i trazimo vlastite energije vezanih stanja u potencijalu. Ako se ogra-
ni¢imo na vezana stanja valna funkcija mora trnuti na velikim udaljenostima, tj. ¥(x — +o00) = 0.
U praksi je interval na osi « uvijek konacan, ali rubovi Zin 1 ©mae, moraju biti dovoljno daleko da
bi vrijedilo ¥(Zmin) ~ 01 Y(Tmaz) ~ 0. Numericki integriramo jednadzbu od Xy do Tpmes 1 tamo
provjeravamo jesu li zadovoljeni rubni uvjeti. Ako nisu, postupak ponavljamo s promijenjenom
energijom. Energije za koje su zadovoljeni rubni uvjeti su trazene vlastite energije.

Alternativna metoda je razvoj valne funkcije po potpunom skupu stanja {¢(7)}

U7 1) =Y cx(t)en(P), (2)
k=0

¢ime Schrédingerova jednadzba prelazi u matri¢nu jednadzbu svojstvenih vrijednosti. Radi jednos-
tavnosti kao potpun skup stanja vrlo Cesto se koriste svojstvene funkcije harmonickog oscilatora. U

1D sluc¢aju svojstvene funkcije harmonickog oscilatora glase:
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gdje su H, Hermiteovi polinomi i m masa Cestice. Kako Planckova konstanta i ima dimenziju

, masa dimenziju kg, a frekvencija w dimenziju s~!, veli¢ina b = % zapravo ima

kg-m? - st

dimenziju duljine i predstavlja karakteristi¢cnu prostornu skalu harmonickog oscilatora, te je stoga
uobicajeno zovemo oscilatorska duljina. U trodimenzionalnom sfernosimetri¢nom sluc¢aju, kakvim

¢emo se baviti u kasnijim dijelovima rada, oscilatorske valne funkcije su:

%flww@)e—f% Yin(6,0), W
0

gdje je & = r /by radijalna koordinata u jedinicama oscilatorske duljine by = \/h/Mwy, Y (0, @)

Pnlm (T’, 0, ¢) =

kugline funkcije, a L (£?) pridruzeni Laguerrovi polinomi. Normalizacijski faktor iznosi

Nu = 2n!/(I+n+1/2)\. (5)

U principu bi trebalo uzeti u obzir sva stanja baze, no u prakti¢nim ra¢unima je to nemoguce pa
se baza reze nakon nekog konac¢nog broja oscilatorskih ljusaka N,,q.. NepozZeljna posljedica ovog
pristupa je ovisnost rjesenja Schrodingerove jednadzbe o koristenoj dimenziji baze.

Mogucée rjeSenje ovog problema predloZeno je u [1] i [2], u smislu da se rezultati dobiveni upo-
trebom konacne baze ekstrapoliraju, odnosno izvedu se korekcije pojedinih observabli. Predlozeni
model éemo testirati u ovom radu na primjeru obi¢ne Schrodingerove jednadzbe i samosuglasnog
racuna. U izvodu promatramo cesticu zarobljenu unutar konacne prostorne dimenzije tj. “kutije®.
Prostorna dimenzija te “kutije“ odgovara prostornom rasponu oscilatorske baze te imamo Diric-
hletove rubne uvjete. Promotrimo prostor oscilatorskih valnih funkcija maksimalne oscilatorske
energije E = hw(N + 1/2). U praksi se trebaju izabrati hiw i N takvi da odsje¢ak impulsa A

koristene interakcije bude manji od ultraljubic¢astog (UV) impulsa,

Apy = V2(N +1/2)h/b, (6)

te da radijus r promatranog sustava bude manji od radijalne granice,

Lo=+/2(N+1/2)b (7)

koristenog oscilatorskog prostora. Ovdje je b = y/h/(mw) oscilatorska duljina baze, m oznacava
masu Cestice, dok je Lg klasi¢na toc¢ka obrata.

Konacni raspon oscilatorske baze do radijusa L u koordinatnom prostoru zahtijeva iS¢ezavanje
valne funkcije na r &~ L. Postavlja se pitanje kako najbolje kvantitativno odrediti L za dani N i
fuww. Maksimalni radijus Lg iz (7) je samo asimptotska procjena jer oscilatorska valna funkcija brzo

trne iza klasi¢ne tocke obrata. Stoga promotrimo izraz

L; =+/2(N +3/2 + )b, (8)



gdje je i cijeli broj, koji ukljuc¢uje Ly kao poseban slucaj. U dodatku A pokazano je da je najbolji
izbor i = 2, tj. da je

L=1Ly=+/2(N+3/2+2)b (9)

najbolja procjena konac¢ne dimenzije oscilatorske baze.

Uz Dirichletov rubni uvjet na radijusu » = L energiju mozemo izraziti kao
Ep = B + AEL, (10)

pri ¢emo je E., energija sustava za L — oo, dok je AFE} traZena korekcija energije radi konacne
dimenzije kofiguracijskog prostora.

Neka je ug(r) radijalno rjeSenje s regularnim rubnim uvjetom u ishodistu i energijom E. Oz-
nacavamo partikularna rjeSenja kao ug, (r) = ur(r) i ug,(r) = us(r). Linearna aproksimacija
energije (za r < L) [5] je tada:

dup(r)

ur(r) = us(r) + AEL 1B

| Boo (11)

uz pretpostavku glatkog razvoja up oko E = Eo, pri fiksiranom r. Izvrijednimo jednadzbu (11) u

r = L uz rubni uvjet ur(L) = 0, imamo

-1
AEL ~ —uoo(L) (dujg) yEoo> : (12)

Sto je trazena procjena. Za opcéenitu energiju F, asimptotski oblik radijalne valne funkcije za r vedi

od raspona R potencijala je

ug(r) LEZiN Ap(e ™ B 4 apet*er), (13)
Takoder znamo da vrijedi ueo >R, Age ™ F>" za E = E,. Ovdje je ks odreden energijom
separacije Cestice:
R2k?
S = > 14
2m (14)

Uzimamo derivaciju jednadzbe (13) po energiji i izvrijednimo u E = E, uz ap_ =0 i dkg/dE =
—m/(h?kEg), kako bismo dobili

dug(r)
dE

d
|Eoo = +AOO%|EOOG+ICOOT + O(e—koor) (15)

Uvrstavanjem (15) za r = L u jednadzbu (12), dobivamo

dag

AFEp ~ — |—
L [dE’E“
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] e G (16)



Predfaktor u zagradama ovisi o detaljima interakcije, ali ne i o L, i mora se prilagoditi numerickim

podacima kada se jednadzba (16) iskoristi zajedno s (10) [1]. Stoga je glavni rezultat:
B = Eoo + age™ 2kl (17)

U prakti¢nim primjenama, kada je energija separacije Fo, nepoznata, koeficijenti agp i EFo, a u
sloZenijim sustavima i ko, mogu se tretirati kao parametri prilagodbe.
Sljedeca karakteristicna observabla je radijus sustava. Ocekivanu vrijednost kvadrata radijusa

takoder moZemo izraziti pomoce egzaktne vrijednosti (r?),, i korekcije
(r?) = (r?)oo + A(r?)L. (18)

Pritom vrijedi

- foL lug (r)Predr  [§7 [uo (r)[Prdr

foL g, (r)[2dr - Jo~ Tuos(r)[2dr

A(r?) (19)

Posto je ovisnost o L funkcije ur,(r) u jednadzbi (11) ograni¢ena na AEy, kada se uz, uvrsti u (19)
ovisnost o L svakog integranda dolazi u potpunosti iz gornje integracijske granice. Zato mozemo

iskoristiti asimptotske izraze s (1) = Agoe ™ " i

dup(r)
dE

Ao
o~ 2koo L gHhoor (20)

|Es & TAL,

kako bismo identificirali izraz vodeéeg reda A(r?)r, o< (r?)oo(2koo L)3e =2k Izraz sljededeg reda je
skaliran faktorom (2keoL)e™2F<L jer uvjet ur (L) = 0 osigurava da ne postoji ¢lan koji je kvadratican

u 2ko L. Stoga je ovisnost kvadrata radijusa o L dana s
(r®) L & (r)so[l — (coB + c18)e™] (21)

gdje je B = 2kooL. Ovdje su (r?)so,co i ¢; parametri prilagodbe, a ko se odreduje prilagodbom
energije u jednadzbi (17). Aproksimacija (21) vrijedi u asimptotskom rezimu 5 > 1. Jednadzbe

(17) i (21) su glavni rezultati modela koji ¢emo testirati u ovom radu.

B. Samosuglasni model srednjeg polja

Teorije srednjeg polja imaju Siroku primjenu u fizici u opisu interakcije sustava mnostva Cestica.
Osnovna ideja jest ta da se mnogocesti¢ni sustav ne tretira sumacijom svih dvocesti¢nih interakcija,

veé¢ da se interakcija jedne Cestice sa svim ostalim opiSe preko srednjeg potencijala kojeg stvaraju



sve ostale Cestice. Razmotrimo Cesticu ¢ na polozaju 7; koja osjeca potencijal U koji stvaraju Cestice
VE
U(7i) = Y V(i 75) = Ulp(7i)). (22)
J

Tada Cestica ¢ osjeca srednji potencijal koji ovisi o gustodi Cestica
LGEDI HGL TG (23)
J

na njenom polozaju. Problem se sada razmatra u potencijalu srednjeg polja U|[p] koji je funkcional
gustoc¢e p. Sada je zadatak nac¢i toCan funkcional gustoce U[p] koji minimizira mnogocesti¢ni
hamiltonijan.

Modeli srednjeg polja imaju Siroku primjenu u teorijskoj fizici, medutim ovdje ¢emo se koncen-
trirati na njihovu implementaciju u nuklearnoj fizici. Teorije srednjeg polja u ovom trenutku daju
ponajbolji opis svojstava jezgara, ne samo duz doline S-stabilnosti, veé¢ i egzoti¢nih jezgara s ek-
stremnim omjerima broja neutrona i protona. Parametri se prilagodavaju empirijskim svojstvima
beskona¢ne nuklearne tvari i nekolicine atomskih jezgara te uspjesno reproduciraju druga svojstva
preostalih jezgara. Neki od najuspjesnijih funkcionala u upotrebi su djelomi¢no fenomenologki. Kad
bi se i pronaSao funkcional koji bi imao sasvim mikroskopske temelje, njegovi parametri bi se i dalje
morali u kona¢nici prilagodavati podacima o atomskim jezgrama, jer nukleon-nukleon rasprsenja
i svojstva nuklearne materije jednostavno ne mogu odrediti funkcional do preciznosti potrebne za
opis srednje teskih i teskih nuklida [13]. S druge strane, prednost teorije srednjeg polja jest, osim
univerzalnosti, to sto se, uz dobro podeSene parametre, opis osnovnog stanja moze nadograditi
vremenski ovisnom teorijom ¢ime je osiguran jedinstveni alat za proucavanje pobudenja jezgara.

Suvremeni relativisticki modeli srednjeg polja (RMF) daju dobre rezultate, a posjeduju i odre-
dene prednosti nad nerelativistickim modelima kao S$to su prirodno uvodenje spinskih stupnjeva
slobode nukleona i rezultirajuéeg potencijala od medudjelovanja spina i staze. Relativisticki modeli
nukleone tretiraju kao tockaste Diracove Cestice. Neki modeli se zasnivaju na medudjelovanju ¢es-
tica izmjenom w,o i p mezona, ali u ovom radu ée se koristiti model koji sadrzi samo medudjelovanje
nultog dosega (“point coupling” funkcional).

Relativisticki energijski funkcional gustoée opéenito ovisi o gustoama i strujama koje su bi-
linearne u Diracovom spinornom polju nukleona 1, a koje se mogu zajednicki izraziti kao 14O, 1)
uz O € {1,} 1T € {1,775, 75V 0w }- Ovdje su 7; Paulijeve matrice, a I' oznacava Diracove

matrice.



Za pocetak, potrebno je odrediti energiju i gustoéu osnovnog stanja. One odgovaraju samosu-
glasnim rjeSenjima relativistickih Kohn-Sham jednadzbi za jedan nukleon [6, 7]. Jedan od nacina
za dobivanje tih jednadzbi je konstruiranjem lagranzijana interakcija s ¢lanovima koji odgovaraju

4-fermionskoj (kontaktnoj) interakciji u razli¢itim izoprostor-prostor kanalima:

e izoskalar-skalar (i)))?

e izoskalar-vektor (@’7“1#)(@7#1/1)
e izovektor-skalar (7). (7))

e izovektor-vektor (Y7 ) - (YTyub).

Opéeniti lagranzijan se moZe zapisati kao red potencija u strujama 1O,1) i njihovim deriva-
cijama, gdje visi ¢lanovi odgovaraju viSeCesti¢nim interakcijama [8-12]. U ovom radu je koristen
lagranzijan formuliran u [13], koji ukljucuje samo ¢lanove interakcija drugog reda dok ¢e viseces-
ti¢ne korelacije (kratkodosezne, ali i one srednjeg i dugog dosega) biti sadrzane u ovisnosti konstanti

vezanja o gustoé¢i. Gustocu lagranzijana mozemo pisati kao
L= 'Cfree + ['pc + [’der + ﬁemy (24)
pri Cemu je

£free = ¢(17,uau - MW (25)

¢lan koji opisuje slobodne nukleone,

Lo = — 259 (3 @) — 2L (o) B — ED (G )Gy (26)

2 2 2
¢lan koji odgovara kontaktnom nukleon-nukleon medudjelovanju,
0s , . — L+
Eder = _?(al/‘vmzb)(a Y,ZJT,Z)) (27)
¢lan s derivacijama, a
e _
Eem = _5(1 - T3)Au¢7“1/f (28)

¢lan koji opisuje vezanje protona za elektromagnetsko polje. U gornjim izrazima M je masa nuk-
leona, a 9 nukleonski spinor. Vektori u izospinskom prostoru naznaceni su strelicama, dok indeksi
S, V i TV oznaCavaju redom sljedece kanale medudjelovanja u izospinskom i koordinatnom pros-
toru: izoskalar-skalar, izoskalar-vektor i izovektor-vektor. Kako bi se smanjio broj parametara,

lagranzijan ne sadrzi kanal izovektor-skalar [14].



Iz gustoce lagranzijana (24)-(28) gustoc¢a hamiltonijana moZe se izra¢unati kao (0,0) komponenta

tenzora energije i impulsa,
oL .
H=T" = oi— L (20)
iz Cega slijedi energija

E = / Hd3r. (30)

Jednadzba gibanja za gustocu jednocesti¢nih stanja,

plr.v',1) Zw, Dl )], (31)

dobiva se iz funkcionala energije vremenski ovisnim varijacijskim principom,

5 [ at((lidnto) - Elpto)} =0, (32)

a glasi

i0p(t) = [h(p(1)), p(2))- (33)

Pritom je |¢) ukupno kvantno stanje jezgre, a h(p(t)) jednocesti¢ni Diracov hamiltonijan, koji je

jednak derivaciji energije po gustodi,

dE|p]
h==5 = (34)

Raspisujuéi operator gustoce po jednocesti¢nim valnim funkcijama, Diracova jednadzba (33) moze

se zapisati u uobic¢ajenom obliku,
[y (109 — S — 5H, — m33h ) — (M + Sg)]p = 0, (35)

gdje su Xg, XH i Z‘TL,V redom izoskalar-skalar, izoskalar-vektor te izovektor-vektor vlastite energije
nukleona, a Z’é doprinos koji nastaje od derivacija konstanti vezanja po gustoéi p,. Pojedine

energije X su definirane relacijama koje glase:
Es = as(py)ps — dsUps, (36)
1—
2 = () + e (37)

—

Shy = arv(po)it, (38)



Jj* [ Oas day . ., Oary - -
h o {appg + ij,u“ + 9p Judt o (39)

Osnovno stanje |¢p) odgovara samosuglasnom rjesenju jednadzbi (35)-(39), uz izraze za izoska-

larnu i izovektorsku 4-struju te skalarnu gustoéu:

N
G = (ol Prutbl) =D vt (40)
k=1
— — N —_
Ju = (G0l Tel) =D vidryu T, (41)
k=1
— N —
ps = (dolPv]) = vihtn, (42)
k=1

gdje su ¢y, Diracovi spinori, v,% opisuju popunjenost pojedine orbitale, a sumira se po popunjenim
jednocesti¢nim orbitalama pozitivne energije.

Pri ra¢unu gustoée i Cetverostruja koristi se tzv. “no-sea” aproksimacija, prema kojoj su popu-
njena stanja ona u Fermijevom moru, odnosno stanja pozitivne energije ispod Fermijevog nivoa.
Stanja negativne energije iz Diracovog mora nisu popunjena te ne doprinose nuklearnim gustoc¢ama.
Moze se ¢initi da su neki efekti medudjelovanja na ovaj na¢in zanemareni, ali oni se uzimaju u obzir
fenomenologki, prilagodbom parametara eksperimentalnim podacima. U DD-PC1 funkcionalu (eng.
density dependent point coupling model; model relativistickog kontaktnog funkcionala gustoce) ko-
ristenom u ovom radu, jakost i ovisnost o gusto¢i pojedinih konstanti vezanja parametrizirane su

sljedeé¢im ansatzima:

as(p) = as+ (bs + csx)e o7,

Oév( ) = av—l—bve_d‘””, (43)

s

arv(p) = brye TV

gdje je * = p/psar nukleonska gustoca u jedinicama gustoce saturacije simetri¢ne nuklearne tvari.
Za razliku od ranijih funkcionala, ¢iji su parametri u kona¢nici fino podesSavani sferi¢nim jezgrama,
parametri DD-PC1 funkcionala podesSeni su energijama vezanja deformiranih jezgara.
Pretpostavka da su nukleoni gotovo nezavisne cestice koje se gibaju u srednjem potencijalu
osnova je teorije srednjeg polja. Ta je tvrdnja presutno iskoriStena u jednadzbi (31). Naime, ukoliko
su nukleoni nezavisni, ukupna se valna funkcija jezgre moze napisati kao produkt jednocesti¢nih

valnih funkcija. To¢nije, buduéi je rije¢ o fermionima, valna funkcija jezgre mora biti antisimetri¢na
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s obzirom na njihovu zamjenu te je ona Slaterova determinanta jednocesti¢nih stanja. Ovo je tzv.
Hartree-Fockova aproksimacija (HF), koja se u formalizmu druge kvantizacije moZe zapisati na

sljedeéi nacin,
|6) = al, al,...al, |0), (44)

gdje ¥; oznacavaju jednocesti¢na stanja, |¢) ukupno stanje jezgre, a |0) stanje vakuuma.

Najcesce se, umjesto orbitala v;, koristi matrica gustoce jednocesti¢nih stanja [15],

pij = (ilplj) = (¢lalaile), (45)

koja je s istima povezana jednadzbom (31). Moguce je takoder pisati
p="> milth) (i, (46)
i

gdje n; predstavlja zaposjednutost i-tog nivoa, koja u Hartree-Fockovoj aproksimaciji moze biti
0 ili 1. Osnovno stanje jezgre aproksimira se Slaterovom determinantom u ra¢unima koji zbog

jednostavnosti zanemaruju interakciju sparivanja izmedu istovrsnih nukleona.

III. NUMERICKA IMPLEMENTACIJA MODELA

A. Testovi na jednodimenzionalnom modelu

Utjecaj konac¢ne dimenzije oscilatorske baze na vrijednosti opservabli prvo je testiran na jednos-
tavnom jednodimenzionalnom potencijalu (tzv. toy modelu) za koji se Schrédingerova jednadzba
moze rijesiti do Zeljene preciznosti. Cilj je provjeriti i ilustrirati neke glavne karakteristike metode
ekstrapolacije. Odabran je tzv. container potencijal

tanh(%>%) — tanh(%t)

Viz) =W 2tanh(2) ’

(47)

jer je vrlo slian srednjem polju u atomskoj jezgri. Parametar Vjy kontrolira dubinu, a Sirinu, a o
strminu jame. Koristimo sustav jedinica u kojem vrijedi & = 1, a za vrijednost mase Cestice smo
radi jednostavnosti takoder odabrali vrijednost m = 1. Promjenama parametra dubine potencijala
ujedno mijenjamo broj vezanih stanja u jami, sto je potencijal dublji, broj vezanih stanja ¢e biti
vedi.

Usporedeni su dobiveni rezultati energija E i kvadrata o¢ekivane vrijednosti polozaja (x2) za

razli¢ite duljine baze s relacijama

Ep = Es + age” 2Fel2, (48)
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(@) = ()0 [1 = (coB® + c1B)e ™ (49)

Pritom je 8 = 2kooL2, a koristi se i veza koo = \/—2mFE./h? koja smanjuje broj slobodnih

parametara za jedan.

Slika 1: Prikaz container potencijala dubine V;; = 6, 8irine ¢ = 1 i strmine o = 0.1. Potencijal podrzava tri

vezana stanja koja su takoder prikazana na slici.

Na sl. 1 prikazan je container potencijal dubine Vy = 6, Sirine @ = 1 i strmine ¢ = 0.1 koji
podrzava tri vezana stanja. Valne funkcije vezanih stanja takoder su prikazane na slici, zajedno s
energijskim nivoima.

Prostornu dimenziju Ly moZemo mijenjati na dva nacina: i) promjenom broja oscilatorskih lju-
saka u razvoju valne funkcije, ii) promjenom oscilatorske duljine koristene baze. Kao ilustraciju,
fiksiramo broj ljusaka na Ng, = 20 i mijenjamo oscilatorsku duljinu. Na sl. 2 prikazani su rezultati
ekstrapolacije energije vezanih stanja promatranog container potencijala. Broj oscilatorskih ljusaka
fiksiran je na Ny, = 20, dok je oscilatorska duljine mijenjana u rasponu koji izbjegava UV kontami-
naciju. Kod prilagodbe smo koristili vezu ko, = \/W , odnosno prilagodba je napravljena

pomoc¢u dva slobodna parametra E i ag.



Energija

Energija

Energija

12

-5.0

=51}

l
o
)

-53
-5.4
75.5 L L
0 1 2 3 4 5
LZ
72.6 I
—28}
-3.0
—32f
-3.4
0 1 2 3 4 5
L,
01
00f
-0.1
-0.2
-03
-0.4
_0.5 L L
1 2 3 4 5
LZ

Slika 2: Rezultati prilagodbe energija vezanih stanja container potencijala. Detalji ra¢una obja$njeni su u

tekstu.

Sa slike se vidi kako prilagodba daje dobre rezultate za sva tri vezana stanja, a energije Fo, dobi-

jene prilagodbom iznose —5.237, —3.090 i —0.305 te se u potpunosti slazu s numerickim rezultatima

dobijenima diskretizacijom Schrédingerove jednadzbe ili shooting metodom.
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Kao drugi primjer, proveli smo prilagodbu za ocekivane vrijednosti kvadrata polozaja u os-
novnom stanju promatranog container potencijala. Rezultati su prikazani na sl. 3, a parametar
prilagodbe (z?),, iznosi 0.230. Kao i u slucaju energija vezanih stanja (22), slaze se s numerickim

rezultatima dobijenima diskretizacijom Schrodingerove jednadzbe ili shooting metodom.

0.235

0.230

0.225 -

0.220

0.215

@)

0.210

0.205

0.200

0.195

L,

Slika 3: Rezultati prilagodbe kvadrata poloZzaja osnovnog stanja container potencijala. Detalji racuna

objasnjeni su u tekstu.

Dobiveni rezultati u skladu su sa razmatranjima iznijetima u referencama [1], 2], [3], [4]. Vri-
jedi spomenuti da je ekstrapolacija preciznija za pli¢e jame jer tada nisu toliko izrazeni efekti UV
kontaminacije. Ukoliko je jama duboku, smanjivanjem raspona parametra Lo, odnosno oscilator-
ske duljine, moZemo izbjeé¢i UV kontaminaciju, no tada na raspolaganju imamo manje tocaka za

prilagodbu te moZzemo ocekivati nesto slabije rezultate.

B. Test na Diracovoj jednadzbi

Sljedeé¢i numericki test proveli smo na Diracovoj jednadzbi za Woods-Saxon potencijal ¢iji pa-

rametri su prilagodeni jezgri '°0.
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Slika 4: Rezultati prilagodbe vezanih stanja sferno-simetri¢nog Woods-Saxon potencijala ¢iji parametri su

prilagodeni jezgri 160. Detalji raduna objagnjeni su u tekstu.

Na sl. 4 prikazani su rezultati prilagodbe za tri vezana neutronska stanja (s; /25 P32 1 p1 /2)
u sferni-simetri¢nom Woods-Saxon potencijala ¢iji parametri su prilagodeni jezgri 0. Diracova
jednadzba je rijeSena razvojem u bazi sferno-simetri¢nog harmonickog oscilatora s Ngp, = 8, Ny, =
12 i Ng, = 20 ljusaka. Prilagodba je napravljena koriste¢i podatke za Ny, = 12 ljusaka i vezu
koo = \/m sto nam ostavlja dva slobodna parametra F., i ag. Bitno je naglasiti da
dobijena funkcionalna ovisnost dobro opisuje i podatke za Ny, = 8 te Ng, = 20 ljusaka.

Kod primjene metode u realistiénim ra¢unima, nailazimo na problem pri "neprirodnim", vi-
sokim vrijednostima konstante oscilatorske duljine. Na slikama 5(a) do 5(f) vidimo rezultate za

promatrane jezgre. Primjetno je kako rezultati za energiju osnovnog stanja promatranih jezgara
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vrlo brzo konvergiraju u lokalni minimum, no u UV limesu pojavljuju se novi, nizi minimumi zbog
¢ega prilagodba (17) nije dobra i ekstrapolacija ne daje dobru vrijednost energije osnovnog sta-
nja. Uzrok problema nalazi se u razvoju malih komponenti Diracova spinora (B5) za "neprirodne"
vrijednosti konstante by. U praktiénim ra¢unima je vazno da se male komponente razvija u vise
oscilatorskih ljusaka Nmax = Qﬁmaz—i—fi od velikih komponenti koje se razvijaju u Nz = 2Nmaz +1;
ljusaka. U protivnom stanje baze u razvoju za veliku komponentu f; s maksimalnom vrijednosti
radijalnog kvantnog broja n = n.,., nije vezano u Diracovoj jednadzbi sa stanjem kvantnog broja
T = Nmaz + 1 u razvoju male komponente g; kako bi trebalo biti u slu¢aju s beskona¢nim razvo-
jem. Problem nastaje rezanjem baze zbog Cega se mijeSaju rjeSenja pozitivnih i negativnih energija.
Stoga se u razvojima za koje vrijedi Mgz < Nmar pronalaze “spuriozna” stanja s velikim brojem
¢vorova u blizini Fermijeve povrsine [17]. Treba naglasiti da se ovaj problem javlja samo u UV

podrucju koje nama i nije tako zanimljivo kao IR podrudje.
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C. Primjena u realisti¢nim ra¢unima

U ovom dijelu je testirana primjena jednadzbi (17) i (21) u ra¢unu energija osnovnih stanja i
pripadajuéih radijusa za jezgre *He, 160, 220, ali i teze jezgre poput *°Ca, 48Ca, 199Sn, 132Sn. Racun
vrijednosti energija i radijusa jezgara proveden je pomoc¢u programskog paketa DIRHB napisanog u
programskom jeziku Fortran [16]. Programski paket ra¢una svojstva osnovnog stanja atomskih
jezgara u okviru relativistickih samosuglasnih modela srednjeg polja. U prorac¢unima koristenima
za izradu ovog rada, koristen je energijski funkcional DD-PC1. Obrada podataka i prilagodbe su
izvrSene pomocu programa QtiPlot i Grace.

Na slikama 6 - 19 graficki su prikazani rezultati za sferne jezgre. U (a) simboli predstavljaju
skupove rezultata RMF racuna osnovne energije jezgre (ili njenog pripadajuceg kvadrata radijusa),
odrezane na razli¢itim impulsima Ay, kao funkciju Lo, uz N = 12 oscilatorskih ljusaka u konac-
noj bazi. Odabrani su graniéni impulsi A, za koje su rezultati dovoljno konvergirali i kod kojih
se ne pojavljuju znacajne numeric¢ke nestabilnosti. Sto su jezgre teze, bilo je potrebno smanjivati
odabrane Ay, kako bi se mogla provesti smislena nelinearna prilagodba. Linije predstavljaju pri-
padajuce prilagodbe na jednadzbu (17) (tj. (21)). Kao parametri prilagodbe na (17) koristeni su
Eo, a0 i kso. Pri ra¢unu radijusa, parametri prilagodbe na (21) bili su (r?)s, co i ¢1, uz koristenje
dobivene vrijednosti ko pri prilagodbi energije osnovnog stanja. (b) dio prikazuje razlike izra¢una-
tih i prilagodenih vrijednosti EfME (L) — Er(Lg) i (r2)EMF (L) — (r?)(Ls), za svaku od gornjih
prilagodbi. (c) dio je uveéani dio gornjeg grafa i prikazuje ekstrapolacije Fa i (r?)o za svaku
od prilagodbi i minimalnu vrijednost energije osnovnog stanja (ili pripadajuceg kvadrata radijusa)

dobivenu RMF ra¢unom uz N = 20 oscilatorskih ljusaka.
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Slika 7: Rezultati ra¢una kvadrata radijusa jezgre *He u osnovnom stanju.

e

“He

L ekstrapolacije e

>
.

P <r2>,RF (A, =1050 MeV/c)
P <r>MF (=950 MeVic)
> <r?>,RMF (A =850 MeV/c)
———=— Lo-fit (Ax=1050 MeV/c)
———— |,-fit (At,y=950 MeV/c)
e |o-fit (Ary=850 MeV/c)

B — <r2>5""F za minimum Ex"MF [
/ (a) _
i PR T T I T T A T T T T [ T S O B A B
LI B B B B B B B B B ]
B = 4.1
C > >l o -
C ® J 4.095
o .
Q =
© — 4.09
L @ (c) ]
T (b) 2 ]
L 4.085
v b v b b b by v
4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5

Lz [fm]

<r?2> [fm?]

18



—20||||||||||||||||||||||||||||||||||

[ P En™™ (An=1050 MeV/c) | -
h @ P ERMF (Anr=950 MeV/c) b
—40fy > En™ (An=850 MeV/c) | ]
A ———— Lfit (Aey=1050 MeV/c) | |
L\ —=—= Lpfit (An=950 MeV/c) _
— —60 > ———— Lfit (Anr=850 MeV/c) | -
% A e Minimum EoRMF b
s A ]
— o \ e
R 16 '
- K O |
\,
—-100 —
- ekstrapolacije = b
i ¥, p ) ’&\.’\ . ]
—-120 ~ —
v L L e Ly b L b
SIS L N B B B B B B B
_ 0.2 F > > o — -117.5
s ] i
E 0.1F » > > o - b
E O = ]
SRTT S SO - 5 ez
= E [S 5 ] o
= _01F > 1) -
i - [2 o]
-0.2F > -118.5
Ev v v v v by v by v by v by v 1y a1 g
4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5

Lz [fm]

Slika 8: Rezultati ra¢una energije osnovnog stanja jezgre °0.
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Slika 9: Rezultati ra¢una kvadrata radijusa jezgre 'O u osnovnom stanju.
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Za jezgre malog masenog broja, kao sto su *He i 160, prilagodbe se jako dobro slazu s poda-
cima dobivenim RMF ra¢unom. Sve tocke leze na pripadnim glatkim, kontinuiranim krivuljama
prilagodbi. Odstupanja su reda veli¢ine 0.005 MeV. Ekstrapolacije za energiju osnovnog stanja i
pripadni kvadrat radijusa takoder su u dobrom slaganju s rezultatima dobivenim uz N = 20 osci-
latorskih ljusaka. Najbolju aproksimaciju daju ekstrapolacije uz najmanji grani¢ni impuls Ayp,-, t].
prilagodbe iz skupa podataka s najve¢im rasponom oscilatorske baze. U slu¢aju *He odstupanja
ekstrapolacija se kreéu od 0.003 do 0.009 MeV u odnosu na EZMF ~ —15.155 MeV i 0.003 do 0.02
fm? u odnosu na (r2)IMF ~ 4.1 fm?. Kod %O odstupanja su od 0.3 do 0.9 MeV u odnosu na
ESME ~ —118.2 MeV i 0.04 do 0.08 fm? u odnosu na (r?)ZM¥ ~ 6.84 fm?. Iz prikazanog se moze
zakljuciti kako se predstavljeni teorijski model s (17) i (21), moZe uspjes$no primijeniti u ra¢unanju

opservabli lakih jezgara.
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Slika 10: Rezultati ra¢una energije osnovnog stanja jezgre 220.



_I T 1T | L | 1T 1T | L | 1T 1T | 1T 1T | T 1T I_
8.5 = =
- $ o |
s T ' l » E
[ ekstrapolacije o ]
=7 22 O 7
E - m
= C i
ATl .
L - <r?>1RMF (A, =1025 MeV/c) |
v . P <A (Ay=925 MeV/c) | ]
651 > <P (A =825 MeV/c) | ]
- ———— |,-fit (At,=1025 MeV/c) i
C ———— Lyfit (Any=925 MeV/c) 7
6 == L,-fit (As,y=825 MeV/c) —
C — < [23>50fMF Za Minimum Ey RMF | ]
5.5 I
T 0:04 |- 485
& L (b) = ] NE
o 0.02 - o (c) 8.4 &
= C > > e E T
A Ry o 183
. e g 1
v C > » v 8.2
< -0.02 Cov v v b v v b v b v v b v g by
4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5
Lz [fm]

Slika 11: Rezultati ra¢una kvadrata radijusa jezgre 220 u
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Slika 12: Rezultati ra¢una energije osnovnog stanja jezgre 4°Ca.
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Slika 13: Rezultati ra¢una kvadrata radijusa jezgre *°Ca u osnovnom stanju.
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Slika 14: Rezultati ra¢una energije osnovnog stanja jezgre *®Ca.
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Slika 15: Rezultati ra¢una kvadrata radijusa jezgre **Ca u osnovnom stanju.
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Slika 16: Rezultati ra¢una energije osnovnog stanja jezgre 1°9Sn.
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Slika 17: Rezultati kvadrata radijusa jezgre '°°Sn u osnovnom stanju.
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Slika 18: Rezultati ra¢una energije osnovnog stanja jezgre 132Sn.
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Slika 19: Rezultati racuna kvadrata radijusa jezgre 132Sn u osnovnom stanju.

Za teze jezgre prilagodbe i dalje dobro prate ovisnost numericki dobivenih vrijednosti, iako su
odstupanja ponesto ve¢a. Odstupanja su najizrazenija pri ra¢unu energija '°°Sn i 32Sn, najtezih
promatranih jezgara. Odstupanja ekstrapoliranih Fo, u odnosu na E%MF se kre¢u do 6 MeV.
Najbolju aproksimaciju minimalne vrijednosti energije osnovnog stanja i pripadnog radijusa za
N = 20 oscilatorskih ljusaka i dalje daje prilagodba provedena na skupu s najnizim grani¢nim
impulsom Ayp,. Iznimke su najteZe promatrane jezgre '°°Sn i 132Sn, gdje najbolje aproksimacije
dolaze od najviseg promatranog grani¢nog impulsa (u slu¢aju '°°Sn) i srednjeg granié¢nog impulsa (u
slucaju 32Sn). Uzrok tome je mozda i numericka nestabilnost pri provedbi nelinearnih prilagodbi.
Naime, ukljucenjem ili isklju¢enjem ¢ak i jedne tocke iz analiziranog skupa podataka, dovodi do
drugadijih vrijednosti ekstrapolacija. Sli¢an efekt primjecen je i u radu [18]. Glavni uzrok ovom
ponaganju su energijski nivoi u blizini Fermijeve plohe. Naime, vratimo li se rezultatima za Woods-
Saxon potencijal prikazanima na sl. 4 vidjet ¢emo da se konstanta u eksponencijalnom ¢lanu bitno
razlikuje za pojedine jednocesti¢ne nivoe. Ako bi se radilo o lakoj jezgri tipa 0 koja ima samo
jedan nivo blizu Fermijeve plohe, onda to nije poseban problem jer éemo kod ekstrapolacije vidjeti
samo taj nivo. Medutim, ako se radi o tezoj jezgri, oko Fermijeve plohe ima viSe nivoa koji ¢e

doprinositi u ekstrapolaciji te ée stoga metoda funkcionirati slabije nego za lake jezgre. Iako bismo,
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u principu, kao funkciju prilagodbe mogli koristiti neki slozeniji ansatz, problem bi i dalje bio
prisutan [18].

Vidljivo je, dakle, da se iz ra¢una s manjim brojem oscilatorskih ljusaka (N = 12), odnosno
iz oscilatorske baze manje kona¢ne dimenzije, mogu uspjesno ekstrapolirati vrijednosti opservabli
kakve dobivamo u rac¢unima za vece oscilatorske baze (N = 20). Ovo se pokazalo najuspjesnijim
kod lakih jezgara, dok je kod tezih jezgara metoda neSto manje uspjesna. Primjetno je da se bolje
ekstrapolacije dobivaju za veéi raspon oscilatorske baze, definiran preko Lo i grani¢nog impulsa

Atpr-

IV. ZAKLJUCAK

Nedostatak metode rjesavanja Schrédingerove jednadzbe razvojem valne funkcije u bazi svoj-
stvenih stanja potancijala harmonickog oscilatora je ovisnost rezultata o koristenoj dimenziji baze
i/ili oscilatorskoj duljini baze. Moguce rjesenje ovog problema je ekstrapolacija rezultata dobijenih
pomocu kona¢ne baze ¢ime bismo mogli procijeniti potrebne korekcije pojedinih observabli [1, 2].

U ovom radu smo predlozenu metodu provjerili na primjeru Schrodingerove jednadzbe s jed-
nim stupnjem slobode, Diracove jednadzbe sa sferno-simetri¢nim potencijalom te samosuglasnog
racuna za nekoliko sferiénih atomskih jezgri. Provjere na Schrodingerovoj i Diracovoj jednadzbi su
bile vrlo uspjesne i u potpunosti su potvrdile rezultate dosadasnjih istrazivanja [1, 2|. U slucaju
samosuglasnih rac¢una situacija je nesSto kompleksnija. Za jezgre malog masenog broja, kao $to su
4He i 160, dobivene ekstrapolacije za energiju osnovnog stanja i pripadni kvadrat radijusa su u
dobrom slaganju s rezultatima dobivenim uz N = 20 oscilatorskih ljusaka. Najbolju aproksimaciju
daju ekstrapolacije uz najmanji grani¢ni impuls Ay, tj. prilagodbe iz skupa podataka s najveéim
rasponom oscilatorske baze. Za srednje teske i teske jezgre kao sto su °Ca, 48Ca, 1008n i 1328n,
model i dalje daje jako dobro slaganje s rezultatima dobivenim uz N = 20 ljusaka, ali uz nesto po-
nesto veca odstupanja u usporedbi s lakim jezgrama. Najbolje rezultate i ovdje su dale prilagodbe
iz skupa s najveéim rasponom oscilatorske baze. Takoder je primjeéena i numericka osjetljivost na
je sama ¢injenica da reZemo razvoj u oscilatorskoj bazi te imamo utjecaj stanja u blizini Fermijeve
plohe, sto predstavlja odredeno ogranic¢enje ove metode za jezgre velike mase. Predlozena metoda
najbolje rezultate daje za lake jezgre zbog stoga bi mogla biti primjenjiva u opisu nekih vrlo lakih

halo jezgri.
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Dodatak A: Izvod L, u modelu ekstrapolacija

U ovom dodatku izvodimo analiti¢ki izraz za parametar Lo uveden u jednadzbi (9). Izvod je
preuzet iz ¢lanka 2] uz dodatna pojasnjenja.

Analiticki ra¢unamo najmanju svojstvenu vrijednost ki, od operatora p? u konacénoj oscila-
torskoj bazi i vidjet ¢emo da vrijedi Ky = m/Le. U ostatku izvoda uzimamo da je oscilatorska
duljina jednaka b = 1. Usredoto¢ujemo se na s valove (za koje je angularni moment [ = 0) i
razmatramo valne funkcije koje su regularne u ishodistu tj. radijalne valne funkcije su identi¢ne
neparnim valnim funkcijama jednodimenzionalnog harmonickog oscilatora.

Lokalizirana svojstvena funkcija operatora p? s najmanjom svojstenom vrijednodéu x? je

sinkz, 0<z<

Vr(z) = (A1)

0, r> 7

e

Za jednodimenzionalni harmonicki oscilator neparne valne funkcije su:
o1 (@) = (11222 (20 4+ 1) 7V Hop o ()2, (A2)

energije £ = (2n + 3/2)hw. Ovdje je H,, Hermiteov polinom n-tog reda. Razvijemo svojstvenu
funkciju (A1) u bazi neparnih funkcija harmonickog oscilatora koje ¢ine potpuni skup stanja za ovaj

problem:
Ue(r) =) cong1(K)panta(x). (A3)
n=0

Kako bismo izra¢unali koeficijente razvoja cop41(k), promotrimo problem svojstvenih vrijednosti

za, operator p2. Imamo
P21 = K21y (A4)

Djelujemo operatorom p® na svojstvenu funkciju, razvijenu u oscilatorskoj bazi te iskoristimo re-
kurzivne relacije za Hermiteove polinome. Matrica p? je tridijagonalna u oscilatorskoj bazi. U
matri¢noj reprezentaciji poredak stanja baze je (@1, 3, @s,...). Stoga problem svojstvenih vrijed-
nosti p? — k2 = 0 postaje skup vezanih linearnih jednadzbi. U beskonaénoj bazi svojstveni vektor
(c1(k),c3(k), c5(K), ... ) identicki zadovoljava svaki redak problema svojstvenih vrijednosti za svaku
vrijednost k. U kona¢noj bazi (¢1,¢3, @5, - - ., an+1), medutim, zadnji redak problema svojstvenih

vrijednosti,

(20 +3/2 — K2)eanin (k) = %\/ﬁwn Fleon 1 (k), (A5)
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je ispunjen samo za odredene vrijednosti k. To je uvjet kvantizacije. Kako bismo rijesili ovaj
problem svojstvenih vrijednosti potrebni su nam koeficijenti razvoja can41(k) za n > 1.

Izrazimo svojstvenu funkciju (A1) kao Fourierov transformat

Y (x) \/%/ Ak (k) sin(kz). (A6)

Uvrstavanjem (Al) i (A2) u (A3) dobivamo:

sin(kx) Zc2n+l J2n+1(x) (A7)

o0
1
sin(kx) = Con n
(k) T;) on+1(K)P2n1(z \/f22n+1 CEm]

22

2 i integriramo od —oo do oo:

¢~ Hopy1(2) (A8)

Pomnozimo prethodnu jednadzbu s Hoypq1()e

> _ 1 2
/_OO sin(kx)Hom1(x T da: = Z Con+1(K \f22”+1(2n =y . /_Oo e " Hopt1(x)Homy1 (z)dx
(A9)

Iskoristimo ¢injenicu da ffooo €_x2H2n+1(.’E)H2m+1(I‘)d$ = /m22 (20 + Dl

[ee] ac2
coam+1(K) \/\/7?22m+1(2m + 1) = / sin(kz)Ham1(x)e” 2 dx (A10)
Kako bismo dobili vrijednosti cg,,41 pogledajmo sljedeéi integral [19]:

o 2 42
/ e 2 Hy(x)dx = V2me™ 2 Hy,(y)i" (A11)

— 00

oo 22 oo 22 00 22
/ e”ye2Hn(x)dx:/ cos(a:y)e2Hn(x)d:c+i/ sin(zy)e” 2 Hy(x)dx (A12)

—00 —00 —00

Integral s cos iSCezava za neparne n, dok integral sa sin samo u tom slucaju prezivi:

oo 7:2
z/ sin(zy)e™ T Hopyy(z)de = v2me™ T Hg L1(y)intt (A13)
Dobivamo za comy1:
1 R
Cgm_:,_l(li) = vV 27‘((—1) e 2 H2m+1(k) (A14)

V/m22m 1 (2m + 1)!

Com+1(r) = V2r(=1)"pam 41 (k) (A15)
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Uvrstenjem (A15) u (A3) dobivamo razvoj sinusa preko oscilatorskih valnih funkcija:
oo
sin(kz) = Z V2m(=1)"pon+1(x)pont1(k). (A16)
n=0

Koeficijenti razvoja iz jednadzbe (A3), izrazeni preko Fourierovog transformata Jn(k), su

oo ~
cania () = (1) [ kD (D)pania (). (A17)
0
Trebamo izraz za ca,+1(k) za n > 1 pa koristimo asimptotski razvoj Hermiteovog polinoma:

won+1(k) =~ (_7274\/5 (2n(;n1))'” sin(v4n + 3k), (A18)

koji vrijedi za |k| < v/2n [19]. Koriste¢i ovu aproksimaciju i Fourierov transformat, imamo

Cont1(k) ~ 771/47(271 — 1)”1%(\/4”7‘1‘3)

(2n)!
= 7r1/4(2n(_2nl))!” sin(v4n + 3k), (A19)

uz k < m/y/4n + 3 zbog jednadzbe (Al).
Vratimo se rjeSenju uvjeta kvantizacije (A5). Napravimo ansatz

K= ;, (A20)
Van + 3+ 2A

te moramo pretpostaviti A > 0. Motivacija iza ovog ansatza jest ¢injenica da uvrStavanje prvotne,
jednostavne poluklasi¢ne procjene k = m/Ly daje A = 0. Uvrstimo koeficijente razvoja (A19) u
uvjet kvantizacije (A5) i promotrimo njenu aproksimaciju u prvom redu za n > 1in > A. To

daje kao rjeSenje

A=2. (A21)
)

0.4

0.2

0.2

Slika 20: Ovisnost razlike lijeve i desne strane uvjeta kvantizacije (A5) f(A) o A. Dobiveno je rjesenje

A=2.
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Problem se moze i graficki rijesiti. Na slici 20 je prikazana ovisnost razlike lijeve i desne strane
jednazbe (A5), uz relacije (A19) i A20, u ovisnosti o A za n >. Dobiveno rjesenje je A = 2.
Rezanje baze na @o,+1 odgovara maksimalnoj energiji £ = (2n + 3/2)hw iz ¢ega vidimo da mora
vrijediti N = 2n. Stoga je Kmin = m/La najnizi impuls u kona¢noj oscilatorskoj bazi s n > 1 stanja

baze.

Dodatak B: Razvoj u bazi harmonickog oscilatora

U sfernosimetri¢nom slu¢aju Diracova jednadzba (35) se rjeSava razvojem spinora u bazi svoj-
stvenih stanja sfernog harmonickog oscilatora. Za sustave sferne simetrije, kakav imamo u radu,

koristimo sferne koordinate:
r=rsinfcos¢, y=rsinfsing, 2z =rcosé. (B1)

Gustoée nukleona i mezonska polja ovise samo o radijalnoj koordinati r. Spinor karakterizira
angularni moment j;, njegova projekcija m;, paritet 7; i izospinska projekcija t; = +1/2 za neutrone

i protone respektivno

T i P! (82)
901915, 0,0.9)

Orbitalni angularni momenti koji odgovaraju velikoj (I;) i maloj (l;) komponenti spinora su odredene
ukupnim angularnim momentom j; i paritetom 7;

1 i 1
27 - .] :F 27

1

l=j+ T= ()t k= ). (B3)

X¢t; oznacava izospinsku valnu funkciju, a ®;;,, je dvodimenzionalni spinor s kvantnim brojevima

angularnog momenta [jm

q)ljm(97¢7 8) = [XI/Z(S) ®}/l(9a¢)]jm (B4)

gdje su Y;(0, ¢) kugline funkcije.

U principu bi se trebalo uzeti potpunu bazu, no u prakti¢nim racunima ona je odrezana nakon
konac¢nog broja glavnih oscilatorskih ljusaka, Np.,. Razvijamo velike i male komponente Diraco-
vog spinora (B2), fi(r) i gi(r), preko radijalnih funkcija R,;(r) sfernog harmonickog oscilatora s
oscilatorskom frekvencijom hAwg i odgovarajuc¢om oscilatorskom duljinom by = \/m, gdje je M

masa nukleona,

Nmazx maz

fi= > F Ry, (r Z g R_(r), (B5)

n=1
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gdje su kvantni brojevi orbitalnog angularnog momenta [; i I; definirani u jednadzbi (B3). Radijalna
funkcija je
an

Ry = 2L LE12(e2)e= €2, (B6)
N

gdje je & = r/by radijalna koordinata u jedinicama oscilatorske duljine, a L™(£2) pridruzeni Lagu-

errovi polinomi. Normalizacijski faktor iznosi

Nu =20/l +n+1/2). (B7)

Gornje granice Nynaz 1 Mmar U jednadzbi (B5) su radijalni kvantni brojevi i odredeni su odgovara-
juéim brojem oscilatorske ljuske Ny = 2Mmar + 1 1 Nmaw = 2Nmaz + lNZ Male komponente se
razvijaju do Npaz = Npax + 1 kako bi se izbjegli prividni doprinosi rjeSenju Diracove jednadzbe
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