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Predgovor

Povijest matematike je na Matematickom odsjeku PMF-a u Zagrebu obavezan kolegij
za studente diplomskog studija Matematika, modul nastavnicki (i izboran za neke druge
studije). To nije iznimka, nego je uobicajeno na studijima matematike na mnogim
svjetskim sveucilistima. Poneki student se zasigurno pita: A zasto bih ja trebao uciti
povijest matematike? To mi je samo nepotrebno ,Strebetanje“, a ne treba mi ni za Sto
osim mozda za poneku anegdotu u budué¢em zivotu, pa zasto to nije neki lagani kolegij
za koji ne trebam puno uciti? Naravno, mozemo odgovoriti izbjegavanjem konkretnog
odgovora: Ocito postoji dobar razlog kad je tako posvuda. Takav odgovor ne bi smio
biti zadovoljavajué¢i obrazovanoj osobi, a ponajmanje studentu koji se sprema postati
nastavnik matematike i u buduénosti ¢e se Cesto susretati s pitanjima ucenika i njihovih
roditelja zasto u skoli moraju uciti matematiku kad im poslije osim malo aritmetike nista
od toga vise nece trebati.

Razlozi zasto je povijest matematike dio kurikuluma veéine studija matematike, osobito
profesorskog usmjerenja, vrlo su raznoliki. Mnogi znanstveni radovi ukazuju na vaznost
povijesti matematike za nastavu matematike, primjerice [2, [4, [12] [17, [18] 19, 21], 22, 25,
27, 130, 135, [36], 37, [40, 41, [42], 45]. Glavni razlozi koji se navode su sljedeci:

» Kontekst i znanstveni pristup: Povijest matematike daje kontekst matematickim
rezultatima jer pokazuje kako su mnogi, nerijetko apstrakni, rezultati otkriveni
uslijed rjesavanja prakti¢nih problema u stvarnome svijetu i otkriva razloge razvoja
mnogih od matematickih tema. Posebno, kroz proucavanje povijesti matematike
postaje ocito da matematike nije, kako se ¢esto u skoli prezentira, skup gotovih
nepromjenjivih rezultata, nego da se stalno nadograduje i razvija.

e« Motivacija i humanizacija: Kroz povijest matematike lakSe je uociti ljudski
element u pozadini cesto formalne i apstraktne matematike, sto indirektno utjece na
smanjenje napetosti i povecanje motivacije kod ucenika. Kroz povijest matematike
matematika iz suhoparne staticke struke i znanosti postaje dinamicnas i ljudska.
Takoder, nastavnici matematike u povijesti mogu naé¢i mnoge zanimljive zadatke za
obogacivanje matematickih tema koje obraduju sa svojim ucenicima.

« Poboljsano razumijevanje: Proucavanje puta do pojedinih rezultata omogucava
razumijevanje razloga koji su doveli do danas rutinskih formula, potice kriticko
razmisljanje, produbljuje konceptualno razumijevanje. Ucenici i studenti uocavaju
kako su se i veliki matematicari mucili i grijesili dok nisu zadovoljavajuc¢e osmislili
matematicke koncepte. Upoznavanje s greskama i problemima te nac¢inima kako
su se matematicari kroz povijest nosili s njima pruza alternativne strategije za
rjeSavanje matematickih problema.

o Interdisciplinarnost: Kroz uvide u povijesni kontekst razvoja matematickih teorija
ne samo da dovijamo poveznicu s opéom povijesti, nego i s drugim znanostima. Tako
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ucenici i studenti mogu bolje razumjeti da matematika nije nesto izvan, veé¢ dio
stvarnog svijeta. Takoder, poznavanje glavnih momenata iz povijesti matematike
povecava i raspon tema iz vlastite struke o kojima u svakodnevici matematicari
mogu razgovarati s drugima te tako doprinosi manjoj izoliranosti matematicara
unutar drustva.

Ova je skripta prilagodena kolegiju Powvijest matematike na PMF-Matematickom
odsjeku (jednosemestralni kolegij sa satnicom 45 sati, 5 ECTS-a, no u praksi se odrzi samo
39 sati, a u skladu s definicijom ECTS-bodova to znaci da student za savladavanje kolegija
treba utrositi oko 150 sati). Cak i ako skaliramo tih 150 sati s 39/45, ostaje da o¢ekivano
optere¢enje pojedinog studenta iznosi oko 130 sati. Zasto ovo navodim? Zato da bude
ofigledno da studenti u samostalnom radu trebaju (u prosjeku) tjedno potrositi bar jos po
nekoliko sati vlastitog rada kako bi uspjesno savladali kolegij. Pritom treba uzeti u obzir
da se ne radi o kolegiju koji se moze ,nastrebetati“: To Ssto se navode, primjerice, godine
kad se nesto desavalo ne sluzi tome da se te godine pamte, nego da se moze usporediti
sto je bilo prije (pa je moglo utjecati na razvoj odredene ideje) i sto se tada desavalo u
dijelu svijeta o kojem je rije¢ (pa su drustveni, kulturni, politi¢ki uvjeti utjecali i na razvoj
matematickih ideja). Posebno to znaci da se od studenata ocekuje poznavanje osnovnih
crta opcée povijesti covjecanstva na razini osnovne i srednje skole; za one koji su zaboravili,
pri pocetku svakog odjeljka ugradena je poveznica na jedan kvalitetni izvor za ,brzo
ponavljanje“. Naravno, buduéi da se radi o kolegiju diplomskog studija, podrazumijeva se
i poznavanje osnovnih definicija i teorema iz gradiva preddiplomskog studija (i skolske
matematike).

Od ove akademske godine na pocetku svakog odjeljka dajem popis matematickih
pojmova ¢ije poznavanje se podrazumijeva u tom odjeljku, a na kraju se daje i sazetak
najvaznijih stvari iz pojedinog odjeljka.

Svim studentima kao i svima drugima koji ovu skriptu uzmu u ruke zelim zanimljiv i
poticajan izlet u proslost matematike!

Franka Miriam Briickler



Poglavlje 1

Pramatematika

-\@'-I\"Iatematiéki pojmovi u ovom poglavlju

| * broj i brojka *

Poceci matematike vezani su uz brojanje, geometrijske uzorke i mjerenje. Tocno
vrijeme kad su ljudi poceli pokazivati znakove matematickog razmisljanja nije pouzdano
poznato, ali najranije sacuvane tragove matematike mozemo naci u obliku zareza u kostima
i kamenju (rovasi), te kao geometrijske ornamente na glinenim posudama iz kamenog
doba [3] (5 20}, 38, 49].

Dva najpoznatija (primarna) izvora pramatematike su rovasi nadeni u Africi:

o kost iz Lebomba: stara oko 43.000 godina, sadrzi 29 zareza, no nije sa sigurnoséu
poznato Sto se s njima brojalo;

« kost iz [Sangal. stara oko 20.000 godina, sadrzi nekoliko grupacija zareza i postoje
mnoge teorije o njihovom mogué¢em smislu.

Nesto kasnije su se kao pomagala za biljezenje brojeva pojavili Zetoni, te u juznoj Americi
uzad s ¢vorovima (quipu)).

Brojanje i brojke, tj. izrazi i simboli za brojeve, vjerojatno su stari tek nekih 10.000
godina, a ¢ini se da je njihov nastanak vezan za razvoj poljoprivrede i trgovine (razmjene).
Prva pomagala za racunanje bili su zasigurno prsti (prema Aristotelu, rasprostranjenost
brojanja u skupinama po deset nije rezultat izbora, nego vise anatomska slucajnost).
Racunanje se moze dokazati tek prije ca. 4000 godina, tj. u doba starih civilizacija u
Egiptu i Mezopotamiji [38|, [49].

fPrvi tragovi ljudskog matematickog razmisljanja. . .
... potjecu iz kasnog starijeg kamenog doba: Najstariji sacuvani izvori su kosti iz Lebomba i Isanga,
koje spadaju u rovase. Brojke i nazivi za brojeve potjecu, c¢ini se, iz mladeg kamenog doba, dok

najstariji pouzdano poznati podaci o racunanju potjecu iz razdoblja oko 2000. g. pr. Kr.



https://www.enciklopedija.hr/clanak/prapovijest
https://www.enciklopedija.hr/clanak/prapovijest
https://afrolegends.com/2019/05/17/the-lebombo-bone-the-oldest-mathematical-artifact-in-the-world/
https://afrolegends.com/2013/08/29/the-ishango-bone-craddle-of-mathematics/
https://sites.utexas.edu/dsb/tokens/tokens/
https://andina.pe/agencia/noticia-bbc-mundo-por-seguimos-sin-descifrar-completo-los-misteriosos-quipus-incas-772473.aspx
https://www.smithsonianmag.com/innovation/how-humans-invented-numbersand-how-numbers-reshaped-our-world-180962485/




Poglavlje 2

Staroegipatska matematika

-\@'-I\V'Iatematiéki pojmovi u ovom poglavlju

* aritmetika * algebra * geometrija * razlomci * dekadski brojevni sustav * Pitagorin poucak *

poursine i volumeni * m * linearne jednadzbe

Da bi se moglo pric¢ati o povijesti ikoje ljudske djelatnosti, pa tako i matematike,
nuzno je razmotriti povijesne izvore. Nadalje, vazno je i znati glavne karakteristike
razdoblja i kulture u kojoj se proucava odredena djelatnost, u nasem slucaju matematika.
Najstariji saATuvani izvori o staroegipatskoj matematici potjecu iz doba tzv. srednjeg
carstva (ca. 2040.—1794.) [?,49]. Dva najvaznija i najpoznatija medu njima su Rhindov i
Moskovski papirus. Rhindov papirus, kojeg je napisao pisar Ahmes oko 1650. pr. Kr.,
te je to najstariji matematicki tekst s poznatim imenom autora. Ime papirusa potjece od
skotskog egiptologa A. H. Rhinda, koji ga je 1858. kupio u Luxoru, a danas se ovaj papirus
¢uva u British Museum u Londonu [15]. Moskovski papirus potjece iz ca. 1850. g. pr. Kr.
Ruski egiptolog V. S. Goleniscev ga je kupio u Tebi u Egiptu 1892. ili 1893. godine, a
danas se nalazi u Puskinovom muzeuju u Moskvi. Iz moderne perspektive gledano, ta dva
papirusa su zbirke zadataka namijenjene skolama drzavnih sluzbenika. Uz njih poznati
su i egipatski matematicki kozni svitak iz istog doba, te kasniji papirus Kairo. Iz njih
saznajemo da je staroegipatska matematika nastala iz prakti¢nih potreba: mjeriteljstvo,
gradevina, skladiStenje, porezi, ... [32].

No, vise stoljeca prije nego su otkrili izradu papirusa, stari su Egipéani osmislili
biljezenje brojeva koriste¢i dekadski, aditivan, nepozicijski hijeroglifski brojevni sustav.
Znamenke tog sustava, tj. simboli koji su se koristili za zapisivanje brojeva u njemu,
prikazane su slikom Svaka znamenka pise se onoliko koliko puta je potrebno da
bi zbroj vrijednosti svih znamenki u brojci odgovarao iznosu broja kojeg prikazujemo.
Primjerice, broj sedamnaest bi se u hijeroglifskom brojevnom sustavu mogao zapisati kao
N[|[|]]|- No, i bilo koji drugi raspored jednog simbola N i sedam simbola | predstavljao bi
isti broj—sustav je, kao sto smo rekli, bio nepozicijski. Same znamenke hijeroglifskog
brojevnog sustava su, kao i svi drugi hijeroglifski znakovi, imale svoje simbolicko znacenje:
Znamenka za 1 je, kao u gotovo svim starim civilizacijama, jednostavno crtica; znamenka
za 10 predstavlja omcu za vezanje nogu stoci (ili potkovu ili petnu kost); znamenka za
100 predstavlja namotano uze; znamenka za 1000 predstavlja lotos; znamenka za 10.000
predstavlja uzdignuti prst; znamenka za 100.000 predstavlja punoglavca; naposlijetku,
znamenka za jedan milijun predstavlja egipatsko bozanstvo svemira Huha (ili pak covjeka
u kleceéem stavu) [16], [38].


https://kids.nationalgeographic.com/history/article/ancient-egypt
https://www.britishmuseum.org/collection/object/Y_EA10058
https://themathematicaltourist.wordpress.com/2012/10/19/moscow-mathematical-papyrus/
https://en.wikipedia.org/wiki/Egyptian_Mathematical_Leather_Roll
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Slika 2.1: Znamenke hijeroglifskog brojevnog sustava.

10° 10t 10° 10> 10* 10°
AL 1. »

Slika 2.2: Jedna varijanta znamenki hijeratskog brojevnog sustava.

Prilagodavanjem hijeroglifa pisanju na papirusu razvilo se hijeratsko pismo, kojim su
pisani npr. Rhindov i Moskovski papirus. Brojevni sustav je ostao nepromijenjen, ali su
znamenke za hijeratske brojke poprimile malo drugaciji, jednostavniji, izgled, prikazan na
slici [2.2] Kasnije se iz hijeratskog pisma razvilo demotsko pismo, odnosno iz hijeratskih
demotske brojke.

Kao sto je jasno iz navedenog, stari Egip¢ani znali su zapisivati prirodne brojeve. No,
znali su i puno vise. Uz Mezopotamiju, tu prvi put dokazivo susre¢emo osnovne racunske
operacije (zbrajanje, oduzimanje, mnozZenje, dijeljenje i uz to drugi korijen, ali njega
samo u najjednostavnijim slucajevima). Osim prirodnih brojeva bili su poznati i pozitivni
razlomci. No, u starom Egiptu kao i ostalim starim kulturama brojevi se jo$ nisu gledali
kao apstraktni objekti. S obzirom na to da je brojevni sustav bio nepozicijski, zbrajanje i
oduzimanje bilo je jednostavno, bilo je dovoljno pregrupirati znamenke. Simbola koji bi
odgovarali danasnjim + i — josS nije bilo, bar ne ustaljenih.

Zanimljivija je staroegipatska metoda mnozenja i dijeljenja [49]. Iz moderne perspektive
gledano, mnoLlenje i dijeljenje svodilo se na koril,"tenje distributivnosti i binarnog zapisa
jednog faktora, odnosno djelitelja. Objasnit ¢emo te metode kroz sljedeca dva primjera.

Primjer 1 Pomnozimo 25 - 72 koristeci suvremene brojke, ali na staroegipatski nacin.
Formira se tablica sa dva stupca, svaki odgovara po jednom od faktora. Prvi red u prvom
stupcu sadrzi broj 1, a prvi red u drugom stupcu sadrzi drugi faktor, ovdje je to 72. Sad
se redovi uzastopno udvostrucuju sve dok broj u prvom stupcu ne premasi prvi faktor:

1] 72

2| 144

4] 288

8| 576

16 | 1152
32

Slijedi niz oduzimanja. Od prvog faktora oduzme se najveci broj u prvom stupcu koji
je manji od njega: 25 — 16 = 9. Pritom oznacimo (gore podebljano) pripadni broj u


http://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Diagrams/Hieratic.gif

drugom stupcu. Od zadnje razlike oduzimamo sljedeA}ti najveéi broj u prvom stupcu, opet
oznacavajuci broj pokraj u drugom stupcu. Postupak ponavljamo sve dok razlika ne bude
nula: 256 —16 =9, 9—8 =1, 1 —1=0. Pritom su oznaceni brojevi 1152, 576 i 72. Stoga
je 2572 =72+ 576 + 1152 = 1800. Primijetimo da je ovdje umnozZak zapravo racunat
kao 25-72 = (1+8+16)-72 = (24 +23+2%) .72 = (11001)5- 72 =1-72+8 - 72+ 16 - 72.

Primjer 2 Podijelimo 203 : 16 na staroegipatski nacin, ali koristec¢i suvremene brojke.
Opet se ispisuju dva stupca. Prvi odgovara djeljeniku (203), a drugi djelitelju (16). U
prvom redu se zapisuju 1 i djelitelj 16. Sad se kao i kod mnoZenja redovi uzastopno
udvostrucuju dok w drugom stupcu ne premasimo djeljenik, ako djelitelj nije veci od
djeljenika, a nakon toga se, ako u drugom stupcu nismo dobili bas tocno djeljenik, prvi red
i naknadni raspolavaljaju (kriterij zaustavljanja éemo napisati nize):

Na mjestu x stali smo s udvostrucavanjem jer bi u sljedecem redu premasili djeljenik 203.
Slijedi niz oduzimangja: Od djeljenika se u prvom stupcu zaredom oduzimaju najveci moguci
brojevi, sve dok razlika ne padne ispod djelitelja. U nasem slucaju to znaci oduzimanja
203 — 128 = 75, 75 — 64 = 11 < 16. Pri svakom oduzimangju se, kao i kod mnoZenja,
oznacava odgovarajuci broj desnog stupca (podebljano). Ti oznaceni brojevi se zbroje
(8+4=12) i to je cjelobrojni dio kolicnika, tj. 203 : 16 = 12 i ostatak.

Da bismo dobili razlomljeni dio kvocijenta, slijedi niz raspolavljanja redova pocevsi od 1
1 16. Pritom smo s 1 oznacili jedinicni razlomak % Clilj je da oznacavanjem odgovarajucih
redova zbroj oznacenih brojeva u drugom stupcu bude jednak djeljeniku, 203. Trenutno je
taj zbroj 128 + 64 = 192. Nakon prvog raspolavijanja pribrojimo dobivenih 8 i dobijemo
200 < 203, dakle nastavijamo raspolavljanje. Ako bismo sad pribrojili iz sljedeceg reda 4
dobili bismo broj veci od 203, dakle taj red ignoriramo. Pribrajamo iz sljedeceg 2, ¢ime smo
na 202 7 fali 1, kojeg dobijemo nakon cetvrtog raspolavljanja. Stoga je kvocijent jednak
zbroju oznacenih brojeva u prvom stupcu: 4 + 8 + % + % + %.

Uoc¢imo da opisani postupak dijeljenja raspolavljanjem ne mora biti konacan te se
ponekad umjesto raspolavljanja koristilo dijeljenje nekim drugim prikladnim brojem,
ovisno o djelitelju, no opis takvih primjera bio bi predug te za njih ¢itatelje upuéujemo

a [I5]. Ono $to je svejedno vidljivo iz gornjeg primjera dijeljenja je egipatski pristup
razlomcima. Stari Egipéani poznavali su (pozitivne) razlomke, ali nisu ih kao mi danas
opisivali kao kvocijente brojnika i nazivnika. Umjesto toga, razlomci su shvacani kao
zbrojevi (razlic¢itih) prirodnih brojeva i jedini¢nih razlomaka n = %,ﬂ Razlog takvog
shvac¢anja razlomaka je najvjerojatnije prakticne prirode.

Primjer 3 Zelimo li 11 kruhova podijeliti na 16 ljudi, najjednostavnije je prvo sve kruhove
prepoloviti, ¢ime smo dobilt 22 polovice. Njih 16 damo svakome po jednu, preostalo je

!Jedina iznimka bio je razlomak %, prema nekim izvorima i %.
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Slika 2.3: Jedan egipatski razlomak.

6 polovica. Njih opet prepolovimo pa imamo 12 cetvrtina. Buduci je 12 manje od 16,
prepolovimo th jos jednom, pa imamo 24 osmine. Njih 16 opet jednu po jednu damo
svakome. Preostalo je 8 osmina. Kad njih prepolovimo, dobit éemo 16 Sesnaestina i opet
svakom damo po jednu. Dakle, svaka osoba je dobila % + % + % kruha.

Stoga danas rastav razlomka na zbroj cijelog broja i razli¢itih jedini¢nih razlomaka
nazivamo egipatskim zapisom razlomka. U hijeroglifskoj i hijeratskoj notaciji zbrojevi
jediniAThnih razlomaka su se zapisivali jednostavno nadopisivanjem, pri ¢emu je zapis
jedini¢nog razlomka bio simbol usta <= povrh brojke koja predstavlja nazivnik; taj
simbol kasnije je postao tocka te smo mi zato koristili simboliku 7 [49]. Primjerice, na
ShCl E je eglpatskl zapis razlomka 2. Rhindov papirus sadrzi tablicu egipatskih zapisa
razlomaka tipa 5=~ +1’ koji su medu ostahm sluzili olaksanju dijeljenja za gore spomenute
kompliciranije sluc¢ajeve dijeljenja.

Iz moderne perspektive prirodno se sad postavljaju pitanja: Moze li se svaki pozitivan
razlomak zapisati na egipatski nacin? Kako bismo nasli takav zapis? Je li takav zapis
jedinstven? Na prva dva pitanja odgovara:

Teorem 1 (Fibonacci) Svaki pozitivan razlomak posjeduje egipatski zapis.

Tvrdnju iz teorema ukljucivo pripadne metode dobivanja egipatskog zapisa razlomka
otkrio je te u svom djelu Liber Abaci (1202.) opisao i (nesavrseno) dokazao znameniti
srednjevjekovni matematicar Fibonacci (Leonardo iz Pise). Za potpun formalni dokaz
Fibonaccijevog teorema potrebna je:

Lema 1 (J. J. Sylvester) Neka je % > 1 razlomak manji od 1 i p # 1. Neka je %

najveci jedinicni razlomak manji od g. Tada je § — % = an razlomak sa svojstvom r < p.
Dokaz Sylvesterove leme. Imamo: § — % = qn 1 tj. r = pn — q. Pretpostavimo r > p,

odnosno p(n — 1) > ¢. Buduéi da je n > 1, slijedi 2 E> ﬁ > 5, sto je kontradikcija.
Dokaz Fibonaccijevog teorema. Ako krenemo od pozitivnog razlomka i uzastopno oduzi-
mamo najveci jedini¢ni razlomak manji od njega, Sylvestorova lema garantira da ce se
brojnici smanjivati. Zbog dobrog ureA‘aja na skupu N slijedi da ne moZemo nastav1t1
unedogled, pa je teorem dokazan.

Primjer 4 Zapisimo 2 na egipatski nacin, koristeéi Fibonaccijev algoritam:

7
b3 13 1_2
27773 7 3 21
12 _ 1 2 1 1

0 2111 21 11 231

Dobili smo jedinicni razlomak, dakle je

3 1 1 1

73711 a3


https://r-knott.surrey.ac.uk/Fractions/egyptian.html

Zadatak 1 Na egipatski nacin zapisite rjesenje sljedeceg zadatka [33]: Netko je iz riznice
uzeo 13 mjenog sadrZaja. Drugi je uzeo 1 = onog Sto je preostalo. Ostavio je 150 jedinica
sadrzaja u riznict. Koliko je na pocetku bzlo u riznici?

Teorem 2 Svaki pozitivan razlomak ima beskonacno mnogo egipatskih zapisa.

Dokaz. Egzistencija je dana Fibonaccijevim teoremom. Neka je naden jedan egipatski
zapis razlomka %

1

Jednakost 1 = % + % + % dijeljenjem s jednim od nazivnika pocetnog egipatskog zapisa,

recimo s k,, daje - = ﬁ + 3% + 6%. Ako to supstituiramo na mjesto ki u prvom
egipatskom zapisu, dobili smo novi egipataski zapis istog razlomka:

n—1
p 1 1 1 1
q_m+<;k>+2k METR T
Ocigledno se prethodno dijeljenje zapisa broja 1 s nekim od nazivnika trenutnog eglpatskog
zapisa moze ponavljati unedogled, dakle vrijedi tvrdnja teorema.

U Rhinodovom i Moskovskom papirusu nalazimo i zadatke koje bismo danas ubrojali
u jednostavne linearne i ¢isto kvadratne jednadzbe, dakle u algebru. Tipi¢an primjer je
sljededi [15].

Primjer 5 (RP31) Hrpa, njene dvije trecine, njena polovina i njena sedmina cine 33.
Koliko sadrzi hrpa?

Vidimo da termin ,hrpa“ odgovara modernom pojmu nepoznanice. Uz zadatke s
,hrpama‘, Cesti su i zadaci s omjerima pe(f)su, koji su opisivali kvalitetu piva ili kruha
(pe(f)su je omjer koli¢ina dobivenog kruha odnosno piva i utrosenog zita) [15, [49].

Primjer 6 (RP77) Primjer razmjene piva za kruh. Recimo da ti je receno da 10 desﬂ
pive (s pefsu 2) treba zamijeniti za kruhove (s pefsu 5). Koliko kruhova e biti?

.....

[15]: Hrpa, njezina polovina i njezina cetvrtina skupa daju 10. Kolzko sadrzi hrpa?

Rjesenja svih zadataka u ovim papirusima, kao i opéenito u starim civilizacijama, daju
se kao konstatacije, bez objasnjenja i pokusaja generalizacije, a kamoli dokaza. Primjerice,
rjesenje zadatka RP77 iz prethodnog primjera dano je ovako: Izracunaj koli¢inu brasna u
10 des pive; to je 5 hekata]] Pomnozi 5 s 5, to je 25. Reci onda da za razmjenu treba 25
kruhova.

Stari su Grei otkri¢e geometrije pripisivali Egip¢anima. Geometrijska znanja starih
Egipc¢ana svakako su bila impresivna. Poznavali su specijalni slucaj Pitagorinog poucka.
Naime, starim Egipéanima je bila jako vazna zemljopisna orijentacija hramova. Smjer
sjever-jug utvrdivali su promatranjem tocaka na horizontu gdje neka zvijezda izlazi i
zalazi, a zatim se pomocu konopa s jednoliko razmaknutih 12 ¢vorova i pitagorejske trojke

2TipiATna staroegipatska posuda za pivu imala je volumen 1 des, to je otprilike 2.4 L.
3Hekat je staroegipatska mjera volumena, iznosa otprilike 4.8 L.


http://www.beer-studies.com/en/Advanced-studies/Brewing-ratios/Egyptian-brewing-ratios
https://nrich.maths.org/problems/egyptian-rope
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(3,4,5) utvrdivao na prvi smjer okomiti smjer istok-zapad. No, tek papirus Kairo (iz
ca. 300. pr. Kr., dakle nakon doba pitagorejaca) navodi i pitagorejske trojke (5,12,13) i
(20,21, 29). Stari su Egipéani znali racunati i razne povrsine (trokut, pravokutnik, trapez)
i volumene (kocka, kvadar). Znali su i da je volumen valjka jednak umnosku povrsine baze
i visine. Posebno je poznat 14. zadatak u Moskovskom papirusu s korektnim pravilom
je staroegipatski nacin racunanja povrsine kruga. Cini se da je u doba kad su nastali
Moskovski i Rhindov papirus veé bio rasprostranjen postupak kakav je opisan, npr., u
sljede¢em zadatku [15], 49)].

Primjer 7 (RP41) Koji je volumen valjkastog silosa za Zito promjera 9 i visine 107
Oduzmi % od 9. Ostaje 8. PomnoZi 8 s 8, dobijes 64. Pomnozi 64 s 10, to je 640 kubicnih
kubita

Dakle, stari Egipc¢ani su povrsinu kruga promjera d racunali kao (Sd)Q. S obzirom na to
da je postupak bio Sire poznat, ¢ini se da su donekle implicitno primijetili proporcionalnost
povrsine kruga i povrsine kvadrata nad polumjerom odnosno promjerom, no staroegipatski
pristup jos ne dozvoljava da govorimo o poznavanju ni naslu¢ivanju egizistencije konstante
koju danas zovemo 7. Takoder, nema naznaka da su bili svijesni da taj postupak ne
daje egzaktnu vrijednost povrsine. Ako staroegipatski postupak usporedimo s modernim,

vidimo da staroegipatska procjena povrsine kruga odgovara aproksimaciji m ~ % ~ 3.16.

Zadatak 3 Koliko, izraZeno u postocima, iznosi greska racunanja povrsine kruga na
staroegipatski nacin v odnosu na tocnu vrijednost?

e A
fl\latcmatika u starom Egiptu. ..

\ ... bila je prakticno orijentirana. Hijeroglifski brojevni sustav iz 3. tisucljeca pr. Kr. bio je aditivan
1 dekadske, a nakon otkrica papirusa hijeroglifske brojke su prilagodene u sklopu hijeratskog pisma.
Duva najstarija i najpoznatija izvora staroegipatske matematike su Rhindov i Moskovski papirus, oba
iz prve polovice 2. tisucljeca pr. Kr. Oni sadrZe aritmeticke, algebarske i geometrijske zadatke za skole
drzavnih sluzbenika, bez simbolike, dokaza, izvoda ili generalizacije pravila. Stari egipcani poznavali
su aritmetiku s pozitivnim razlomcima te znali rjesavati jednostavnije algebarske i geometrijske
zadatke. Zbrajanje i oduzimange se provodilo pregrupiranjem znamenki, dok se mnozZenje i dijeljenje
svodilo na kombinaciju udvostrucavanja odnosno prepolavljanja sa zbrajanjem i oduzimangjem.
Razlomci (pozitivni) su bili shvadani kao zbrojevi prirodnih brojeva i razlicitih jedinicnih razlomaka
(tzv. egipatski zapis racionalnog broja). Jedan algoritam za dobivanje egipatskog zapisa razlomka
potjece iz srednjeg vijeka od fibonaccija. Njegovim preciziranjem moze se dokazati da svaki pozitivan
racionalan broj posjeduje beskonacno mnogo egipatskih zapisa. Sacuvani su i zadaci Tijecima,
osobito zadaci s hrpama ¢ omjerima pefsu, koji odgovaraju jednostavnim linearnim jednadzbama.
Uz racunanje jednostavnih povrsina ¢ volumena, stari Egipéani znali su izracunati volumen krnje

kvadratne piramide i valjka. No, za povrsinu kruga koristili su postupak koji daje samo pribliznu

vrijednost, bez svijesti o postojanju konstante w niti o tome da se zapravo radi o aproksimaciji.

41 kubit ~ 52,3 cm.


https://www.jstor.org/stable/3854850?seq=1#page_scan_tab_contents

Poglavlje 3

Babilonska matematika

-\@'-I\V'Iatematiéki pojmovi u ovom poglavlju

* aritmetika * algebra * geometrija * numericka matematika * teorija brojeva * pozicijski brojevni

*

sustav * pitagorejske trojke * Pitagorin poucak * Talesov teorem * povrsine i volumeni *  * linearne

i kvadratne jednadzbe * korjenovanje * iterativne metode

Na podruc¢ju Mezopotamije tijekom prva tri tisu¢ljeca pr. Kr. izmijenili su se razli¢iti do-
minantni narodi (Sumerani, Akadani, Babilonci, Asirci, Perzijanci), no od ca. 2500. pr. Kr.
svi oni su koristili varijante klinastoga pisma te su iz tog razdoblja sa¢uvane mnoge [glinene
plocice, od kojih stotinjak imaju matematicke sadrzaje (tablice, zadatke) [24 [39, [49].
Najvise takvih potjece iz starobabilonskog carstva (ca. 1900.—1600. pr. Kr.). Nedavno
(2016.) je otkrivena i jedna plocica na kojoj se moze naéi rani oblik primjene trapezne
formule. Iz tih sac¢uvanih plocica saznajemo da je i sumersko-babilonska matematika
bila praktiéno orijentirana (trgovina, gradevina, nasljedivanje, astronomija), a rjesenja
zadataka su se kao i u starom Egiptu davala se bez argumenata, dokaza ili generalizacije.

Cesto se ¢uje ili pro¢ita da su Sumerani odnosno Babilonci koristili sustav s bazom
60, ali to nije sasvim tocno. Iz ranijih, arhai¢nih piktograma su se, kao uostalom i samo
klinasto pismo, razvile klinaste brojke. Sam pripadni brojevni sustav se mijenjao tokom
vremena. Uglavnom je bio dekadski ili pak primarno seksagezimalni (sustav s bazom 60) i
sekundarno dekadski. Dugo vremena ti sustavi bili su aditivni ili aditivno-multiplikativni,
no njihov razvoj postigao je vrhunac u doba trece urske dinastije (potkraj 3. tisuéljeca
pr. Kr.) u Babilonu [16, 38,49]. Taj sustav poznat je kao (klasi¢ni) babilonski brojevni
sustav. Bio je to prvi pozicijski brojevni sustav u povijesti. Radilo se o brojevnom
sustavu s primarnom bazom 60 i sekundardnom bazom 10. Zbog nedostatka znamenke
nula taj sutav nije bio apsolutno pozicijskiﬂ ali ga je ve¢ sama pozicionalnost ucinila
najmno¢nijim (u pogledu zahtjevnijih izra¢una) medu starim brojevnim sustavima. Zato
je on iznimno dugo ostao u upotrebi u znanosti, posebice astronomiji, a i dan danas ga
povremeno koristimo (rac¢unanje vremena; iznosi kutova u stupnjevima). Pedeset i devet
znamenki tog sustava pisane su pomoc¢u dva klina, horizontalnog < koji ima vrijednost
deset i vertikalnog T koji ima vrijednost jedan, a vrijednost pojedine znamenke se formirala
po aditivnom principu. Primjerice, <<T T T bi bila seksagezimalna znamenka 23.

Jedna od prednosti seksagezimalnog sustava u odnosu na moderni pozicijski dekadski
sustav je da vise razlomaka imaju konacan zapis.

'Da u modernom dekadskom pozicijskom sustavu nedostaje znamenka 0, ne bismo bez konteksta
mogli znati predstavlja li primjerice 12 broj dvanaest, stotinu i dva, stotinu dvadeset, ... — vrijednost
znamenke ne bi bila apsolutno odredena njenom pozicijom.


https://www.worldhistory.org/Mesopotamia/
https://www.ams.org/notices/200809/tx080901076p.pdf
https://www.ams.org/notices/200809/tx080901076p.pdf
http://www.sciencemag.org/news/2016/01/math-whizzes-ancient-babylon-figured-out-forerunner-calculus
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Diagrams/Babylonian_symbols.gif
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Diagrams/Babylonian_symbols.gif
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Primjer 8 ZapiL “imo razlomak i—g = 0,35416 seksagezimalno:

17 a b

—=0+—=+—=+...
48 * 60! * 602 T
gdje sua,b,... €4{0,1,2,...,59}. MnoZenje sa 60 daje 21 i = a+6%—|—. .., dakle je a = 21.
Oduzmemo i 21, preostaje i = % + ..., §to opet pomnozZimo sa 60. Dobijemo b = 15,
dakle je
17 21 15
Lo 2 (0;21;15
8 60 ooz - (02 eo.

tp <1 <TTTTTH

Uz nedostatak znamenke nula, mana klasi¢nog babilonskog brojevnog sustava je da
je osnovna tablica mnozenja veli¢ine 60 x 60 (zapravo, 59 x 59), no tom su problemu
Babilonci doskocili koristenjem tablica kvadratnih brojeva i algebarskim postupcima koji
su ekvivalentni modernim formulama:

(a+0)* —a®—? (a+b)* (a—b)?

odnosno ab= —

b=
“ 2 ’ 4 A

Primjer 9 PomnoZimo sto sa sedamnaest na babilonski nacin. Broj sto u seksagezimal-
nom sustavu je 1-604+40-1=1 <L, g sedamnaest je <T T TTTTT.

Recimo da Zelimo ta dva broja pomnoZiti koristeci prvo pravilo. U tom slucaju
nam prije koristenja tablice kvadrata treba zbroj ta dva broja: (1;40)e0 + (0;17)gy =
(1;5T)go =1 <CLCLLTTTTTTT. Nakon toga u tablici kvadrata nademo kvadrat
tog broja te kvadrate faktora sto i sedamnaest.

Kvadrat od sto je deset tisuca:

10000 = (2:46;40)g0 =1 T <<<CTTTTTT <<,

Kvadrat od sedamnaest je dvije stotine osamdeset i devet:

280 = (4;49)go =1 T T T CCLCCTTTTTTTTT.
Kvadrat zbroja faktora je trinaest tisuca Sest stotina osamdeset i devet:

13689 = (3;48;9)go =1 T T <CLCCTTTTTTTT TTTTTTTITT
Od posljednjeg oduzmemo prva dva kvadrata:
(3;48:9)g0 — (2;46: 40)go — (4;49)g0 = (3;48: 9)go — (2; 51;29)g0 =
= (56;40)g0 =< <CCCCTTTTTT CCCC,

Na kraju prepolovimo i dobijemo (28;20)go =< < T T T TTTTT << sto je tocan
rezultat: 100 - 17 = 1700 = 28 - 60 + 20.

Zadatak 4 Pomnozite | <<CC s CT T TTTTT koristeéi drugo pravilo.

2Kod seksagezimalnog zapisa na moderan nadin znamenke na pojedinim pozicijama razdvajamo
”

tocka-zarezom. Takoder, uobicajeno je prve dvije znamenke iza seksagezimalnog zareza oznacavati s > i ”,
primjerice. (0,5;2)g0 se obi¢no zapisuje kao 52".
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Dijeljenje se svodilo na mnoZenje s recipro¢nim brojem (a/b = a - %), uz koristenje
tablice reciprocnih brojeva.

Mnoge babilonske plocice sadrze algebarske zadatke, toc¢nije zadatke koji se iz moderne
perspektive svode na linearne i kvadratne, pa ¢ak i kubne jednadzbe i njihove sustave [49].

Primjer 10 (BM 13901) Ploc¢ica BM 13901 sadrzi zadatak koji glasi ,,Skupio sam po-
vrsinu 1 moje nasuprotno: To je 45'.“ Pod povrsinom se ovdje misli na povrsinu kvadrata
nepoznate duljine stranice, dok je 'moje nasuprotno’ sama ta stranica. Vidimo da se radi
o jednazbi koju bismo danas zapisali kao x*> + v = %. Postupak rjesavanja je, skraceno
prema [31, str. 50-52], sljedeci: Uzmi ’'projekciju’ (koeficijent uz x) 1 i prepolovi, to je
30'; zbroji 15" (cetvrtinu kvadrata ‘projekcije’) i 45" (slobodni ¢lan), to je 1; dakle, rjesenje
je razlika od 1 (duljine stranice kvadrata povrsine 1) i 30" (polovinu ’projekcije’), dakle

30" = % Vidimo da se u osnovi radi o primjeni postupka za rjesavanje kvadratne jedadzbe:

(Pozitivno) rjesenje jednadibe 2 +bx = c je +/ % +c— g

Zadatak 5 Na plocici BM 13901 nalazimo ovaj zadatak [31), str. 73-74]: ,Zbrojio sam po-
vrsine obiju mojih strana i dobio 25'25". Strana je 2/3 strane i 5'.“ Kako biste interpretirali
,moje strane“? Zapisite ovaj zadatak modernom simbolikom!

Naravno, geometrija je takoder bila razvijena u babilonsko doba. Na sacuvanim
plo¢icama nalazimo mnoge geometrijske zadatke, posebice vezano za gradevinu (izgradnja
nasipa i kanala, ¢esto trapeznog presjeka) i astronomiju. Naravno, kao i u isto doba
Egipéani, Babilonci su znali racunati povrsine kvadrata, pravokutnika, a znali su i da
su obujmi prizme i valjka jednaki umnosku povrsine baze i visine. Evo jednog primjera
geometrijskog zadatka vezanog za izgradnju kanala.

Primjer 11 Na plocici VAT 7528 nalazimo zadatak [39, [49): ,Mali kanal. 6 kusa dug. 2
kusa gornja sirina. 1 kus donja Sirina. 1% kus dubina. % sar zemlje radni ucinak. 18 ljudi.
Dani su $to? [...] 11 dana i § su dani.*

Vidljivo je da je ovdje opisano da je presjek kanala oblika jednakokracnog trapeza.
Jedinica sar moze biti jedinica povrsine i volumena, ovdje volumena (kojeg dnevno iskopa
jedan covjek). Pritom je 1sar = 1nindan®kus, gdje je 1nindan = 12 kué. Volumen
kanala ispada (1,7;30)gp sar. S druge strane, 18 ljudi dnevno iskopa 6sar, dakle se cijeli
kanal iskopa za (11;15)ey dana.

Izracuni povrsine i opsega kruga u babilonsko doba najc¢esée odgovaraju modernoj
aproksimacinji m ~ 3%, ponekad 7 ~ 3. Kao i kod starih Egip¢ana, ovdje ne mozemo jos
govoriti o svijesti o egzistenciji i ulozi broja 7 niti o njegovoj svjesnoj aproksimaciji.

Primjer 12 Jedna |plocica iz razdoblja 1900. — —1600. pr. Kr. interpretira se kao tvrdnja
da je opseq pravilnog Sesterokuta jednak % opsega tom sesterokutu opisane kruznice.
Ako to razmotrimo na suvremen nacin, buduci da je stranica ag pravilnog Sesterokuta
upisanog u kruznicu jednak njezinom polumgjeru (r = ag), opseg sesterokuta (Og = 6ag = 61)
je prema toj tablici jednak %O. Danas znamo da je to % - 2rm. Vidimo da je tvrdnja na
25

plocici ekvivalentna aproksimaciji m ~ 2 =3 %.

3Jedinica duljine kus (ili gi§) poznata je i pod nazivom kubit, a nindan se moZe prevesti sa Stap i
iznosio je oko 6 m.


http://www.ams.org/publicoutreach/feature-column/fc-2012-05
https://numberwarrior.wordpress.com/2008/12/03/on-the-ancient-babylonian-value-for-pi/
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Jedna od dvije najznamenitije sacuvane babilonske plocice, Plimpton 322 (ca. 1800. g. pr. Kr.)

sadrzi tablicu pitagorejskih trojki. Zapravo, u toj je tablici su u drugom stupcu krace ka-
tete b pravokutnih trokuta, u tre¢em odgovarajuce hipotenuze ¢, ali u prvom stupcu su kva-
drati omjera . Primjerice, u 14. redu te tablice nalaze se brojevi ¢ = (1;25,48,51,35,6,40)eo,
b= (29,31)¢0 i ¢ = (53,49)0. Vidimo dakle da taj redak odgovara pitagorejskoj trojci
(1771,2700, 3229) [39, 49]. Prema nekim interpretacijama, ta se tablica moze gledati kao
rana trigonometrijska tablica. Babilonci su poznavali i opéi Pitagorin poucak, bez dokaza,
i koristili ga za rjesavanje raznih geometrijskih zadataka. Pogledajmo dva primjera.

Primjer 13 Na jednoj starobabilonskoj plocici pronadenoj 1936. kod Suse nalazimo odre-
divanje polumjera kruznice opisane jednakokracnom trokutu sa stranicama duljina 50, 50
160 [49, str. 134-135]. U prvom se koraku racuna visina 40 koristeci Pitagorin poucak,
a onda se on koristi da bi se dobio polumjer (31,15)¢9. Rijesite taj zadatak modernom
simbolikom, ali koristeci navedeni postupak!

Primjer 14 Na plocici BM 85 196 nalazi se zadatak [49]: ,Greda duljine 30" kus je
naslonjena na zid. Gornji kraj je skliznuo za 6" kus. Koliko je donji kraj udaljen od zidag
U rjesenju se redom racuna: Kvadrat od 30" je 15'. Oduzme se 6’ od 30" i dobije 24'. To se
kvadrira i dobije 9'36". To se oduzme od 15', ostaje 5'24”. Naposlijetku je rjesenje drugi
korijen posljednjeg broja, tj. 18'.

Babilonci su poznavali i Talesov teorem i koristili ga u kombinaciji s Pitagorinim, npr.
za odredivanje visine kruznog odsjecka nad tetivom poznate duljine u krugu poznatog
promjera [49, str. 138-139].

Naposlijetku, u babilonsko doba mozemo naci i zacetke numericke matematike. kon-
kretno iterativnih metoda za izracunavanje aproksimativnih iznosa raznih jednadzbi. Kako
sugerira druga od dviju najznamenitiji sacuvanih ploc¢ica YBC 7289, za aproksimativno
izracunavanje drugih korijena koristena je iterativna metoda danas poznata pod imenom
Heronova metoda, jer ju je opisao starogrcki matematicar Heron Aleksandrijski u svom
djelu Metrica (vj. 1. st. AD). Na ploc¢ici YBC 7289 nalazimo crtez kvadrata s ucrtanim
dijagonalama i tri brojke. Prva brojka je < < <=30, vjerojatno 30’, uz stranicu, dakle
kvadrat ima duljinu stranice 30" = % Druga brojkaje T <<TTTT {CCCCT
tj. (1;24,51,10)60 = 1+ 20 + 35 + 4% = 1,41421296, Sto je V2 (s greskom reda
veli¢ine samo 1077). Treéa brojka je <<<CT T CCTTTTT CCCTTTTT,
tj. (0,42;25;35)60 = 0,707106481, tj. duljina dijagonale nacrtanog kvadrata (opet s
greskom reda veli¢ine 1077) [5, 49]. Tako dobre vrijednosti naravno nisu mogle biti plod
slucaja i pomnije istrazivanje pokazuje da su (1;24,51,10)¢9 prve Cetiri seksagezimalne
znamenke tre¢eg i ¢etvrtog koraka Heronove metode za racunanje drugog korijena od 2,
iz ¢ega zakljucujemo da je Babiloncima bila poznata ta metoda.

Napomena 1 Podsjetimo se Heronove metode za korjenovanje: Zelimo li korjenovati
neki broj n, kreemo od neke pocetne aproksimacije za \/n. Primjerice, za racun V2 mogli
bismo krenuti od pocetne aproksimacije ag = 1.

U svakom koraku je mova aproksimacija polovina zbroja prethodne aproksimacije s
kvocijentom broja kojeg korjenujemo ¢ prethodne aproksimacije:

1 n
i1 = 5 <a1—|—a) .


http://www.math.ubc.ca/~cass/courses/m446-03/pl322/pl322.html
https://www.scientificamerican.com/blog/roots-of-unity/dont-fall-for-babylonian-trigonometry-hype/
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0315086098922091
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Konkretno, za izracun /2 imamo sljedeéa prva cetiri koraka:

’ ) \ a; \ i1 ~+\/n \ seksagezimalno \ dekadski
1|1 |3 1;30 L.5
2|13 | & 1;25 1.416
3|8 | 1;25,51,10(,35,...) =~ 1;25,51,11 | 1.13169642857 . ..
4 | 57 | S5o85T 1;25,51,10(,7,...) ~ 1;25,51,10 | 1.41421356237 ...

S postupkom stajemo kad se zadovoljavajuci broj znamenki pocne ponavljati, primjerice
ovdje su se pocele ponavljati prve cetiri seksagezimalne znamenke pa zakljucujemo da je
V2 = (1,25;51;10)g9 aproksimacija s greskom reda velicine manjom od 6073.

e A
fl\[a‘umnatika u Mezopotamiji . ..

... 8e kao i u drugim starim kulturama razvila iz prakticnih potreba. Primarni izvori su glinene
plocice pisane klinastim pismom, a vecina sacuvanih je iz doba starobabilonskog carstva. U to je
doba koristen prvi pozicijski sustav u povijesti, koji je bio primarno seksagezimalan, a sekundarno
dekadski, no zbog nedostatka znamenke nula nije bio apsolutno pozicijski. MnoZenje se svodilo na
zbrajanje i oduzimangje kvadrata brojeva, a dijeljenje na mnozenje s reciprocnim brojem, pri cemu
su sacuvane razne tablice kvadrata © reciprocnih brojeva. Babilonci su znali rjesavati © neke linearne
i kvadratne jednadzbe te njihove sustave, ali bez generalizacije ili dokaza ispravnosti postupaka.
Geometrijski zadaci iz babilonskog doba najcesée su vezani za gradevinu, a po svom matematickom
sadrzaju slicni su egipatskima: racunanje raznih povrsina i volumena. Pritom su se za opseg i
poursinu kruga koristili postupci koji interpretirani na moderan nacin odgovaraju aproksimacijama
broja 7 s 3% ili s 3. Babilonci su poznavali iskaz Talesovog teorema te opéeg slucaja Pitagorinog
poucka, a tablica Plimpton 322 sadrzi tablicu pitagorejskih trojki. U babilonsko doba bio je poznat i
Heronov postupak za korjenovanje, sto zakljucujemo iz iznimno dobrih pribliznih iznosa za /2 i @
\_§ na tablict YBC 7289.

J







Poglavlje 4

Anticka grcka matematika

4.1 Jonsko razdoblje

0 <
-@'krlatematiéki pojmovi u ovom odjeljku

dokaz * broj i brojka * prirodni brojevi * parni i neparni brojevi * prosti i sloZeni brojevi * savrseni
brojevi * racionalni i iracionalni brojevi * aritmetika * teorija brojeva * geometrija * kut * pravci i

kruznice * mnogokuti * Talesov poucak * Pitagorin poucak i pitagorejske trojke * zajednicka mjera

* Buklidov algoritam J

Dobro je poznato da temelji znanstvenog razmisljanja sezu u doba anticke Grcke, u
tzv. arhajsko razdoblje starogrske povijesti. Tijekom 8. st. pr. Kr. Grei su od Fenicana
preuzeli ideju alfabeta i razvili svoj grcki alfabet s 24 slova:

Aa; B, BT, v A6 E 572, GH o ©,0; 10 K vy A, N M, sy Ny wvs 2, € 0, o3 10
PpyX,0ilic;T, 7Y, v; @, 0; X, x; ¥, ¢; , w.

U isto se doba pocinju se razvijati i greki polisi (gradovi-drzave). Na podrucju Jonije
(danasnja jugozapadna Turska) se na prijelazu 7./6. st. pr. Kr. pojavljuju temelji filozofije
i znanostvenog nacina razmisljanja. Pod utjecajem egipatskog i babilonskog nasljeda,
tu se pocela razvijati i matematika, te je stoga prvo razdoblje starogrcke matematike
(otprilike od pocetka 6. st. pr. Kr. pa do otprilike pocetka 5. st. pr. Kr.) poznato kao
jonsko razdoblje starogrcke matematike. Iz tog doba nije sac¢uvan nikoji primarni izvor,
no temeljem sekundarnih izvora saznajemo da se u to doba matematika pocela formirati
u znanost u kojoj se tvrdnje dokazuju. Najvazniji sekundarni izvor za ovo, a kasnija
razdoblja je Proklo (5. st. A. D.), to¢nije njegovi komentari Euklidovih Elemenata (u
nastavku ih oznacavamo s EE) [28] [49].

Brojevi su se u jonsko doba, pa i dalje do 3. st. pr. Kr., zapisivali koristec¢i aticki
(akrofonski) brojevni sustav. Taj je sustav primarno dekadski i sekundardno kvinarni,
aditivni brojevni sustav (kao i kasniji, poznatiji, rimski brojevni sustav) [38], [16], 49].
Znamenke akrofonskog sustava su:

| = 1 (uévos); [ =5 (révre); A = 10 (64ka); B = 50; H = 100 (éxrév); P = 500; X =
1000 (xiAeod); P = 5000; M = 10000 (pvpeds); M = 50000.

Primjerice, broj kojeg danas zapisujemo kao 10539, u atickom brojevnom sustavu bio bi
zapisan kao MPAAATCIII.
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https://ancient-greece.org/history/history-of-greece-introduction/
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Tradicionalno se prvim ,pravim” matematicarem smatra Tales iz (oko 624.—
527. pr. Kr.). On je prvi poimence poznat gréki filozof, znanstvenik i inzinjer. Tradicija
mu pripisuje prve dokaze, ali se zapravo ne zna je li ista dokazao. StoviSe, ne zna se ni je
li Tales ista pisao. Talesu pripisani teoremi pripisuju mu se temeljem biografije koju je
napisao Diogenes Laertius (2./3. st. A. D.) i Proklovih (5. st. A. D.) komentara EE. Prema
Proklu, Tales je iz Egipta prenio geometrijska znanja u Gréku. Diogenes Laertius mu
pripisuje Talesov poucak o kutu nad promjerom kruznicell| Diogenes Laertius spominje
i legendu o navodnom Talesovom odredivanju visine piramide temeljem koje se Talesu
pripisuju Talesovi teoremi o proporcionalnosti. Proklo pak Talesu pripisuje sljedeca cetiri
teorema: Svaki promjer raspolavlja krug; kutevi uz osnovicu jednakokracnog trokuta su
jednaki; vrsni kutevi su jednaki; KSK-teorem o sukladnosti trokuta. No, niposto nije
sigurno da je ista od toga Tales stvarno dokazao, moguce je da se kod njega jos radilo samo
o empirijski utvrdenim cinjenicama. Takoder, postoje i rasprave o tocnom smislu tvrdnji
(npr. vezano za teorem o kutovima uz osnovicu jednakokracnog trokuta u Proklovom
tekstu nalazimo izraze koji su blizi znacenju slican nego jednak) [5] 28 [49].

Najstariji pouzdano poznati matematicki dokazi potjecu od pitagorejaca, pripadnika
skole koju je osnovao Pitagora sa Samosa (ca. 570.-490. pr. Kr.). O njegovom zivotu
malo toga pouzdano zna, a nije ni sigurno je li ikoji od njemu pripisanih teorema sam
otkrio i(li) dokazao. Roden je na Samosu kao sin trgovca i s ocem je imao prilike putovati,
a bio je i dobro obrazovan. Na njegovo obrazovanje su bitno utjecali filozofi Ferekid,
Tales i Talesov uc¢enik Anaksimandar. Oko 535. je otisao u Egipat, gdje je 525. pao u
perzijsko zarobljenistvo i odveden u Babilon. Nekoliko godina kasnije vratio se na Samos i
tamo osnovao svoju prvu skolu (,polukrug”). Iz ne pouzdano poznatih razloga je 518. (ili
nesto ranije) otisao u juznu Italiju, gdje je u grékoj koloniji Krotonu osnova znanstveno-
vjerski-misticku pitagorejsku skolu. Njene ¢lanove danas nazivamo pitagorejcima, no
sami su se nazivali pddnuatikor (pdTnua = znanje, ono sto se uci). Pitagorejska skola
je bila dijelom tajna zajednica pa mnogi podaci o njoj nisu pouzdani, a Pitagori su
pripisivana bozanska svojstva, te su to glavni razlozi zasto danas ne znamo tko je dokazao
koji pitagorejski teorem. No, sigurno je da su pitagorejci poceli deduktivno dokazivati
matematicke tvrdnje. Krajem 6. st. pr. Kr. je Pitagora zbog politicko-ratnih sukoba u
kojima su sudjelovali pitagorejci pobjegao u Metapont i vjerojatno ondje umro, no ne zna
se kako i kada [5] 2§].

Prema pitagorejskoj filozofiji bit svijeta je u harmoniji brojeva. Pitagorejci su prvi
koji su brojeve gledali kao samostalne, apstraktne objekte. No, za njih, a tako i kasnije za
sve starogrcke matematicare, broj (dptfpuds) je iskljuéivo prirodan broj E] Brojevima su
pridavana misticna znacenja, ali su dokazani i prvi rezultati o njima. Aritmetika kakvu
su razvijali pitagorejci i ostali klasi¢ni starogrcki matematicari poznata je kao teorijska
aritmetika, a iz moderne perspektive mozemo ju smatrati zacetkom teorije brojeva.
Za razliku od toga, prakticno racunanje (logistika) u antickoj Grékoj nije smatrano
matematickom djelatnoséu. Za logistiku su se u jonsko doba kao pomagala koristili
kamenciéi i prsti [5] 2§].

Pitagorejci su razvili cetiri discipline kojima je kasnije, poc¢etkom srednjeg vijeka,
Boethius dao zajednicki naziv quadrivium. Prva od njih je ve¢ spomenuta (teorijska)
aritmetika, koja se bavi se onim Sto se moze prebrojati (kvantiteta, brojnost). Druga
disciplina quadrivium-a je geometrija (yewpetpia), koja se bavi onim $to se moze mjeriti

!'Najstariji sacuvani dokaz ovog teorema nalazimo u EE kao (EEIII31).
2Pritom jedinica (monada, péros) nije broj, nego osnova svih brojeva. Tako u drugoj definiciji
VII. knjige EE pise: Broj je skup jedinica.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Thales/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Pythagoras/
https://www.britannica.com/place/Crotone-Italy
https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookIII/propIII31.html
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(velicinama: duljina, povrsina, volumen, ali i trajanje, masa). Preostale dvije discipline
quadrivium-a su glazba (harmonija, aritmetika u vremenu) i astronomija (geometrija u
vremenu). O pitagorejskoj aritmetici saznajemo ne samo od Prokla, nego i od Aristotela
(4. st. pr. Kr.) i Nikomaha iz Geraze (1. st. A. D). Mnogi pitagorejski aritmeticki rezultati
sacuvani su u VIL., VIIL i IX. knjizi EE. Pitagorejci su uveli razne klasifikacije (prirodnih)
brojeva. Osnovna je podjela na parne i neparne brojeve: Parni brojevi su oni koji
se mogu podijeliti na dva jednaka broja, a neparnima pri dijeljenju popola preostaje
jedinica. Razlikovali su i proste i sloZzene brojeveE| Razmatrali su i savrSene brojeve,
tj. brojeve koji su zbrojevi svih svojih pravih djelitelja, te kvadratne i kubne brojeve,
tj. brojeve oblika n? i n®. Kasnije, vjerojatno tek neopitagorejci u postklasiéno helenisticko
razdoblje (oko prijelaza era), su razmatrani i razni ’ﬁgurativni brojevi‘ te prijateljski
brojevi (dva broja su prijateljska ako je svaki od njih zbroj pravih djelitelja drugog,
tj. savrSeni su brojevi oni koji su prijateljski sami sebi) [5], 28, 49]. Pitagorejcima se
pripisuje sljedeéi poznati teorem{

Teorem 3 (EEIX36) Ako je proizvoljno mnogo brojeva pocevsi od jedinice razvijeno u
dvostrukoj proporczjﬂ sve dok im zbroj ne bude prost, te ako taj zbroj pomnoZen sa zadnjim
dade broj, taj broj je savrsen.

Suvremenim nacinom receno: Ako jep = 1+ 2+ 22+ ... 4+ 2™ = 2™F! _ 1 prost broj,
onda je n = 2™ p savrsen.

Pitagorejci su se vezano za Pitagorin poucak (vidi nize) bavili i pitagorejskim trojkama.
Gotovo sigurno su znali ih ima beskonacno mnogo, a pripisuje im se i dokaz sljedeceg
teorema (teorem dajemo u suvremenoj formulaciji):

Teorem 4 (, lema) Za svaka dva relativno prosta prirodna broja m > n, koji
nisu oba neparni, (2mmn, m* —n* m? + n?) je primitivna pitagorejska trojkdﬂ i obrnuto,
za svaku primitivnu pitagorejsku trojku (a,b, ¢) postoje dva relativno prosta prirodna broja
m i n, koji nisu oba neparni, takvi da je (a,b,c) = (2mmn,m? — n% m? + n?).

Primijetimo da specijalno za n = 1 odmah vidimo da postoji beskona¢no mnogo pita-
gorejskih trojki [5]. Napomenimo ovdje da je generalizaciju gornje tvrdnje na opéenite
pitagorejske trojke dokazao tek 1901. L. Kronecker: Sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe
a’ + b? = ¢? su, do na udvostrucavanje, dana kao (2mn k, (m? — n?) k, (m? +n?) k) gdje
su k, m,n prirodni brojevi takvi da je m > n i m i n su relativno prosti i nisu oba neparni
(Kroneckerov teorem) [1].

Iako ne znamo je li Pitagora osobno dokazao Pitagorin poucak, ¢ini se pouzdano da je
neki pitagorejac prvi koji je taj teorem dokazao (kako smo vidjeli, teorem je bio poznat
jos Babiloncima, ali ne i dokaz). Ne znamo to¢no kakav je bio pitagorejski dokaz tog
poucka, ali buduéi da se veéina sadrzaja I. knjige EE pripisuje pitagorejcima, razumno je
pretpostaviti da je tamo zapisan dokaz zapravo pitagorejski:

Teorem 5 (EEI47, EEI48) Trokut je pravokutan ako i samo ako je kvadrat nad njego-
vom najduljom stranicom jednak zbroju kvadrata nad njegovim kracim stranicama.

3U VIL knjizi EE 11. i 13. definicija kazu: Prost broj je broj koji se moze izmjeriti samo jedinicom.
SloZen broj je onaj koji se moze izmjeriti brojem.

40brat (da ne postoje drugi parni savrSeni brojevi osim onih gornjeg oblika) je dokazao tek Euler u
18. st.

5Tj. svaki sljededi ¢lan je dvostruko veéi od prethodnog.

6Pitagorejska trojka u kojoj su brojevi relativno prosti.


https://open.library.ubc.ca/soa/cIRcle/collections/ubctheses/831/items/1.0079652
http://mathworld.wolfram.com/FigurateNumber.html
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookIX/propIX36.html
https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookX/propX29.html
https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI47.html
https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI48.html
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Slika 4.1: Tlustracija uz Euklidov dokaz nuznosti u Pitagorinom poucku (slika izradena
programom Geogebra).

Dokaz nuznosti. Neka je dan pravokutni trokut AABC' s pravim kutom pri vrhu C' (slika
. Nad sve tri stranice konstruirani su i kvadrati ACGF, BOCHK i ABED. Nadalje,
ucrtana je i visina C'L na hipotenuzu, od vrha C' do nasuprotne stranice kvadrata nad
hipotenuzom. Ta visina dijeli kvadrat nad hipotenuzom na dva pravokutnika. Dokazujemo
da je jedan od njih jednak (po povrsini) kvadratu nad jednom katetom. Zatim se analogno
dokaze da je drugi jednak kvadratu nad drugom katetom, iz cega slijedi tvrdnja. Dokazimo
recimo da je lijevi pravokutnik ADLT jednak kvadratu ACGF": Ucrtajmo trokute ADC
i ABF. Ta dva trokuta imaju jednu zajednicku stranicu (AB), zatim joS jednu stranicu
jednake duljine (JAF| = |AC]| jer je ACGF kvadrat), a i kut medu tim dvjema stranicama
je jednak (ZFAB je pravi kut uveéan za kut ZCAB, a takav je i ZOAD). Po SKS-
teoremuﬂ ta dva trokuta su ne samo u smislu geometrijske algebre jednaka, nego i sukladna.
Bududéi da trokut AACD ima jednaku jednu stranicu i visinu na nju kao pravokutnik
ADLT (stranica AD je zajednicka, a visina je DL) slijedi da je taj trokut jednak pola
pravokutnika.ﬂ S druge strane trokut AAF B ima s kvadratom ACGF zajednicku stranicu
AF ivisinu AC, dakle je taj trokut jednak pol tog kvadrata. Buduéi da su trokuti jednaki,
slijedi da je kvadrat ACGF jednak pravokutnik ADLT, sto je i trebalo dokazati. )

Iz ovog se dokaza vidi i osnovni princip tzv. geometrijske algebre starih Grka, a to
je da su identitete koje danas interpretiramo algebarski anticki Grei shvacali i dokazivali
¢isto geometrijski, kao jednakost duljina, povrsina ili volumena. Kad se u geometrijskoj
algebri govori o jednakosti, kao npr. ovdje o jednakosti jednog kvadrata s druga dva, misli
se na jednakost mjere (ovdje povrsine), a ne na sukladnost.

Kao sto je re¢eno, pitagorejcima se pripisuje veci dio sadrzaja I. knjige EE, sto ukljucuje
razne propozicije iz elementarne planimetrije kao sto su konstrukcija paralele i okomice

"Ako je ovaj dokaz pitagorejski, to znaci da su pitagorejci znali i SKS-teorem. Buduéi da se i on moze
nad¢i u L. knjizi EE kao EEI4, to je vrlo vjerojatno.

81 ovo se nalazi dokazano u EEI, [propozicija 41: Ako paralelogram ima istu osnovicu kao trokut i ako
se nalaze izmedu istih paralela, onda je paralelogram dvostruki trokut.


http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI41.html
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Slika 4.2: Tri pravilna poplocenja ravnine.

na pravac, bisekcija kuta i duzine, teoremi o sukladnosti trokuta, odnos povrsine trokuta
i paralelogramaﬂ ... Posebno, pitagorejci su znali da je zbroj kutova u svakom trokutu
jednak 2 prava kutaB a vjerojatno su dokazali i generalizaciju: Zbroj kutova u svakom
cetverokutu je cCetiri prava kuta, u svakom peterokutu je Sest pravih kutova i t. d., tj.
suvremenim stilom iskazano: Zbroj kutova u svakom n-terokutu je 2n — 4 prava kuta.
Poznat je pitagorejski interes za pravilne mnogokute i pravilne poliedre. Prili¢no je sigurno
da su poznavali svih pet pravilnih poliedara, s tim da se poznavanje prvih cetiriju (kocka,
pravilni tetraedar, pravilni oktaedar i pravilni ikozaedar) pripisuje ve¢ Pitagori, dok se
otkri¢e pravilnog dodekaedra pripiduje Hipasusu iz Metaponta [I]. Pripisuje im se i
poznavanje dokaza sljedeceg teorema [1]:

Teorem 6 Postoje samo tri pravilna poploéenjﬂ ravnine: poplocenje jednakostranicnim
trokutima, poplocenje kvadratima i poplocenje pravilnim sesterokutima (slika .

Najstariji sacuvan dokaz gornjeg teorema potjece od Keplera (1619.) [11]: Zbroj
kutova u svakom n-terokutu je 2n — 4 prava kuta, pa je u pravilnom n-terokutu svaki kut
jednak a = 22=% pravih kuteva. U svakom vrhu pravilnog poplocenja sastaje se isti broj m

pravilnih n—te?okuta, dakle je m a jednak cetiri prava kuta. Slijedi m = 45"~ =2 + ﬁ.
Pritom su m i n prirodni brojevi veéi od 1. Ako je n = 3 dobije se m = 6 (poploc¢avanje
jednakostrani¢nim trokutima), ako je n = 4 dobije se m = 4 (poploc¢avanje kvadratima),
ako je n = 5 m nije cijeli, ako je n = 6 dobije se m = 3 (poplocavanje pravilnim

Sesterokutima). Za n > 6 je ﬁ < 1, dakle ne moze biti cijeli broj.

Siroj matematickoj i opéenito obrazovanoj populaciji je uz Pitagorin poucak vierojatno
najpoznatiji pitagorejski rezultat kojeg danas iskazujemo ovako: v/2 je iracionalan broj.
No, kako smo rekli, za pitagorejce samo prirodni brojevi su brojevi. Razlomci za stare
Grke nisu brojevim, nego omjeri dvaju brojeva. Stoga niposto brojevi koje danas zovemo
iracionalnima za njih nisu bili brojevi. Pitagorejci su smatrali da se cijeli svijet moze
opisati prirodnim brojevima i njihovim odnosima (omjerima). Posebno je to znacilo da

YEEI41: Ako paralelogram ima istu osnovicu kao trokut i ako se nalaze izmedu istih paralela, onda je
paralelogram dvostruki trokut.

10EEI32: U svakom trokutu, ako se jedna strana produlji, vanjski kut jednak je zbroju dvaju unutrasnjih
nasuprotnih kutova, a zbroj tri unutrasnja kuta u trokutu je dva prava kuta.

Poplocenje ravnine je prekrivanje ravnine bez rupa i preklapanja kopijama jednog ili vise likova
(’plocica’). Poplocenje je pravilno ako su sve plocice sukladni pravilni mnogokuti koji imaju zajednicke
vrhove i ako se u svakom vrhu sastaje isti broj plocica.
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Slika 4.3: Pravilni pentagram

im je osnovno uvjerenje bilo da su svake dvije istovrsne veli¢ine (dva broja, dvije duljine,
dvije povrsine, dva volumena, ...) sumjerljive. Pritom, dvije veli¢ine su sumjerljive ako
postoji veli¢ina (zajednicka mjera, iste vrste kao polazne dvije veli¢ine) kojom se mogu
obje izmjeriti. Dakle, pitagorejska pretpostavka (uvjerenje) o sumjerljivosti znaci da su
svake dvije istovrsne veli¢ine viSekratnici jedne te iste zajednicke mjere (,,mogu se njome
izmjeriti”). Mozemo to i ovako iskazati: Postoji jedinica duljine (povrsine, volumena,
vremena, ...) takva da svaka duljina (povrsina, volumen, vremenski interval, ...) kao
mjeru ima racionalan broj.

Neki pitagorejac, navodno Hipasus iz Metaponta, je oko 450. g. pr. Kr. dokazao
da dijagonala kvadrata nije sumjerljiva njegovoj stranici. To je naravno ekvivalentno
¢injenici da je v/2 iracionalan broj, ali je konceptualno bitno drugadije. Takoder, iz veé
navedenih razloga takav dokaz je zasigurno bio ¢isto geometrijski, a ne kao danasnji
algebarsko-simbolicki [5, 28] [49]. Druge teorije sugeriraju da je prvi dokaz egzistencije
nesumjerljivih veli¢ina bio nesumjerljivost stranice i dijagonale pravilnog peterokuta jer je
pravilni pentagram (slika bio simbol pitagorejske skole [20]. Omjer duljina dijagonale
i stranice pravilnog peterokuta danas je poznat pod nazivom omjer zlatnog rezal”
Pitagorejci su uocili da je taj omjer moguce definirati kao omjer dviju duljina u kojem se
dulja prema kracoj odnosi kao krac¢a prema njihovoj razlici.

Bilo da je otkri¢e nesumjerljivih veli¢ina vezano za kvadrat bilo za pravilni peterokut,
gotovo sigurno ono je proizaslo iz otkrica Euklidovog algoritma [20]. Najkasnije od
egipatskog i sumerskog doba bilo je lako usporediti dvije istovrsne veli¢ine (broja, mase,
duljine, ...) ako je iznos jedne prirodni visekratnik iznosa druge. Primjerice, na sljedecoj
slici ilustrirano je kako utvrdujemo da je dulja duzina 5 puta dulja od krace:

N I E R
L1

Pitagorejci (a mozda veé i Egipéani ili Babilonci) su otkrili kako se snaéi s ,,ostatkom”.
Naime, ako veca veli¢ina nije visekratnik prve (veéu ne mozemo izmjeriti manjom), onda
ostatkom mjerimo manju. Ako opet ostane ostatak, onda prvi ostatak mjerimo drugim i
t.d., sve dok u nekom trenu ne nademo zajednicku mjeru dvaju zadnjih ostataka, koja je
onda (najveca) zajednicka mjera polaznih dviju veli¢ina. Tako je na sljedecoj slici mali
zuti kvadrati¢ najveca zajednicka mjera za ¢itav pravokutnik i za plavi kvadrat, odnosno
duljina njegove stranice je najveca zajednicka mjera za stranice polaznog pravokutnika.

12Naziv ’omjer zlatnog reza’ uveo je tek 1835. godine njemacki matematicar Martin Ohm, brat
znamenitijeg fizicara Georga Ohma.
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Slika 4.4: Nesumjerljivost dijagonale i stranice pravilnog peterokuta.

Temeljna pitagorejska pretpostavka o sumjerljivosti svake dvije istovrsne veli¢ine
povlaci da za svake dvije istovrsne velic¢ine postupak Euklidovog algoritma staje u konac¢no
mnogo koraka (EEX2). Ako uzmemo dvije duZine (crvenu i zelenu) ¢ije duljine su u
omjeru zlatnog reza, imat ¢emo niz koraka sa slike u Euklidovom algoritmu{™| Buduéi
da je u svakom koraku omjer dulje prema krac¢oj duljini isti, postupak se nastavlja u
beskonacnost —ne postoji zajednicka mjera crvene i zelene duzine.

Primijenimo isti na¢in razmisljanja na dokaz nesumjerljivosti dijagonale i stranice
kvadrata. Pogledajmo sliku . Dan je kvadrat (duljinu stranice oznacili smo s a, a
dijagonale s d). Ucrtamo manji kvadrat (crveno) tako da mu stranica lezi na dijagonali i
da mu je stranica duljine d — a. Trokut AABC je jednakokracan, iz ¢ega (zbog jednakosti
kutova s okomitim kracima) slijedi da je i ADBC' jednakokracan, tj. |CD| = d — a. Stoga
je dijagonala crvenog kvadrata duljine a — (d —a) = 2a—d. Sad bismo mogli na isti na¢in u
crveni kvadrat ucrtati kvadrat kojemu je stranica duljine njegove dijagonale minus njegove
stranice, i tako u beskonacnost. Pritom je u svakom sljede¢em koraku a, 1 = d,, — a,
id,1 = 2a, —d,. Kad bi a i d bile sumjerljive, sa zajednickom mjerom m, onda bi u
svakom koraku a,, i d,, bile sumjerljive, istovremeno postajuéi proizvoljno male (dakle,
u nekom trenu i manje od m), Sto je nemoguce. Zakljuc¢ujemo da dijagonala i stranica
kvadrata ne mogu biti sumjerljive.

~ A
Jonsko razdoblje gréke matematike . . .

\ ... doba je kad se matematika pocela razvijati kao znanost u kojoj se turdnje logicki dokazuju. Za
brojke se koristio aticki brojevni sustav. Prema tradiciji, ali nepouzdano, prvi je matematicke
(geometrijske) turdnje dokazivao Tales iz Mileta u prvoj polovici 6. st. pr. Kr. Prvi koji su sa
stigurnoséu dokazivali matematicke tvrdnje bili su pitagorejci, pripadnici skole koju je osnovao
Pitagora sa Samosa oko 520. g. pr. Kr. Od pitagorejaca nadalje u starogrékoj matematici pod
brojevima se podrazumijevaju iskljucivo prirodni brojevi. Osim aritmetikom (koja je u pitagorejskom
obliku zacetak teorije brojeva) pitagorejci su se bavili i geometrijom. Iako su pretpostavijali da
su svake dvije istovrsne geometrijske velicine sumjerljive, tj. da im se omjer moZe izraziti kao
omgjer prirodnih brojeva, otkrili su da to nije tako (dokazavsi, vierojatno geometrijskom varijantom

FEuklidovog algoritma, da dijagonale pravilnih cetverokuta odnosno peterokuta nisu sumgerljive

130vo se obi¢no ilustrira tzv. Pitagorinom lutnjom.


https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookX/propX2.html
https://mir-s3-cdn-cf.behance.net/project_modules/disp/964bf77524983.560b1b71e802f.png
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Slika 4.5: Nesumjerljivost dijagonale i stranice kvadrata.

L njihovim stranicama). No, ne moZemo reéi da su pitagorejci otkrili iracionalne brojeve jer ih om'J

nikad ne bi prihvatili kao brojeve.
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4.2 Atensko razdoblje grcke matematike

L2 oA o . N T

-@'l\rlatematlckl pojmovi u ovom odjeljku
brojka * infinitezimalni racun * limes * niz * konstrukcije ravnalom i Sestarom * jednadzba *
dedukcija * kvadratni i kubni korijeni * omgjeri i razmjeri * sinus i kosinus * povrsina i volumen *

krivulja * pravilni poliedri * konike

U prvoj polovici 5. st. pr. Kr. kao centar grcke filozofske i znanstvene djelatnosti
pomalo se pocinje isticati Atena. Dok se u opc¢oj povijesti ovo razdoblje naziva klasicnim
periodom grcke povijesti, u povijesti matematike poznato je i kao atensko razdoblje.
Vrhunac (u znanstvenom smislu) atenskog razdoblja predstavlja Platonovo osnivanje
Akademije (ca. 387. pr. Kr.). Atensko razdoblje potrajalo je do doba osvajanja Aleksandra
Makedonskog, dakle do potkraj 4. st. pr. Kr. U atenskom razdoblju starogrcka mate-
matika u potpunosti je poprimila formu geometrijske algebre, a pojavljuju se i temelji
infinitezimalnog nacina razmisljanja te matematicke logike.

Tijekom atenskog razdoblja aticke brojke postepeno su zamijenjene alfabetskim
(miletskim) brojkama. Princip tog sustava slican je brojevnim sustavima koje su
koristili Feni¢ani, a kasnije Zidovi, Arapi, Hrvati (glagoljske brojke), ...: Slovima alfabeta,
u ovom slucaju grckog, pridruzene su brojevne vrijednosti. Greki alfabetski sustav je
dekadski brojevni sustav sa znamenkama koje odgovaraju brojevima jedan do devet
pomnozenim s jedan, deset i sto. Za to je potrebno 27 znamenki, a grcki alfabet ima 24
slova pa su dodatno koristena tri arhai¢na slova: fenicko slovo vau (digama) za 6, kopa
za 90 i san (sampi) s vrijednos¢u 900. Dalje je alfabetski sustav znamenkasto aditivan.
Koristenjem crtice (tzv. hasta) ispred znamenki za jedinice dobivaju se tisudice, a za
desettisuéicﬁ su se istih tih devet znamenki pisale povrh slova M (veliko p, od mirijada,
tj. deset tisuca). Do kraja atenskog razdoblja znamenke ovog sustava poprimile su formu
prikazanu slikom 4.6, Da bi se tekst razlikovao od brojki, alfabetske brojke obi¢no su
zavrsavale apostrofom ili bivale natcrtane. Primjerice, prav ili peo’ je nas 111 [28| 38, [16].

Zacetke infinitezimalnog racuna susre¢emo kod dvaju filozofa atenskog razdoblja.
Zenonu iz Eleje (ca. 490.-430. pr. Kr.) Aristotel pripisuje cetiri paradoksa/ (dihotomiju,
paradoks o Ahilu i kornjaci, strijela i stadion) kretanja, u kojima iz beskonaé¢ne djeljivosti
prostora odnosno vremena Zenon dobiva prividno paradoksalni rezultat nemoguénosti
kretanja. Iako sva cetiri paradoksa otvaraju pitanje prirode kontinuuma, za povijest
matematike su od strijele i stadiona znacajnije dihotomija i paradoks o Ahilu i kornjaci.
Dihotomijal argumentira nemogucénost kretanja time sto se svaku udaljenost prvo treba
prije¢i do pola, a nakon toga pola ostatka i t.d. Prema Zenonu, ma koliko prijedemo,
uvijek ¢e ostati razlika do cilja. Slican je paradoks o Ahilu i kornjaci: Ahil je puno brzi od
kornjace, ali dok Ahil dode do prvotne pozicije kornjace, ona se pomakla, dok Ahil dode do
te pozicije, ona je opet malo odmakla, i t. d. Dakle, prema Zenonu, Ahil nece nikad stici
kornjac¢u. Danas naravno oba paradoksa lako razrijeSimo koristeé¢i konvergentne redove
(u prvom slucaju geometrijski s kvocijentom %, a u drugom opceniti konvergentni red s
pozitivnim ¢lanovima) [10]. S druge strane, filozof Demokrit iz Abdere (ca. 460.-370.
pr. Kr.), poznat po ideji nedjeljivih Cestica ,atoma® kao osnovnih jedinica materije, za
povijest matematike je zanimljiv po ideji podjele stosca na beskonacno tanke diskove
paralelne bazi u svrhu odredivanja njegova volumena. Tako je dosao do dileme: Ako
gledamo jedan takav disk, jesu li njegove osnovice jednake ili ne? Ako jesu, stozac je

14yjerojatno tek pocetkom sljedeéeg, helenistickog razdoblja.


https://enciklopedija.hr/clanak/grci#poglavlje8
https://enciklopedija.hr/clanak/grci#poglavlje8
http://www.croatianhistory.net/glagoljica/edu/gl_brojevi.pdf
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Zeno_of_Elea/
https://iep.utm.edu/zenos-paradoxes/
https://www.ted.com/talks/colm_kelleher_what_is_zeno_s_dichotomy_paradox/transcript
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Slika 4.6: Znamenke klasi¢nog grckog alfabetskog brojevnog sustava.

Slika 4.7: Primjer geometrijske algebre (primjer .

valjak, ako nisu, stozac je grbav. Naravno, ni tu dileme, znamo danas, nema, ali oc¢igledno
ovo njegovo razmatranje mozemo smatrati prethodnikom ideje integrala [5].

Kao sto smo ve¢ rekli, geometrijska algebra opisuje starogrcke geometrijske rezultate
koje danas opisujemo algebarskim Tu, primjerice, kvadrat nije broj odnosno potencija
broja, nego geometrijski lik poistovjeéen sa svojom mjerom (povrsinom). Dva objekta su
jednaka ako su jednaki po mjeri (iznosu, duljini, povrs$ini odnosno volumenu). Dakle, vrlo
bitno je istaknuti: Nisu anticki Grei jednadzbe rjesavali geometrijski (niti je u njih bilo
ideje jednadzbe), nego mi danas mnoge njihove rezultate interpretiramo i dokazujemo
algebarski. Tijekom 5. st. pr. Kr. starogrcki matematicari su dodatno poceli zahtijevati
da se geometrijske konstrukcije kojima se dokazuju tvrdnje smiju provoditi iskljucivo
(neoznacenim) ravnalom i Sestarom. Stoga se za jednakost (brojeva, duljina, povrsina,
odnosno volumena) trazilo i vise od puke jednakosti mjere: Jednakost se mora moci
dokazati u kona¢no mnogo konstrukcijskih koraka ravnalom i Sestarom. Kao razlog tog
ogranic¢enja mnogi autori navode da su se kao jedine dvije krivulje prisutne u stvarnome
svijetu smatrali pravci i kruznice, koje su smatrane ,savrsenim” krivuljama jer ,svaka dva
njihova dijela“ izgledaju podjednako [?].

5Naziv potjece iz 19. st.
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Primjer 15 Zadan je kvadrat ABCD i potrebno je na starogrcki nacin konstruirati
njemu jednak pravokutnik kojemu je zadana jedna stranica. Zadana stranica se postavi kao
nastavak BE stranice AB kao na slici m Zatim se konstruiraju pravei AD i EC' te odredi
njihovo sjeciste F'. Naposlijetku se EAF dopuni do pravokutnika (konstruirajuci paralele)
i produlje duZine CD i BC do rubova tog pravokutnika. Buduéi da je EF dijagonala tog
pravokutnika, ona ga raspolavlja. Takoder, vidljiva su dva para sukladnih trokuta. Stoga
su sive povrsine jednake, tj. pravokutnik je jednak (po pouvrsini) kvadratu. Uocimo li da
su svi koraci izvedivi ravnalom i Sestarom, zakljucujemo da je zadatak korektno rijesen.
Pritom se stvarno radi o primjeru geometrijske algebre, jer bi opisanu konstrukciju danas
bilo prirodnije gledati kao ilustraciju riesavanja linearne jednadzbe ax = b?.

U prethodnom primjeru ste se mozda zapitali zasto smo na kraju linearnu jednadzbu
zapisali kao ax = b%, a ne kao ax = b. Razlog je u principu homogenosti, koji je ne
samo u duhu antickih shvac¢anja, nego je sve do modernog doba zadrzan u pristupima
jednadzbama, a i danas je bitan u primjenama: Izjednacavati (te zbrajati i oduzimati) se
mogu samo istovrsne velic¢ine (ovdje su to povrsine kvadratqa i pravokutnika).

Vjerojatno najpoznatija matematicka tema koja potjece iz atenskog razdoblja anticke
grcke matematike su tri klasicna problema. Zasto su ta tri problema toliko vazna?
Danas znamo da oni nisu rjesivi (naravno, postujuéi uvjet konstrukcije rjesenja ravnalom
i Sestarom), ali su pokusaji rjesenja tih problema, posebno u anticko gréko doba, doveli do
mnogih novih matematickih otkri¢a. Ta su se tri problema vjerojatno pojavila pokusajem
generalizacije konstrukcija bisekcije kuta, podjele duzine na proizvoljan broj jednakih
dijelova i udvostrucenja kvadrata koje su bile dobro poznate matematicarima potkraj
jonskog i pocetkom atenskog razdoblja. Tri klasi¢na problema su:

1. Problem udvostrucenja (duplikacije) kocke: Za danu kocku treba ravnalom i
Sestarom konstruirati brid kocke dvostrukog volumena.

2. Problem trisekcije kuta: Dani kut treba ravnalom i Sestarom podijeliti na trecine.

3. Problem kvadrature kruga: Ravnalom i Sestarom treba konstruirati stranicu
kvadrata iste povrSine kao dani krug.

Problem udvostrucenja kocke danas formuliramo ovako: Za zadani a > 0 zadatak je
ravnalom i Sestarom konstruirati x takav da je

2 = 2a3.

O njegovoj prvoj pojavi govore dvije poznate legende. Jednu, po kojoj je ovaj problem
poznat i kao delijski problem, navodi Teon iz Smirne (ca. 70.—130.) citirajuéi Eratostena,
a to je da su gradani Delosa u doba jedne epidemije potrazili savjet prorocista u Delfima
kako da se rijese jedne epidemije te im je rec¢eno da konstruiraju dvostruko veéi oltar
od postojeceg kockastog oltara posveéenog bogu Apolonu. Drugu pak navodi Eutokije
Askalonski (ca. 480.-540.) u komentaru Arhimedova teksta O kugli i valjku, a to je da je
kretski kralj Minos htio udvostruciti grob pjesnika Glaukusa 28], [49].

Za razliku od toga, o problemu trisekcije kuta nema nikakvih, ¢ak niti legendarnih,
podataka o njegovom nastanku. Bio je manje popularan od druga dva klasi¢éna problema,
vjerojatno zato Sto je za neke kutove rjesiv ravnalom i Sestarom. Kako se on uklapa u
nasu definiciju geometrijske algebre? Uoc¢imo prvo da ga je dovoljno razmatrati samo za
siljaste kutove, jer se pravi kut moze trisektirati ravnalom i Sestarom koristec¢i konstrukciju
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Slika 4.8: Pravi kut se moze trisektirati ravnalom i Sestarom, a konstrukcija kuta ekviva-
lentna je konstrukciji njegova kosinusa.

jednakostrani¢nog trokuta (slika lijevo). Nadalje, Siljasti kut ¢ (primjerice, treéina
zadanog kuta «) moze se konstruirati ako i samo ako se moze konstruirati cos ¢ (slika
desno)F_gl To se lako vidi iz definicije sinusa i kosinusa u jedini¢noj kruznici. Ako je zadan
@, iz cos(3¢) = 4 cos® ¢ — 3 cos ¢ uz supstitucije 3¢ = a i x = cos ¢ vidimo da je problem
trisekcije kuta ekvivalentan konstrukciji rjesenja kubne jednadzbe

423 — 3x = cos .

Zadatak 6 Koja jednadzba odgovara trisekciji kuta od 60°?

Naposlijetku, problem kvadrature kruga danas interpretiramo ovako: Za zadani r > 0
treba ravnalom i Sestarom konstruirati x takav da je

Za ovaj problem postoji konkretno ime uz koje se veze njegova prva pojava. Bio je to
navodno Anaksagora iz Klazomena (ca. 499.-428. pr. Kr.), Periklov prijatelj koji je
zavrsio u zatvoru zbog tvrdnje da Sunce nije bog te se navodno u zatvoru poceo baviti ovim
problemom. Prvi vazniji pokusaj rjeSavanja ovog problema pripisuje se sofistu Antifontu
(ca. 480.—411. pr. Kr.). On je navodno predlozio upisivanje pravilnih mnogokuta u krug,
pocevsi od kvadrata, preko osmerokuta redom uz udvostrucavanje broja stranica. Smatrao
je da ¢e se ostatak do povrsine kruga iscrpsti kad dodemo do dovoljno velikog broja
stranica. Naravno, tu je poc¢inio matematicku gresku, koju danas izrazavamo ovako:
Ako se svaki ¢lan nekog niza moze konstruirati ravnalom i Sestarom, to ne znaci da se i
limes tog niza moze konstruirati. U svakom sluéaju ovaj problem je brzo postao iznimno
popularan, na Sto primjerice ukazuje ¢injenica da ga Aristofan spominje u komediji Ptice
(414. pr. Kr.) [5] 28], 49].

Zadatak 7 Nadite primjer konvergentnog niza takvog da se svaki njegov c¢lan moze kons-
truirati ravnalom v Sestarom, ali da se njegov limes me moze konstruirati ravnalom i
sestarom. Pritom iskoristite cinjenicu da se broj moze konstruirati ravnalom i Sestarom
ako © samo ako se moZze izracunati iz cijelih brojeva koristeci konacno mnogo operacija
zbrajanja, oduzimanja, mnoZenja, dijeljenja i drugih korijena.

16 Alternativno sin ¢. Oprez: U ovo doba jo$ nije postojala trigonometrija, tako da je ovo moderna
analiza problema, a ne starogrcki pristup.
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Slika 4.9: Prvi Hipokratov mjesec.

Sa sva tri klasi¢na problema se bavio prvi znacajni matematicar atenskog razdoblja
bio je Hipokrat s Hiosa (ca. 470.—410. pr. Kr.). On je navodno bio trgovac brodovima
iz Jonije, ali je izgubio imovinu (jedni navode gusare, drugi nepostene carinike) te je
dvadesetak godina, otprilike 450.—430. pr. Kr., proveo u Ateni ¢ekajuéi odstetu. Za to je
vrijeme ucio filozofiju i matematiku, te je postao najznacajniji matematicar u 5. st. pr. Krm
Napisao je danas izgubljeno djelo Elementi geometrije, koje je vjerojatno bilo osnova za
prve cetiri knjige EE. Znao je, a mozda i dokazao, da se povrsine krugova odnose se kao
kvadrati nad njihovim polumjerima@ Hipokratu se pripisuje i uvodenje slova kao oznaka
u geometrijskim dijagramima [5], 28 [49].

Hipokrat je prva osoba koja je tocno odredila kvadraturu (koristimo ovaj izraz jer se ne
radi o raCunanju povrsine, nego o tome ekvivalentnoj geometrijskoj konstrukeiji) nekog lika
obrubljenog krivuljama. Pri pokusaju rjeSavanja problema kvadrature kruga Hipokrat je
naime otkrio da se odredeni mjesecoliki likovi omedeni dvjema kruznicama mogu kvadrirati
ravnalom i Sestarom. Ti se likovi danas nazivaju Hipokratovi mjeseci. Geometrijski
gledano, mjesec je lik omeden lukovima dviju ekscentri¢nih kruznica razli¢itih polumjera,
a ako se mjesec moze kvadrirati ravnalom i Sestarom, nazivamo ga Hipokratovim. Sam
Hipokrat je otkrio, do na sli¢nost, tri tipa takvih mjeseca, a danas je poznato da ih
ima pet.@ Mi ¢emo ovdje opisati samo prvi tip, a za preostale i dokaz da ih ima tocno
pet upuéujemo na ovaj . Prvi Hipokratov mjesec je mjesec omeden kruznicom
k1 kojoj je polumjer kateta pravokutnog jednakokracnog trokuta, a srediste u vrhu s
pravim kutom, te kruznicom ky ¢iji promjer je hipotenuza tog trokuta, tj. kruznicom
opisanom tom trokutu (slika [£.9). Kvadrat nad hipotenuzom (promjerom od k) je prema
Pitagorinom poucku dvostruki kvadrat nad katetom trokuta (polumjerom od k). Buduéi
da je polumjer pola promjera, to znaci da je kvadrat nad hipotenuzom pola kvadrata nad
promjerom kruga omedenog s k;. Bududi da se povrsine krugova odnose kao kvadrati
nad njihovim promjerima, sto je, kako smo rekli, Hipokrat znao, slijedi da se povrsina
kruga nad hipotenuzom prema povrsini kruga omedenog s k; isto odnosi kao 1 : 2, pa se
tako odnose i odgovarajuéi polukrugovi. Stoga polukrug nad hipotenuzom ima jednaku

1"Ne valja ga mijeSati sa suvremenikom i imenjakom, lije¢nikom Hipokratom s Kosa.

18Najstariji sa¢uvani dokaz nalazimo u EE.

9Preostala dva su otkrivena u 18. st. (M. J. Wallenius), a u 20. st. je dokazano da nema drugih
(N. G. Cebotarev, A. V. Dorodnov).


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hippocrates/
http://www.mathpages.com/home/kmath171/kmath171.htm
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Slika 4.10: Veza mjeseca i kvadrature kruga.

povrsinu kao isjecak koji je Cetvrtina kruga omedenog s k;. Povrsina mjeseca (crveno
na slici je ocito zbroj povrsina trokuta i polukruga nad hipotenuzom umanjena za
spomenuti isjecak u krugu omedenom s ki, pa slijedi da prvi Hipokratov mjesec ima istu
povrsinu kao trokut kojim je odreden. Bududi da se trokut (kao i svaki drugi uglati lik, $to
¢emo kasnije i pokazati) moze kvadrirati ravnalom i Sestarom, opisani mjesec je stvarno
Hipokratov mjesec.

Prema vise izvora, Hipokrat je bio svijestan da svojim otkri¢em mjeseca koji se
mogu kvadrirati ravnalom i Sestarom nije rijeSio problem kvadrature kruga. No, neki
navode sljedece krivo zakljucivanje kao, mozda, njegovo. Pogledajmo pravilni Sesterokut
s opisanom kruznicom i ucrtanim polukruznicama nad svim njegovim stranicama (slika
. Polumjer kruznice jednako je dug kao stranice pravilnog Sesterokuta (tj. promjeri
malih polukruznica), pa se povrsine malih i velikih krugova se odnose 4 : 1. Stoga vrijedi
sljededi ,,geometrijski racun”: Prvo uoc¢imo da je

@ :O +6-D:©+6-D.
4O :@:O +6-D—6-D:© +3.0) —6. ),
O :O—ﬁ-D.

Dakle, kad bi se mjeseci sa slike mogli kvadrirati, mogao bi se kvadrirati i (mali)
krug.

Stoga je

pa je

Zadatak 8 Osmuislite jos jedan primjer mjeseca koji nije Hipokratov.

Vezano za trisekciju kuta, Hipokrat je otkrio sljede¢u u praksi lako provedivu , meha-
nicku” trisekciju kuta. Neka je zadan kut a = ZABC kojeg treba podijeliti na treé¢ine (slika
4.11)). Prvo konstruiramo okomicu iz A na krak BC', neka joj je noziste D. Zatim ADB
dopunimo do pravokutnika ADBE i produljimo duzinu F'A na strani od A. Sljede¢i korak
nije provediv ravnalom i Sestarom, ali u praksi jest izvediv: Na tom produljenju AE nade
se tocka F takva da je |FG| = 2|AB|, gdje je G = BFNAD. U tom slucaju je ZFBC = %.
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Slika 4.11: Hipokratova trisekcija kuta.

Naime, po konstrukciji je |AB| = |HF| = |HG|, dakle je AAFH jednakokracan (AH
je tezisAziAgnica u pravokutnom trokutu AGAF pa ga dijeli na dva jednakokra¢na
trokuta) i posljedicno AABH jednakokracni trokut. Stoga je ZFAH = ZAFH = ¢ te
je kao vanjski kut trokuta AAFH kut ZAHB = 2¢, ali jei ZABF = ZAHB = 2¢.
Naposlijetku, uo¢imo da je AB transverzala (presjecnica) paralelnih pravaca FA i BC.
Stoga je /ZFBC = /AFB = ¢. Dakle, « = ZABC = /ABF + /FBC = 2¢ + ¢ = 3¢,
dakle je ¢ rjesenje problema.

Hipokratov doprinos problemu udvostrucenja kocke mozda se ¢ini najjednostavnijim
od njegovih doprinosa trima klasi¢cnim problemima, no pokazao se najvaznijim. Prvo
definirajmo: Srednje geometrijske proporcionale izmedu istovrsnih veli¢ina a i b su
njima istovrsne veli¢ine x i y takve da je

Hipokrat je uocio da se kocka brida a moze udvostruciti to¢no ako se mogu konstruirati
srednje geometrijske proporcionale izmedu a i 2a. Mi to danas lako algebarski potvrdujemo:
[za:x=x:y=1y:(2a)slijedi 2az = y? i ay = 2° pa je 2° = 2a3. Nakon Hipokrata
svi pokusaji rjeSenja ovog problema usmjereni su na odredivanje srednjih geometrijskih
proporcionala izmedu a i 2a.

Istaknimo jo$ trojicu grékih matematicara iz 5. st. pr. Kr. Prvi od njih zapravo
nije bio matematicar, nego drzavnik i filozof sofist Hipija iz Elide| (ca. 460.—400. pr.
Kr.). Za zZivot je zaradivao putujudi i drzeéi predavanja iz poezije, gramatike, povijesti,
politike, arheologije, matematike i astronomije. Platon ga je kasnije opisao kao umisljenog
i arogantnog covjeka Sirokog, ali povrsnog znanja. Jedini bitni matematicki doprinos
mu je otkri¢e krivulje kvadratise (trisektrise), koja se mozZe iskoristiti i za kvadraturu
kruga i trisekciju kuta (zapravo, za podjelu kuta na bilo koji broj jednakih dijelova), ali se
sama ne moze konstruirati ravnalom i Sestarom. Prema Papusu Aleksandrijskom, Hipijina
kvadratisa nastaje dinamicki. PolaziSte je kvadrat JABCD (slika lijevo). Zamislimo
da u stranica DC pada jednoliko (stalnom brzinom) na stranicu AB. U istom trenutku
kad stranica DC pocne padati, stranica AD pocinje jednoliko rotirati oko A do pozicije
AB, u koju stiZe u istom trenutku kad i DC. U tom slu¢aju se u svakom trenutku pozicije
stranica DC i AD sijeku u po jednoj tocki (na slici lijevo istaknute su pozicije nakon
Cetvrtine, polovine i tri Cetvrtine ukupnog vremena gibanja stranica). Dobivene tocke
¢ine krivulju kvadratisu (trisektrisu) [

20Ako bismo ju gledali iz moderne perspektive, kao smjestenu u Kartezijev koordinatni sustav s
ishodistem u tocki A i koordinatnim osima na pravcima AB i AD, onda se dio krivulje u prvom kvadrantu
sastoji od tocaka (x,y) = (yctg (90°y),y).


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hippias/
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Slika 4.12: Hipijina kvadratisa (trisektrisa).

Opisimo kako iskoristiti kvadratisu, tj. trisektrisu, za trisekciju kuta. Neka je zadan kut
a, kojeg unesemo u kvadrat kao ZBAE (slika desno). Neka je F' presjek kvadratise
i kraka AFE (tu tocku ne mozemo konstruirati ravnalom i Sestarom). Iz F' povuc¢emo
okomicu na AB, njeno noziste neka je G. DuZinu F'G podijelimo na tri jednaka dijela,
neka je |[FH|: |HG| =2 : 1. Kroz tocku H povuéemo paralelu s AB i odredimo njeno
sjeciste I s kvadratisom (ni tocku I ne mozemo konstruirati ravnalom i Sestarom). Onda
je ZIAB = g, §to slijedi direktno iz definicije kvadratise (u istom vremenu padajuca
stranica prijede tre¢inu puta kao rotirajuca treéinu kuta).

Hipijin suvremenik bio je Teodor iz Kirene (ca. 465.-398. pr. Kr.). Poznat je po tome
sto je bio ucitelj Platona i Teeteta. Iz Platonovog dijaloga Teetet saznajemo da je Teodor
dokazao o ,, stranicama kvadrata od tri kvadratne jedinice i od pet kvadratnih jedinica, da
one nisu izmjerive jedinicnom duljinom. Tako je prosao sve kvadratne korijene pojedinacno
do kvadrata od sedamnaest kvadratnih jedinica, na kojem je stao.” Vidimo dakle da iz
moderne perspektive Platon Teodoru pripisuje dokaz iracionalnosti v/3, v/5, v6, V7, V/8,
V10, V11, V12, V13, V14, V15 i V/17. Uoéljivo je da ne spominje kvadrat povrsine dvije
kvadratne jedinice —ocigledno je nesumjerljivost stranice i dijagonale kvadrata u to doba
veé bila opée poznata 1] Razlog zasto je stao na kvadratu sa 17 kvadratnih jedinica nije
poznat, ali jedna od popularnijih teorija je da je u pozadini Teodorova spirala. Ona
nastaje tako da krenemo jednakokrac¢nog pravokutnog trokuta koji je pola jedini¢nog
kvadrata (dakle, hipotenuza mu je duljine v/2). Sad se iterativno konstruiraju pravokutni
trokuti tako da hipotenuza prethodnog postaje dulja kateta sljedeceg, a kraca kateta im
je svima 1 (dakle, hipotenuze su redom duljina sqrt3, v/4, /5, ...), kao na slici m
Pravokutni trokut hipozenuze duljine v/17 je u takvoj konstrukeiji zadnji koji se jos ne
preklapa ni s kojim od ranijih.

Spomenuti treba i Arhitu iz Tarenta (ca. 428.-350. pr. Kr.). On je bio voda ostatka
pitagorejske skole svog doba, koja je nakon ranijih politickih sukoba smanjena i svedena
na zajednicu u gradu Tarentu. Arhita je bio Platonov prijatelj te je utjecao na Platona.
Najpoznatiji je po doprinosu problemu udvostrucenja kocke na temelju Hipokratove ideje.
Arhita je nasao srednje geometrijske proporcionale izmedu a i 2a koristenjem presjeka
cilindra, konusa i torusa. Budué¢i da u to doba koordinatni sustavi jos nisu postojali

21Primijetimo da je stranica kvadrata povrsine dvije kvadratne jedinice isto $to i dijagonala kvadrata
povrsine jedne kvadratne jedinice.


https://old.maa.org/press/periodicals/convergence/an-investigation-of-historical-geometric-constructions-hippias-attempt-to-trisect-an-angle
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Theodorus/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Archytas/
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Slika 4.13: Teodorova spirala.

/
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Slika 4.14: Arhitina duplikacija kocke.

(uvedeni su tek u 17. st., o tome kasnije), njegova je konstrukcija ¢isto geometrijska i vrlo
impresivna te ¢emo ju ukratko opisati.

Neka su AB i AC duzine izmedu kojih Zelimo naéi srednje geometrijske proporcionale
(dakle, duljine su im a i 2a, slika. Arhita zamislja tri plohe opisane na sljede¢i nacin.
Prva je polucilindar promjera AC (Zuto na slici . Nad AC (u ravnini okomitoj na
osnovicu cilindra) konstruira se polukruznica, a njenom rotacijom oko izvodnice cilindra
koja prolazi kroz A dobije se druga ploha, polutorus (crveno na slici 4.14)). Naposlijetku,
ako je B odabrana na kruznici koja je osnovica cilindra (a tako da je |[AB| = $|AC|) i
ako je D presjek tangente na tu kruznicu povucene u C' s pravcem AB, rotacijom trokuta
AACD oko pravca AC' dobije se konus (plavo na slici H Neka je P tocka presjeka
tih triju ploha. Ona postoji jer polutorus sijece polucilindar duz neke krivulje, a ta krivulja

22Koristeéi suvremenu analiticku geometriju, ako je A ishodiste Kartezijevog koordinatnog sustava,
x-0s je pravac AC i z-os okomita na ravninu polukruznice ABC, jednadZzbe tih triju ploha su redom
y=+2az —22), 2% + 9> + 2% = a /22 + 92, 2% +y?> + 2% = 422, RjeSavanjem tog sustava lako se pokaze
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Slika 4.15: Pet Platonovih, zapravo Teetetovih, tijela.

onda negdje probada konus. Tocka P se nalazi istovremeno na nekoj rotiranoj poziciji
crvene polukruznice koja je generirala polutorus (neka je AC” odgovarajuéi promjer i M
ortogonalna projekcija P na ravninu osnovice cilindra) i na nekoj rotiranoj poziciji plave
izvodnice ¢ijom rotacijom je nastao konus (neka je @) tocka na toj izvodnici u kojoj se
nasla tocka B i N njezina ortogonalna projekcija na ravninu osnovice cilindra). Iz te
konstrukcije Arhita dalje razmatranjem geometrijskih odnosa izvodi da je

|AB| : |AM| = |AM| : |AP| = |AP| : |AC|,

tj. |[AM]| je rjeSenje problema duplikacije kocke brida |AB].

Spomenuli smo Platonov dijalog Teetet. On nosi ime po matematicaru Teetetu
Atenskom (ca. 415.-369. pr. Kr.) koji je, koliko je poznato, bio prvi koji je konstruirao
svih pet pravilnih poliedara (slika . Danas ih nazivamo i Platonovim tijelima jer
ih je Platon opisao u dijalogu Timej, u kojem ih je povezao s Cetiri ,elementa” (kocka—
zemlja, oktaedar — zrak, tetraedar — vatra, ikozaedar —voda) i svemirom (dodekaedar).

Platon je bio centralna figura znanosti atenskog razdoblja. Iako nije, koliko znamo,
dokazao nikoji bitan matematicki rezultat, on je iznimno znacajan za povijest matematike.

Platon (ca. 427.-347. pr. Kr.) je oko 387. pr. Kr. osnovao znamenitu | Akademiju |, na

¢ijem je ulazu navodno pisao moto:
Neka nitko tko ne zna geometriju ovamo ne ulazi.

Mozda ste taj moto ¢uli s rje¢ju matematika na mjestu geometrije, no tu se radi o
moderniziranom smislu: Kao $to ste zasigurno ve¢ primijetili, starogrcka matematika
je u biti geometrija. Platonova idealisticka filozofija bitna je u povijesti matematike
i dan danas mnogi matematicari imaju platonisticki pogled na matematiku. Platon
razlikuje, primjerice, kvadrat (pravi, idejni) i kvadrat (nacrtani, postojeéi u realnom
svijetu). Platonisticki pristup matematici podrazumijeva da matematicke istine postoje
neovisno o tome jesmo li ih veé¢ otkrili, odnosno platonisticki je stav da se matematika ne
stvara, nego otkriva. Platon je takoder (¢ini se prvi) eskplicitno iskazao da se u geometriji
treba koristiti Sto manje fizickih pomagala— dozvoljeni su samo Sestar i neoznaceno
ravnalo.

Stanimo na trenutak u napretku kroz stolje¢a i osvrnimo se. Kao sto smo vidjeli, prva
kultura u kojoj su se matematicke tvrdnje pocele dokazivati deduktivno, iz definicija,

da je |AM| = \/x? + y?, tj. prva koordinata presjeciSta P ploha u standardno postavljenom cilindrickom
koordinatnom sustavu, rjesenje problema udvostrucenja kocke brida a.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Theaetetus/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Theaetetus/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Plato/
https://medium.com/age-of-awareness/designing-the-modern-academy-a431d4ba68e6
https://iep.utm.edu/mathplat/
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aksioma i ve¢ dokazanih tvrdnji, bila je anticka Gréka. Prvi dokazi mozda potjecu jos od
Talesa, a zasigurno najkasnije od pitagorejaca. U taj razvoj ukljucio se Platon, koji je
prvi jasno iskazao zahtjev strogih definicija i dokaza u matematici (geometriji) [0} 28, [49].

Platonov ucenik (i ucitelj Aleksandra Makedonskog) Aristotel (384.-322. pr. Kr.),
iako ne posebno zainteresiran za matematiku, kroz temelje opcée logike postavio je i temelje
matematicke logike. Takoder, Aristotel je pojmu matematika dao moderno znacenje.
Osvrnimo se na osnovne za matematiku bitne crte Aristotelove logike. Aristotel je razliko-
vao dvije vrste logickog zakljucivanja: indukciju i dedukciju. Indukcija je zakljuc¢ivanje s
pojedinac¢nog na opce i Aristotel je uoc¢io da ona bez dodatnih logickih uvjeta ne mora
dati istinit zaklju¢ak. S druge strane, za Aristotela je dedukcija (kod njega pod nazivom
silogizam) argument kojim se iz odredenih istinitih premisa (pretpostavki) logickom nuz-
noséu dobiva istinit zakljucak (konkluziju) razli¢it od premisa. Uoc¢imo da je to razli¢ito
od modernog pojma dedukcije, u kojem nije nuzna istinitost premisa (a ima i drugih
razlika). Premise i konkluzija u silogizmu su kategoricki sudovi: iskazi koji se sastoje od
kvantora (svaki, nikoji, neki) i subjekta S, koji je s predikatom P povezan kopulom, te
eventualno negacije kopule. Aristotel razlikuje cetiri tipa kategorickih sudova: ,,Svaki S
je P” (univerzalno afirmativni), ,Nikoji S nije P” (univerzalno negativni), ,Neki S su P”
(partikularno afirmativni) i ,Neki S nisu P” (partikularno negativni). Primijetio je da
kategoricki sudovi ne moraju imati jednoznacnu istinitosnu vrijednost, ve¢ da to ovisi o
konkretnom smislu subjekta i predikata. Tautologija je kategoricki sud koji je uvijek
istinit, npr. ,,Svaki S je S”, a kontradikcija je kategoricki sud koji nikad nije istinit,
npr. ,Nikoji S nije S”. Silogizam se sastoji od tri kategoricka suda (dvije istinite premise
i jedne konkluzije) uz uvjet u ta tri suda medu njihovih Sest subjekata i predikata imamo
ukupno samo tri pojma, rasporedenih u jednu tri logicke figure silogizma:

1. (A B), (B C), (A C);
2. (A C), (B C), (A B);
3. (AB), (A C), (BQ).

Primjer 16 Neka je prva premisa ,,Nikoja nema cetiri noge.” Druga neka je ,, Nikoja
patka nema cetiri noge.” Ta dva suda su tipa (A C) i (B C) te se silogizmom dobiva
korektna konkluzija (A B): ,Svaka patka je J

Spomenimo jos i Aristotelove zakone klasi¢ne logike:
o Svaki S je S (princip identiteta).
 Svaki sud je istinit ili lazan (princip iskljucenja trecega).
 Nikoji sud ne moze istovremeno biti istinit i lazan (princip iskljuc¢enja proturjecja).

Klasi¢na aristotelovska logika je do modernog doba dominirala znanstvenim metodama
dokazivanja, a i danas je temelj veéine skola logike [5], 49].

Uz Hipokrata najznacajniji matematic¢ar atenskog razdoblja bio je Eudoks s Knida
(ca. 408.-355. pr. Kr.). Bio je filozof, matematicar, astronom i lije¢nik. Matematiku je
studirao kod Arhite iz Tarenta. Najznacajniji matematicki doprinosi su mu utemeljenje
opce teoriju omjera i razmjera i metode ekshaustije (koja se temelji na Antifontovim
indejama, ali ju je Eudoks precizirao). Obje metode predstavljaju starogrcki nacin ,,noSenja
s limesima”, tj. spadaju i u prethodnike modernog infinitezimalnog racuna.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Aristotle/
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Eudoksova teorija omjera i razmjera opisana je u V. knjizi EE (cijeli njen sadrzaj
se pripisuje Eudoksu). i bila je posebno vazna jer je omoguéila ukljuc¢ivanje (bar nekih)
iracionalnih veli¢ina u geometrijske analize, odnosno postalo je moguce prosiriti argumen-
taciju i ne neke medusobno nesumjerljive veli¢ine. Primjerice, drugi korijeni z = va b se
mogu analizirati kroz dvostruke omjere, tj. razmjere

Primjer 17 Vec smo vidjeli da je rjesenje problema duplikacije kocke, tj. ono sto danas
zapisujemo kao /2, opisano trostrukim omjerom 1 : x = x : y = y : 2 kojeg trebaju
zadovoljavati srednje geometrijske proporcionale.

U 3.-6. definiciji u EEV vidimo kako je Eudoks definirao osnovne pojmove svoje teorije:
Omjer (l6gos) je odnos medu iznosima dviju istovrsnih veli¢ina. Za dvije veli¢ine kazemo
da imaju omjer ako je visekratnik jedne veéi od druge (ovo je u biti ono $to danas nazivamo
Arhimedovim aksiomom), tj. a,b > 0 imaju omjer a : b ako postoji n € N takav da je
nb > a. Za veli¢ine (uo¢imo da se ne zahtijeva sumjerljivost!) kazemo da su u istom
omjeru, prva prema drugoj i tre¢a prema cetvrtoj ako kojim god brojem pomnozimo prvu
i tre¢u i bilo kojim drugu i ¢etvrtu, prva dva visekratnika podjednako nadilaze, jednaki su
ili su manji od druga dva, u odgovaraju¢em redoslijedu.@ Velic¢ine koje su u istom omjeru
zovemo razmjernim (proporcionalnim). Pritom razmjer, tj. jednakost dvaju omjera, naziva
analogia (logi¢no je da nije koristio izraz proportio, zasto?). Propozicije u Eudoksove teorije
omjera i razmjera, tj. propozicije u EEV, ukljuc¢uju rezultate o aritmetici s veli¢cinama,
svojstva omjera i manipulacije razmjerima. Dok se prije Eudoksa moglo samo dokazati
da neke dvije istovrsne veli¢ine nisu sumjerljive te se eventualno moglo (tako primjerice
Teetet analizira tzv. kvadratne iracionalnosti) usporedivati njihove kvadrate ili kubove,
koriste¢i Eudoksove produljene razmjere postalo je moguce direktno izvodenje zakljucaka
o veli¢inama koje bismo danas zvali n-tim korijenima [5], 28, [49].

Fudoksova metoda ekshaustije generalizira teoriju omjera i razmjera. Naziv je
dobila u 17. st., a temelji se na

Teorem 7 (Eudoksov princip ekshaustije EEX1) Ako su zadane dvije razlicite (is-
tovrsne) velic¢ine i od veée oduzmemo vise od njene polovine, od ostatka vise od njegove
polovine itd., onda ce, ako se postupak ponovi dovoljan broj puta, ostatak biti mangi od
manje zadane velicine.

Suvremenim stilom zapisano: Ako su zadani brojevi a > ¢ > 0, te ako je niz pozitivnih
brojeva (a,) definiran tako da je ag = a i apy1 < %an, onda postoji ng takav da e € > ay,,
(tj. lima, = 0). Lako je uociti da se princip ekshaustije temelji na spomenutoj definiciji
kad dvije veli¢ine imaju omjer, tj. Eudoksovoj izvornoj formulaciji kasnijeg Arhimedovog
aksioma, koji je naziv dobio po tome $to ga je u 3. st. pr. Kr. u svoje pretpostavke na
pocetku djela O kugli i valjku uvrstio Arhimed iz Sirakuze. On ga je izrekao ovako: ,, Kod

23Tj. a: b= c: d znadi da za sve m i n: ako ma < nb, onda mc < nd; ako ma = nb, onda mc = nd;
ako ma > nb, onda mc > nd.


https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookV/bookV.html
https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookX/propX1.html
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Slika 4.16: Prvo Menehmovo rjesenje problema duplikacije kocke pomocu konika.

nejednakih linija, nejednakih ploha, nejednakih tijeld®)] veca nadmasuje manju za velicinu,
za koju se kad se one sebi pribraja moZe postic¢i da nadmasi svaku odredenu velicinu od
onih koje su usporedive (s njom i medusobno)”. To bi pak danas izgledalo ovako: Za svaka
dva realna broja 0 < b < a i za svaki M > 0 postoji n € N takav da je n(a —b) > M.
Ta tvrdnja slijedi iz Eudoksove definicije (dokaz se moZe naéi u sklopu dokaza EEVS8),
a i sdm Arhimed navodi da su njegovu pretpostavku, koju danas zovemo Arhimedovim
aksiomom, koristili i raniji geometri, konkretno Eudoks. Zanimljivo je i da iako je Eudoks
autor metode ekshaustije, Arhimed je bio matematicar koji ju se najvise i najpreciznije
koristio i pomoé¢u nje dokazao mnoge vazne teoreme [5 9, 28, [49]. O tome vise kasnije.
U ovom odjeljku spomenut ¢emo jos samo jednog matematicara atenskog razdoblja,
jer se njemu pripisuje otkri¢e jednog od standardnih skolskih matematickih sadrzaja:
konika. Bio je to Menehmo (ca. 380.-320. pr. Kr.). Prema Proklu, bio je Platonov
prijatelj i Eudoksov ucenik. Neki izvori ga navode kao ucitelja Aleksandra Velikog, koji
je Aleksandru na pitanje postoji li neki precac za ucenje geometrije navodno rekao: ,,0
kralju, za putovanje zemljom postoje kraljevski putevi i putevi za obican puk, ali u
geometriji postoji samo jedan put za sve”. Menehmo je otkrio konike, presjeke stosca
ravninama, pokusavajué¢i odrediti srednje geometrijske proporcionale izmedu dvije duljine,
tj. pokusavajudi rijesiti problem udvostrucenja kocke. Trazene proporcionale uspio je
na¢i u presjecima uspravnih kruznih stozaca s ravninama neparalelnim bazi. Za razliku
od danas, kad sva tri tipa konika dobivamo presijecanjem jednog (ne nuzno uspravnog)
sto$Asca ovisno o kutu ravnine prema osnovici, Menhemo je gledao isklju¢ivo normalne
presjeke uspravnih stozaca (presjeke ravninama okomitim na jednu izvodnicu stosca) pa
je tipove konika dobio ovisno o kutu pri vrhu stosca: parabolu za pravokutni stozAzac,
elipsu za $iljastokutni, a hiperbolu za tupokutni. Menehmo im (vjerojatno) jo$ nije dao
nazive, ali mi ¢emo koristiti nazive elipsa, parabola i hiperbola, koji su od Menehma
mladi nekih 100-150 godina (ime im je dao Apolonije iz Perge). Menhmo je ponudio dva
nacina nalazenja srednjih geometrijskih proporcionala, jedno pomocu presjeka parabole i
hiperbole, a drugo pomocu presjeka dviju parabola. Oba rjesenja su, naravno, opisana
geometrijskom algebrom, a mi éemo detaljno opisati samo prvo (drugo je stilski sli¢no).

24Kako vidimo, Arhimed je u klasi¢nom stilu geometrijske algebre geometrijske objekte poistovieéivao s
njihovom mjerom, tj. ove nejednakosti se odnose na duljinu, povrsinu odnosno volumen.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Menaechmus/
https://old.maa.org/press/periodicals/convergence/can-you-really-derive-conic-formulae-from-a-cone-menaechmus-constructions
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Za prvo Menehmovo rjesenje uzmimo (vidi sliku medusobno okomite duzine OA
i OB, prva neka je dulja od druge. Pretpostavimo da je problem rijesen, tj. da su nadene
srednje geometrijske proporcionale izmedu |OA| i |OB]| i da su te proporcionale nanesene
kao OM na pravcu OB i kao ON na pravcu OA, dakle vrijedi |OB| : |ON| = |ON]| :
|OM| = |OM]| : |OA| (ako je |OA| = 2|OB|, duljinom |ON]| je rijesen problem duplikacije
kocke ¢iji brid je duljine |OB]). Neka je P cetvrti vrh pravokutnika ON PM. Teorija
omjera i razmjera (a : b = b : ¢ & ac = b*) povlacdi da je pravokutnik sa stranicama
duljina |OM| i |OB] jednak kvadratu nad ON, a taj je pak jednak kvadratu (plavo na
slici) nad PM. Iz toga Menehmo temeljem uocenih svojstava presjeka pravokutnog stosca
ravninom paralelnoj jednoj izvodnici zakljuc¢uje da je P tocka parabole (crveno na slici)
kojoj je O tjeme, os joj je M B, a |OB| joj je ono $to se kasnije stolje¢ima nazivalo latus
rectum, tj. duljina tetive parabole okomite na os koja prolazi fokusom”’| Nadalje, iz istog
razmjera slijedi i da je |OA| - |OB| = |OM| - |ON| = |PM]| - |PN| (jednakost zelenih
pravokutnika na slici), pa Menehmo zakljucuje da je P ujedno i na hiperboli (ljubicasto
na slici) sa sredistem u O i asimptotama OM i ON [5] P

Dakle, problem udvostrucenja kocke bi se mogao rijesiti ako bi se mogle konstruirati
(ravnalom i Sestarom) parabola (kojoj je latus rectum jednak duljini brida kocke koju
zelimo udvostruditi) te istostrana hiperbola (sa svojstvom da je za svaku njenu tocku
pravokutnik ON PM, tj. moderni z y, jednak dvostrukom kvadratu nad zadanim bridom
kocke, jer je kod duplikacije kocke |OA| = 2|OB]J). U tom sluc¢aju samo bi trebalo odrediti
tocku P presjeka tih dviju krivulja, projicirati ju na pravac OA da dobijemo tocku N i
|ON]| bi bila trazena duljina brida kocke dvostrukog volumena.

(" )
fAtensko razdoblje gréke matematike . . .

\ ... je doba kad su postavijeni temelji matematike kao znanstvene discipline u kojoj se zakljucci izvode
deduktivno. Pritom je matematika ovog razdoblja cista geometrija, vecinom wu formi tzv. geometrijske
algebre. Geometrijska algebra je moderni naziv za skup starogrckih geometrijskih rezultata i problema
koje je u suvremenoj matematici prirodnije opisivati algebarski. Pritom su se medu mnostvom
problema istakla tri klasicna problema (kvadratura kruga, duplikacija kocke i trisekcija kuta), koja
su kako danas znamo nerjesiva, ali ¢iji pokusaji rjesavanja su dali niz novih matematickih rezultata.
Najznacajniji matematicari ovog razdoblja su Hipokrat s Hiosa, koji se bavio sa sva tri klasicna
problema i sveo problem duplikacije kocke ma traZenje srednjih geometrijskih proporcionala, te
Fudoks s Knida, koji je utemeljio teoriju omjera i razmjera te metodu ekshaustije. Zanimljive @
vazne prijedloge rjesenja za neke od triju klasicnih problema dali su Hipija iz Elide (kvadratrisa koja
se moze iskoristiti za trisekciju kuta i kvadraturu kruga), Arhita iz Tarenta (konstrukcija srednjih
geometrijski propoercionala presjekom konusa, cilindra i torusa) i Menehmo (koji je pokuSavajuci
konstruirati srednje geometrijske proporcionale otkrio konike). Ostvaren je napredak i na analizi
nesumgerljivih veli¢ina (Teodor iz Kirene, Eudoks s Knida), osobito koristeéi Fudoksovu teoriju
omjera ¢ razmjera. Platon je pak prvi jasno istaknuo vaznost preciznih definicija i logickih dokaza, a
vjerojatno je i prvi koji je jasno iskazao zahtjev da konstrukcije budu izvedive Sestarom i neoznacenim
ravnalom, a Aristotel je pak postavio temelje pravilnog logickog zakljucivanja kroz svoj silogizam
(dedukciju) i zakone klasicne logike. Takoder, u ovom su se razdoblju pojavila prva razmatranja

infinitezimalnih velic¢ina (Zenon, Demokrit, ali i Eudoks, osobito njegova metoda ekshaustije). U

atenskom razdoblju stariji aticki brojevni sustav postepeno je zamijenjen alfabetskim. )

25Za parabolu koju danas opisujemo jednadzbom z? = 2py je 2p njezin latus rectum. Ako je |OA| = a,
ovdje se radi o paraboli 22 = ay, tj. latus rectum je a.
26T je istostrana hiperbola koju bismo danas opisali jednadzbom xy = ab, gdje je a = |OA|i b = |OB].
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4.3 Helenisticko razdoblje grcke matematike

4.3.1 Klasicni helenizam

(. B N
-@'l\rlatematiéki pojmovi u ovom odjeljku

definicije i aksiomi * dedukcija * konstrukcije ravnalom i Sestarom * planimetrija i stereometrija *
pravac * mnogokut * krug i kruznica * ravnina * poliedar * kugla, valjak i stoZac * proporcionalnost

* slicnost * duljina, povrsina i volumen * omjeri i razmjeri * prirodni brojevi * teorija brojeva *

djeljivost * prosti i sloZeni brojevi * iracionalni brojevi * geometrijski red

- J

U razdoblju 336.-323. pr. Kr., Aleksandar Veliki (Makedonski) osvojio je velike teritorije.
Budud¢i da mu je ucitelj bio Aristotel, bio je pod jakim utjecajem grcke kulture, te je na
podrucjima njegova carstva doslo do znatnog utjecaja grcéke znanosti i kulture. Nakon
njegove smrti carstvo se raspalo na manja carstva njegovih dijadoha, no sva s jakim
utjecajem grcke kulture. Aleksandar je 331. pr. Kr. osnovao Aleksandriju, grad koji je
do kraja antike postao i ostao glavni centar znanosti. Prvo razdoblje od njena osnutka do
rimskih osvajanja (obi¢no se uzima do osvajanja Egipta 30. g. pr. Kr.) poznato je kao
klasi¢ni helenizam) dok nakon toga do pada Zapadnog Rimskog Carstva 476. govorimo o
postklasi¢nom (ili rimskom) helenizmu.

Glavni znanstveni centar cijelog helenizma bila je Aleksandrija. Za to je kljucan bio
mouseion (,sjediSte muza”), vrsta sveucilista koje je sadrzavalo znamenitu aleksandrijsku
knjiznicu, koji je osnovan u Aleksandriji oko 300. g. pr. Kr., a ¢iji sadrzaj je veéim dijelom
unisten u pozaru pri rimskoj opsadi 48. pr. Kr. Prvi znacajni matematicar koji je djelovao
u museion-u bio je Euklid Aleksandrijski (ca. 325.-265. pr. Kr.). O njegovom se Zivotu
gotovo nista pouzdano ne zna[>’| Iza sebe je ostavio vise djela no najznac¢ajnije Euklidovo
djelo su njegovi Elementi (EE), u originalu YTovyere, djelo koje je zauvijek promijenilo
matematiku.

Euklidov cilj bio je sistematizirati tada poznatu matematiku u 13 knjiga (veli¢ine
poglavlja).@ No, iako u EE zapravo ne mozemo naci svu matematiku jonskog i atenskog
razdoblja (primjerice, nedostaju konike) te iako gotovo sigurno nijedan rezultat u EE nije
izvorno Euklidov, ovo djelo je puno vaznije zbog originalne kompozicije odnosno stila teksta,
kojom je Euklid postavio temelj matematike kao egzaktne znanosti: Teoremi (propozicije)
su u logicki poredani tako da svaki slijedi iskljucivo iz ve¢ dokazanih, ili pak iz
osnovnih tvrdnji i definicija danih na pocetku, a zakljucci se izvode strogo deduktivno.
FEuklidova ideja bila je izvesti svu matematiku iz malog broja pocetnih pretpostavki,
aksioma i postulata (aksiomi su za Euklida vise opéematematicke, a postulati ¢isto
geometrijske pretpostavke). U tome je bio toliko uspjesan da su sve do 20. st. EE ostali
apsolutni uzor matematickog djela. Sto se samog sadrzaja tice, on se pripisuje Euklidovim
prethodnicima. Prve ¢etiri knjige pripisuju se jonskom periodu, posebice pitagorejcima, te
Hipokratu.. Sadrzaj pete i Seste te dvanaeste knjige se pripisuje Eudoksu,. Sedma, osma i
deveta knjiga se sadrzajno pripisuju pitagorejcima. Jedanaesta knjiga takoder uglavnom
sadrzi rezultate iz jonskog perioda, a sadrzaji desete i trinaeste knjige pripisuju se Teetetu
[T, 5, 28, 49).

Prva knjiga EE, EEI, zapocinje s 23 definicije te po pet aksioma i postulata. Dodatne
definicije nalaze se i na pocecima vecéine ostalih knjiga. Prva Euklidova definicija glasi:

2"Neki povjesni¢ari su ¢ak argumentirali da nije postojao, veé da su Elementi djelo grupe autora. To se
ipak smatra nevjerojatnim, jer se radi o iznimno ujednacenom i originalnom djelu.
28U postklasi¢nom razdoblju dodane su im jos dvije knjige, ali bez stvarnog matematickog znacaja.


https://www.worldhistorymaps.info/civilizations/alexander-the-great-empire/
https://www.britannica.com/event/Hellenistic-Age
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Euclid/
https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html
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Tocka je ono sto nema dijela.

Vidljivo je da Euklidove definicije jos nisu precizne definicije u modernom smislu rijeci,
veé su vise opisi pojmova s kojima se dalje bavi. Dalje se u te prve 23 definicije definiraju
duzine, pravci, razne vrste likova, kutovi, krugovi, te naposlijetku u 23. definiciji paralelni
pravci:

Paralelnt pravei su pravei u istoj ravnini koji se, ako ih u oba smjera neograniceno
produljimo, nikad ne susrecu.

Slijedi pet Euklidovih postulata:
1. Od jedne tocke k drugoj povuéi duzinu.
2. Proizvoljno produljiti duzinu.
3. Oko proizvoljne tocke nacrtati kruznicu proizvoljnog polumjera.
4. Svi pravi kutovi’’| su jednaki.

5. Ako pravac sijece dva pravca tako da je zbroj unutrasnjih kuteva s iste strane manji
od dva prava kuta, onda se ta dva pravca (ako se dovoljno produljee) na toj strani
sijeku.

Uoc¢imo da prva tri Euklidova postulata de facto definiraju sto je dopustivo u konstrukei-
jama ravnalom i Sestarom. Cetvrti postulat je temelj mjerenja kutova, jer se kod Euklida
svi kutovi opisuju usporedivanjem s pravim kutem. Peti postulat, poznat kao postulat o
paralelama, je vidno bitno kompliciraniji od ostalih postulata i aksioma, a uz to se jedini
odnosi na neogranic¢eno, potencijalno nedostupno, podrucje ravnine. To, a uz to i ¢injenica
da se taj postulat koristi tek u dokazu EEI29, ve¢ je u Euklidovo doba izazvala pozornost
i mnogi su se matematicari od tada pa sve do 19. stoljeca pitali je li taj postulat mozda
ipak teorem, dokaziv iz definicija i ostalih postulata i aksioma. Tek se u 19. stolje¢u, s
otkri¢em neeuklidskih geometrija (o ¢emu ¢emo kasnije vise reci), pokazati da se stvarno
radi o postulatu, koji se doduse moze zamijeniti raznim ekvivalentnim formulacijama, a
zamjena njegovom negacijom dovodi do drugacijih, ali smislenih geometrija. Primijetimo
takoder da ovaj postulat u svojoj izvornoj formulaciji ne tvrdi da paralele postoje, odnosno
on je ekvivalentan postojanju najvise (a ne to¢no) jedne paralele s danim pravcem kroz
danu tocku. Stoga je taj izvorni oblik postulata o paralelama konzistentan ne samo s
uobicajenom euklidskom geometrijom, vec i sa sfernom, ¢iji ¢e temelji biti postavljeni u
postklasi¢cnom razdoblju helenizma.
Zatim dolazi pet Euklidovih aksioma:

1. Dvije stvari koje su jednakd™)| tre¢oj su i medusobno jednake.
2. Ako jednakom dodamo jednako, dobit ¢emo jednako.
3. Ako jednakom oduzmemo jednako, dobit ¢emo jednako.

4. Ono Sto se podudara je jednako.

29Fuklid pravi kut u 10. definiciji definira ovako: Ako pravac upada na drugi pravac ¢ineéi susjedne
kutove jednaki, svaki od ta dva kuta je pravi.
30Podsjetnik: Misli se na jednakost po mjeri, a ne na sukladnost!
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Slika 4.17: Konstrukcija jednakostrani¢nog trokuta prema EEI1

5. Cjelina je veca od dijela.

Pregled sadrzaja EE po knjigama je sljedeéi (u zagradama su navedeni brojevi definicija
plus brojevi propozicija u pojedinoj knjizi):

1. EEI elementarna planimetrija (23+48);

2. EEII: geometrijska algebra (2+14);

3. EEIIL: planimetrija kruznice i kruga (11+37);

4. EEIV: pravilni mnogokuti (7+16);

5. EEV: teorija omjera i razmjera (18+423);

6. EEVI: slicnost i geometrijski omjeri (4+33);

7. EEVIIL: djeljivost u N (22+439);

8. EEVIII: proporcije s prirodnim brojevima (0+27),
9. EEIX: parni i neparni, prosti i slozeni brojevi (0+36);
10. EEX: kvadratne iracionalnosti (16+115);
11. EEXI: elementarna stereometrija (28439)
12. EEXII: primjena ekshaustije u geometriji (0+18)
13. EEXIII: pravilni poliedri (0+18)

U nastavku ¢emo predstaviti neke odabrane definicije i propozicije iz tih knjiga, no
naravno podsjecamo da smo se s nekima ve¢ susreli u prethodnom dijelu gradiva. Prva
propozicija u EE, EEI1, glasi ,Konstrukcija jednakostrani¢nog trokuta zadane duljine
stranice“. U dokazu, Euklid (koristeéi 1. aksiom, 1. i 3. postulat i 15. i 20. definiciju)
argumentira da konstrukcija sa slike [4.17) stvarno daje jednakostranic¢ni trokut. U propo-
zicijama EEI9 i EEI10 Euklid opisuje standardne konstrukcije bisekcije (raspolavljanja)
kuta i duzine, u EEI11 i EEI12 opisuje konstrukcije okomice na pravac kroz zadanu
tocku (na odnosno izvan pravca), a u EEI31 je dana konstrukcija paralele kroz zadanu
tocku izvan pravca. Prva propozicija koja zahtijeva koristenje postulata o paralelama je,
kako smo ve¢ spomenuli, EEI29: | Ako pravac sijeCce dva paralelna pravca, onda on s
njima tvori jednake izmjeni¢cne kutove, vanjski kut odgovara unutrassnjem s iste strane i
dva unutrasnja kuta s iste strane su’] jednaka dvama pravim kutovima®“ Potkraj EE1

31Misli se: zbrojena.


http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI1.html
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Slika 4.18: Konstrukcija paralelograma zadanog kuta jednakog zadanom trokutu (EEI42).

nalazimo propozicije temeljem kojih (u kombinaciji s EEIT14) slijedi da se svaki uglati lik
u ravnini moze kvadrirati ravnalom i Sestarom. Pogledajmo te propozicije malo detaljnije.

Propozicija 1 ((EEI42/) Konstrukcija paralelograma zadanog kuta jednakog zadanom
trokutu.

U ovoj propoziciji dokazana je korektnost sljedece konstrukcije. Neka je zadan AABC' te
ravninski kut « (slika . Odredimo poloviste D stranice BC trokuta i nanesimo kut
a kao kut ZCODE. Kroz A povucimo paralelu s BC, neka ona krak DFE sijece u tocki
F. U C povucimo paralelu s DF', neka ona AF sijece u G. Tada je CDFG paralelogram
iste visine kao trokut AABC i upola krace osnovice, dakle taj paralelogram je jednak (po
povrsini) danom trokutu. :

Primijetimo da ako je o pravi kut EEI42 omogucuje pretvaranje (ravnalom i Sestarom)
svakog trokuta u pravokutnik iste povrsine.

Na tu propoziciju se nadostavlja EEI43, u kojoj se dokazuje jednakost (povrsina) sivih
paralelograma na slici [£.19] ako je HI dijagonala paralelograma JIGH. Slijedi:

Propozicija 2 ((EEI44) Konstrukcija paralelograma jednakog zadanom trokutu ako mu
je zadan kut i jedna stranica.

Odgovarajuca konstrukcija je sljede¢a. Prvo se pomoéu EEI42 dani trokut pretvori u
paralelogram C'DF'G zadanog kuta. Sve njegove stranice produljimo u pravce (slika .
Nanesimo zadanu duljinu stranice na pravac F'G kao FH. Povucimo pravac HD, neka
je njegovo sjeciste s pravecem CG tocka I. Kroz nju povuc¢emo paralelu s C'D, a kroz H
paralelu s DF', neka se one sijeku u J. Ako je E presjek CD s HJ, a K presjek DF s 1J,
onda je prema EEI43 paralelogram JK DFE trazeni paralelogram. :

Propozicija 3 ((EEI45|) Konstrukcija paralelograma zadanog kuta jednakog zadanom
mnogokutu.

Naime, ocito se svaki mnogokut moze rastaviti na trokute. Prvi od tih trokuta pretvorimo
u paralelogram koriste¢i EEI42, te odaberemo jednu njegovu stranicu kao zadanu duljinu a.
Sve ostale trokute pretvaramo u paralelograme s istim kutem kao prvi i jednom stranicom
a koriste¢i EEI44. Sad imamo neki broj paralelograma koji imaju zajednicki jedan kut i
jednu stranicu, pa se mogu spojiti u jedan veéi paralelogram zadanog kuta. )
Uoc¢imo dakle da sad znamo: Svaki mnogokut se moze pretvoriti u pravokutnik.
Propozicija koja omogucuje kvadraturu nalazi se u sljedecoj knjizi, EEIL. EEII sadrzi vise


https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI42.html
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI44.html
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Slika 4.19: Konstrukcija paralelograma zadanog kuta jednakog zadanom trokutu i zadane
duljine stranice (EEI44).

b ab b>
a a? ba
a b

Slika 4.20: Kvadrat binoma: (z + y)? = 2% + 2zy + y* (EEII4).

zanimljivih propozicija. Primjerice, EEII4 je geometrijsko-algebarski ekvivalent moderne
formule za kvadrat binoma (slika , a EEII5 je geometrijsko-algebarski ekvivalent
moderne formule za razliku kvadrata (slika [4.21]). Kao EEII11 nalazimo konstrukeciju
dijeljenja duzine u omjeru zlatnog reza (slika[4.22} |BF| je duljina koja duljinu |AB| dijeli
u omjeru zlatnog reza).

EEII12 i EEII13 u biti iskazuju kosinusov poucak bez (tada jos nepoznate) trigonome-
trije—tamo gdje bismo danas pisali umnozak jedne stranice s kosinusom kuta, Euklid
koristi povrsinu pravokutnika odredenog tom stranicom i njenom projekcijom na drugu,
tom kutu susjednu stranicu. Naposlijetku imamo:

Propozicija 4 (EEII14|) Kvadratura proizvolinog mnogokuta.

Prvo se kako je opisano u EEI44 mnogokut pretvori u pravokutnik ABCD (slika
[1.23). Zatim se konstruira kvadrat jednak tom pravokutniku: Produlji se dulja stranica
pravokutnika (DC') na jednu stranu i na to produljenje se Sestarom prenese kraca stranica
(dakle, |CB| = |CX]). Zatim se nacrta polukruznica nad DX. Produljimo BC' do sjecista
F s tom polukruznicom. Tada je C'F stranica kvadrata jednakog pravokutniku ABCD
dakle i polaznom mnogokutu. :

Iz EEIII isticemo samo dvije propozicije. Prva je EEIII1 u kojoj se konstruira srediste
zadane kruznice. Euklid polazi od proizvoljne tetive kruznice, konstruira njezinu simetralu
koja sijece kruznicu u dvije tocke (krajevima jednog promjera) te je srediste kruznice
poloviste tog promjera. Druga zanimljiva propozicija je EEIII17 u kojoj Euklid daje
konstrukciju tangenti na danu kruznicu (sredista M) iz tocke P izvan nje (slika [1.24)).

32T se lako pokaze pomocéu EEII5 i Pitagorinog poucka, tj. EEI47.


https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookII/propII14.html
https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookIII/bookIII.html
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Slika 4.21: Razlika kvadrata: zy = (%)2 — (%9)2 (EEII5).

(MY

Slika 4.22: Dijeljenje duZine u omjeru zlatnog reza (EEII11).

Slika 4.23: Kvadratura pravokutnika (EEII14).
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Slika 4.24: Konstrukeija tangenti na kruznicu iz tocke izvan kruznice (EEIII17).

Prvo se povuce pravac M P, on sijeCe kruznicu u tocki ). Zatim se nacrta kruznica
sredista M i polumjera |M P|. U @ se povuce okomica na M P, koja u prethodnom koraku
nacrtanu kruznicu sijece u S7 i S3. Te dvije tocke spojimo s M, sjeciSta tih spojnica s
polaznom kruznicom su diralista trazenih tangenti.

U EEIV nalazimo standardne konstrukcije pravilnih mnogokuta, ve¢inom iste kakve
i danas znamo.@ Ovdje se ipak istice sljede¢a propozicija, koja je bila vrhunac u kons-
trukcijama pravilnih mnogokuta sve do Gaufa, koji je 1796. otkrio konstrukciju pravilnog
17-erokuta.

Propozicija 5 (EEIV16) Konstrukcija pravilnog 15-erokuta upisanog kruz nici.

Prvo se konstruiraju pravilni trokut i peterokut upisani u kruznicu, ali tako da im je jedan
vrh zajednicki (crveno i plavo na slici [1.25)). Tada je spojnica jednog od druga dva vrha
trokuta s njemu najblizim vrhom peterokuta stranica pravilnog 15-erokuta (ljubicasto
na slici . Naime, ako ucrtamo odgovaraju¢e polumjere na obje strane (crtkano
na slici [4.25)), dobijemo dva jednaka kuta koji su u zbroju ocigledno razlika srediSnjih
kutova pravilnog trokuta i peterokuta, tj. zbroj ta dva kuta je razlika tre¢ine i petine
Cetverostrukog pravog (tj. punog) kuta, sto je tocno % punog kuta, dakle je sredisnji kut
koji odgovara opisanoj ljubic¢astoj stranici to¢no sredisnji kut pravilnog 15-erokuta.
Glavne crte sadrzaja EEV veé¢ smo opisali kod Eudoksa, pa prelazimo na EEVI.
Ovdje isticemo 1. definiciju: Dva uglata lika zovemo sliénima ako su im odgovarajuci
unutrasnji kutovi jednaki i odgovarajuce stranice razmjerne. Propozicija EEVI2 je u
biti Talesov poucak o proporcionalnosti: Ako se povuce paralela s jednom stranicom
trokuta, onda ona stranice trokuta sijece proporcionalno; i, ako su dvije stranice trokuta
podijeljene proporcionalno, spojnica tocaka podjele je paralelna trecoj stranici trokuta.
Ta se propozicija koristi za konstrukciju podjele duzine na bilo koji odredeni broj jednakih
dijelova (EEVI9) te za konstrukciju duzine duljine z takve da je a : b = ¢ : x (tzv. Cetvrte
proporcionala triju duzina, EEVI12). U EEVI13 je dana konstrukcija srednje proporcionale
dviju duzina, tj. duljine x takve da je a : © = x : b ako su zadane duljine a, b, ¢ (to je u
biti konstrukcija iz EEIT14). René Descartes je u 17. st. uocio da se navedene propozicije
mogu koristiti za mnozenje, dijeljenje i korjenovanje duljina (tako da rezultat oper bude
duljina). Drugim rije¢ima: Nakon Descartesa je poznato da se iz zadanih duljina a i b

33Fuklidova ’konstrukcija pravilnog peterokuta‘ upisanog u kruznicu je kompliciranija je od danas

uobicajene, koju je osmislio H. W. Richmond, 1893.


https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookIV/bookIV.html
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Slika 4.25: Konstrukcija pravilnog 15-erokuta (EEIV16).

mogu ravnalom i Sestarom konstruirati duljine a + b, a — b, ab, a/b i \/a. O tome vise
kasnije.

Medu, vjerojatno pitagorejskim, sadrzajima iz teorije brojeva u EEVII, EEVIII,
EEIX, isticemo sljedece. U 11., 12. i 13. definiciji u |[EEVII Euklid definira: Prost broj
je broj koji se moze izmjeriti samo jedinicom. Dva broja su relativno prosta ako je
jedinica jedina njihova zajednicka mjera. SloZen broj je broj koji se moze izmjeritﬂ
drugim brojem. U EEVII2 opisan je Euklidov algoritam za odredivanje najvece zajednicke
mjere dva broja. Kao korolar Euklid iskazuje: Ako neki broj mjeri dva broja, onda mjeri i
njihov zajednicki djelitelj. U |EEVIII nalazimo razne propozicije o omjerima i razmjerima
prirodnih brojeva, a u EEIX/ mnoge klasi¢ne propozicije teorije brojeva, primjerice EEIX14
je parcijalni osnovni teorem aritmetike:lﬁ Najmanji zajednicki visekratnik nekih prostih
brojeva nije djeljiv ni s kojim drugim prostim brojem osim njih. Posebno je poznat
Euklidov teorem (o prostim brojevima)

Propozicija 6 (EEIX20) Prostih brojeva ima vise nego u bilo kojem zadanom skupu
(nabrojanih) prostih brojeva.

Euklidov dokaz je u biti isti kao moderni. Ako imamo neke proste brojeve (Euklid ih
uzima tri), uzmemo njihov najmanji zajednicki visekratnik, dodamo mu 1. Tako smo
dobili prost ili slozen broj. Ako je prost, ocito je vec¢i od svih prostih brojeva od kojih
smo krenuli, dakle imamo novi. Ako je slozen, onda ima neki djelitelj, ali taj ne moze biti
nikoji od polaznih prostih brojeva jer bi onda taj morao mjeriti i jedinicu, dakle smo opet
nasli novi prosti broj. )
Ugrubo rec¢eno, EEX se bavi preoblikovanjem kvadratnih iracionalnostiﬂ tj. veli-

¢ina koje bismo danas opisivali kao brojeve oblika \/+/a £ Vbsa,be (Q. U ovoj knjizi

34Podsje¢amo na veé kod pitagorejaca opisan smisao izraza ‘izmjeriti’, koji danas obi¢no zamjenjujemo
s 'podijeliti’.

35U punoj opéenitosti taj teorem dokazat ée tek 1801. GauB.

36Podsje¢amo da EEX1 sadrzi Eudoksovu lemu o ekshaustiji. Ta se propozicija dalje ne koristi u ovoj
knjizi, nego tek u EEXII.

3TPodsjeéamo, korijeni nisu smatrani brojevima. No, = kojeg danas biljezimo kao /a = v/1a ekviva-
lentno je definiran tzv. dvostrukim razmjerom 1:x = x : a.


https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookVII/bookVII.html
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https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookIX/bookIX.html
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definicije ne nalazimo samo na pocetku, nego i uz mnoge kasnije propozicije. Sadrzaj ove
knjige je jako tesko izloziti, a o smislu mnogih propozicija i razlozima velikog opsega ove
knjiga postoje i razilazenja. Ipak, vrijedi istaknuti ddefinicije vezane za sumjerljivost i
nesumjerljivost. U prve cetiri definicije EEX Euklid definira: Dvije su veli¢ine sumjerljive
ako posjeduju zajednicku mjeru, inace su nesumjerljive; dvije duljine su kvadratno sumjer-
ljiive ako su kvadrati nad njima sumjerljivi; ako je zadana duljina, sve duljine koje su s
njom sumjerljive ili kvadratno sumjerljive zovu se racionalne, a ostale iracionalne; ako je
zadan kvadrat, sve njemu sumjerljive povrsine zovu se racionalne, a ostale iracionalne.
Kako vidimo, Euklid je ovdje razlikovao racionalne duljine (to bi bile one ¢iji omjer
prema jedini¢noj duljini bismo danas izrazili razlomkom ili drugim korijenom razlomka) i
racionalne povrsine (to bi bile one ¢iji omjer prema jediniénoj povrsini bismo danas izrazili
razlomkom, dakle tu se pojam racionalnosti podudara s modernim smislom). U EEX2
Euklid karakterizira nesumjerljive veli¢ine (usporedite s dijelom o pitagorejskom otkri¢u
nesumjerljivih veli¢ina): Ako dvije veli¢ine nisu sumjerljive, onda u Euklidovom algoritmu
nijedan dobiveni ostatak ne dijeli manju (tj. onu s kojom se u doti¢nom koraku dijeli).

U EEXI izlazu se temelji stereometrije. Sfera je u 14. definiciji definirana kao rotaciona
ploha polukruznice oko njezina promjera. Medu propozicijama nalazimo sve stanardne
temeljne stereometrijske rezultate, primjerice dokazano je da je presjek dvije ravnine
pravac, da su dva pravca okomita na istu ravninu paralelni, da su dvije ravnine okomite
na isti pravac paralelne, ...Dokazano je i da je svaki prostorni kut sadrzan u ravninskim
kutovima ¢iji zbroj je manji od cetiri prava kuta, te da se paralelepipedi iste visine
(tj. njihovi volumeni) odnose kao njihove osnovice. U EEXII se na geometriju primjenjuje
metoda ekshaustije. Istaknimo primjerice

Propozicija 7 (EEXII) Krugovi se odnose kao kvadrati nad njihovim promjerima.

Veé¢ smo spomenuli da je ova propozicija bar sadrzajno vjerojatno bila poznata jos
Hipokratu s Hiosa. Uo¢imo i da je ona ekvivalentna postojanju konstante proporcionalnosti
izmedu povrsine kruga i povrsine kvadrata nad njegovim promjerom (a stoga i polumjerom).
Ovdje navodimo njen skra¢eni dokaz, koriste¢i modernu notaciju. Neka su K; i Ky krugovi
s promjerima d; odnosno ds. Pretpostavimo suprotno, tj. da kvadrati nad promjerima
nisu u omjeru jednakom omjeru krugova (tj. njihovih povrsina): P(K;) : P(Ksy) # d? : d3.
Tada je omjer d? : d3 jednak omjeru povrsine kruga K i neke povrsine P koja je ili manja
ili ve¢a od povrsine kruga Ks. Ako je manja, onda je razlika P(K5) — P neka (pozitivna)
povrsina. Sad Euklid u krug K, upisuje redom kvadrat, pravilni osmerokut, pravilni
Sesnaesterokut i t.d., gledajuéi razliku povrsina upisanog lika i kruga (uniju kruznih
odsjecaka). Koristeéi Eudoksovu lemu zakljuc¢uje da ¢e nakon dovoljno mnogo koraka ta
razlika povrsina biti manja od P(K3) — P. To znadi da je odgovarajuéi upisani mnogokut
povrsine vece od P. Pravilni mnogokut s istim brojem stranica upisuje u krug K;. Tada
su ta dva pravilna mnogokuta slicna pa im se (prema prethodno dokazanoj propoziciji
EEXII1) povrsine P; i P, odnose kao kvadrati nad dijagonalama (tj. promjerima krugova).
No, P: Po=d3:d3=P(K,): P,paje P(Ky): P, =P : P Bududi da je K; veéi od u
njega upisanog mnogokuta, imamo P > P; i istovremeno bi moralo biti P < P, $to je
nemogucée. Analogno se iskljuéi mogucénost da je P > P(K5). )
Dalje u EEXII imamo dokazano primjerice da se piramide istih visina odnose kao
njihove baze, da se trostrana prizma moze podijeliti na tri trostrane piramide istih
volumena, da je stozac (po volumenu) treé¢ina valjka iste baze i visine te da se valjci
odnosno stosci jednakih baza odnose (po volumenu) kao njihove visine. Posljednja

propozicija je |[EEXII18/|: Kugle se medusobno odnose kao trostruki omjeri njihovih


https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookXI/bookXI.html
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Slika 4.26: Konstrukcija bridova pet pravilnih poliedara upisanih u istu sferu (EEXIII).

dijametara. Dakle, Euklid je dokazao da postoji i proporcionalnost volumena kugle s
volumenom kocke ¢iji brid je jednak promjeru (odnosno polumjeru) kugle. Naime, trostruki
omjer od A : B je u EEV definiran kao omjer A: D akoje A: B=B:(C = (C: D za neki
C' (usporedite sa srednjim geometrijskim proporcionalama izmedu A i D!). Suvremenom
algebrom lako vidimo da je A : D trostruki omjer od A : B ako je A2 D = B3.

Naposlijetku, EEXIII| sadrzi konstrukcije bridova svih Platonovih tijela upisanih u
istu sferu, te dokaz da nema drugih pravilnih poliedara. Ovdje navodimo konstrukciju
(pojednostavljenu u odnosu na onu danu u EEXIII) bridova pravilnogjg_g] tetraedra, kocke,
pravilnog okraedra, pravilnog dodekaedra i pravilnog ikozaedra. Neka je dan promjer
sfere AB (slika . Ucrtajmo polukruznicu nad tim polumjerom, odredimo srediste C'
te ucrtamo polumjer CE okomit na promjer AB. Tada je E'A, alternativno EB (sivo na
slici) brid pravilnog oktaedra upisanog u sferu promjera AB. Za bridove kocke i pravilnog
tetraedra potrebno je AB podijeliti na tri jednaka dijela (tockama D i D'). Iz jedne od
njih, recimo D, povuce se okomica na AB i odredi sjeciste F' te okomice s polukruznicom.
Tada je F'A (zeleno na slici) brid kocke, a F'B (crveno na slici) brid pravilnog tetraedra
upisanog u sferu promjera AB. Za konstrukciju brida pravilnog ikozaedra potrebno je prvo
konstruirati okomicu na AB u jednom od krajeva, recimo u A, te na nju nanijeti duljinu
promjera da dobijemo tocku G. Tu tocku spojimo sa sredistem C, ta spojnica sijece
polukruznicu u to¢ci H. Tada je HA, odnosno, $to je ekvivalentno, KB (plavo na slici) uz
K osno simetri¢nu tocki H s obzirom na C'E, brid pravilnog ikozaedra upisanog u sferu
promjera AB. Naposlijetku, za pravilni dodekadar potrebno je tockom L u omjeru zlatnog
reza podijeliti brid kocke (F'B) te je BL (ljubic¢asto na slici) brid pravilnog dodekaedra
upisanog u sferu promjera AB [11 [5 28| 46, [49].

Prvi znacajni matematicar nakon Euklida bio je Eratosten iz Kirene (ca. 275.-195.
pr. Kr.). Osim matematikom i filozofijom, bavio se i poezijom, geografijom, astronomijom

cev e

Eratostenovo sito za proste brojeve pripisao mu je neopitagorejac Nikomah iz Geraze

38Naglasavamo ’pravilnog’ jer je tetraedar poliedar s &etiri strane, oktaedar tijelo s osam strana i t.d.
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Slika 4.27: Eratostenov mezolabij

pocetkom 2. st. A. D. Uz to, Eratostenu se pripisuju dva druga znacajna matematicka
rezultata. Prvi od njih je iz podruc¢ja matematicke geografije, a radi se o metodi odredivanja
opsega Zemlje. U to doba je kuglasti oblik Zemlje ve¢ bio opce poznat u grékm znanstvenim
krugovima. Eratosten je svoju metodu opisao u jednom danas izgubljenom djelu, koje je
citiralo vise kasnoantickih autora. Eratosten je znao da na dan ljetnog solsticija u Syeni
(danasnji Aswan u Egiptu) Sunceve zrake upadaju direktno u jedan bunar, dakle okomito
na Syenu. Pretpostavio je da zbog velike udaljenosti Sunca od Zemlje mozemo uzeti da
Sunceve zrake na Zemlju upadaju medusobno paraleno te je koriste¢i u zemlju zataknut
ssta izmjerio kut pod kojim na isti dan Sunceve zrake upadaju u Aleksandriju. Njegovo
je mjerenje dalo da je taj kut % punog kuta. Znajuéi da je Syene 5000 stadija juzno
od Aleksandrije, koriste¢i proporcionalnost sredisnje kuta u krugu s pripadnim lukom
kruznice zakljucio je da je

5000 stadij : opseg = 1 1,

50
tj. da je opseg zemlje 250000 stadija. Koliko je to zapravo toc¢no, danas je tesko redi, jer
se u Eratostenovo doba koristilo vise tipova jedinice duljine stadij, pa ovisno o tome koji
stadij uzmemo greska u odnosu na danas poznatu vrijednost prosjecnog opsega Zemlje
iznosi izmedu 1% i 16 %. Drugi znameniti matematicki doprinos Eratostena bio je njegov
mehanizam za odredivanje srednjih geometrijskih proporcionala, tj. za rjeSavanje problema
duplikacije kocke. Taj mehanizam, poznat pod imenom mezolabij, pripisan mu je temeljem
jednog krivotvorenog Eratostenovog pisma za koje je utvrdeno da ipak neki njegovi dijelovi
potjecu iz Eratostenovih spisa. Mezolabij se sastojao od dvije paralelne jednako duge
precke AB i CD (slika izmedu kojih su postavljena tri sukladna jednakokracna
pravokutna trokuta AEF, GHI i JBD. Prva dva mogu slobodno kliziti izmedu precki,
dok je posljednji, JBD, u¢vrséen. Neka je K polovisteBD. Ako se trokuti dovedu u
polozaj u kojem su A, presjek M vertikalne katete prvog i hipotenuze drugog trokuta,
presjek L vertikalne katete drugog i hipotenuze treceg trokuta te K na istom pravcu,
onda ocito vrijedi

\DK|:|IL| = |IL| : |[FM| = |FM]| : (2|DK])

pa je |IL| stranica kocke dvostrukog volumena od kocke brida duljine |DK| [5, 29] 49].
Eratostenov suvremenik bio je znameniti Apolonije iz Perge (ca. 262.-190. pr. Kr.).
Bio je matematicar i astronom, a poznat je i pod nadimkom ,veliki geometar”. Jedno
vrijeme je boravio (studirao i predavao) u Aleksandriji. Najvazniji mu je doprinos prva
potpuna teorija konika. Podsjetimo se: Konike je prvi razmatrao Menehmo, pokusavajuci


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Apollonius/
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Slika 4.28: Apolonijeva karakterizacija konika, osnovni pristup (slika izradena programom
Geogebra)

rijesiti problem udvostrucenja kocke. Za razliku od Menehma koji je razmatrao samo
normalne presjeke uspravnih stozaca, Apolonije je razmatrao presjeke ne samo uspravnih,
vec i kosih stozaca, i to proizvoljnom ravninom. Apolonije je tako dobio sva tri tipa konika
presijecanjem samo jednog stosca, a on im je i dao imena elipsa, parabola i hiperbola.
Apolonijevo glavno djelo nosi naslov Konike. Sastojalo se od osam knjiga, od kojih su Cetiri
sacuvane na grckom jeziku, tri u arapskom prijevodu, a zadnja je izgubljena. Apolonije je
u tim knjigama starije rezultate (Menehmove, Aristejeve, Euklidove) nadopunio vlastitim.
U prvoj se knjizi opisuje generiranje konika i njihova osnovna svojstva, u drugoj osi,
tangente i asimptote, u trecoj fokusi, pol i polara, u ¢etvrtoj presjeci dvije konike, u petoj
normale i sredista zakrivljenosti, u Sestoj sli¢nost konika, u sedmoj svojstva konjugiranih
promjera. Sve tvrdnje dokazao je pomocu geometrijske algebre, Sto mnoge dokaze ¢ini
tesko razumljivima za suvremenog citatelja. Naravno, problem je bio u tome sto u to doba
jos nije bilo analiticke geometrije. Ipak, mnogi Apolonijevi dokazi mogu se interpretirati
kao koristenje specijalnih kosokutnih koordinatnih sustava (biranih relativno prema konici).
Ovdje ¢emo opisati samo nacin na koji je Apolonije razlikovao tri tipa konika, kako je
opisao u prvoj knjizi Konika [5, 29].

Apolonije kreée od dvostrukog kosog stosca s vrhom A presjecenog ravninom koja
osnovicu sije¢e u DE. Neka je BC' L DE promjer osnovice (slika [4.28). Dalje, neka je
P probodiste izvodnice AB s ravninom i M = DE N BC. U nastavku Apolonije izvodi
karakteristike triju tipova konika s obzirom na na njihov 'promjer’ PM. Za proizvoljnu
tetivu konike QQ’ paralelnu s DE Apolonije prvo dokazuje da ju PM raspolavlja (poloviste
oznac¢imo s V). Nadalje, kroz P u ravnini presjeka povlaé¢i paralelu s DFE i na njoj bira
tocku L tako da zadovoljava odredeni razmjer (ovisan o tome je li PM paralelno s AC' ili
ne, vidi nize). Nadalje, Apolonije povlaci paralelu s BC kroz V (slike i [4.30), njena
sjecista sa stocem neka su H i K. Tada H, @), K i Q' leze na kruznici paralelnoj osnovici
kojoj je HK promjer, a QQ’ tetiva okomita na promjer koja ga sije¢ u V. Stoga je po
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Slika 4.29: Apolonijeva karakterizacija parabole

Talesovom teoremu AHQK pravokutan i visina na hipotenuzu mu je QV pa vrijedi
Q2= |HV|- V], (4.1
Za slucaj parabole (slika[£.29), tj. ako je PM || AC, L se bira tako da zadovoljava razmjer
|PL|: |[PA| = |BCJ” : (|BA| - |ACY). (4.2)
U tom je slucaju APHV ~ AABC pa je
|HV | : |PV| =|BC| : |AC|. (4.3)
Nadalje, pravcei PM i AC su paralelni i sijeku krakove kuta ZABC pa vrijedi
|VK|:|PA|=|BC|:|BA|. (4.4)
Sad imamo redom:
QVI*: (IPV] - |PA]) H40]= (|HV|-[VK]) : (|PV]-|PAJ) 4314
= |BCP : (JAB| - |AC|) 22 = |PL]| : |PA| = (|PL| - [PV} : (|PA| - |PV]),
dakle za svaku tocku () na paraboli vrijedi
QV|* =|PL|-|PV],

odnosno kvadrat nad QV jednak je pravokutniku odredenom s PL i PV P &to je uzrok
naziva TrapafoAr (u slobodnom prijevodu ’biti poravnan’).

Slucaj elipse i hiperbole dobivamo kad PM nije paralelno s AC, tj. kad PM sijece
stozac u jos jednoj tocci P’ (na izvodnici AC, slika [4.30)). U tom slucaju se L bira tako
da zadovoljava razmjer

\PL|: |PP| = (|BF|-|FC|) : |AF|*. (4.5)

39Uo¢imo da ako bismo postavili pravokutni Kartezijev sustav s ishoditem u P, y-osi na pravcu PL i
z-osi na pravcu PM, onda ova jednakost postaje jednadzba y? = a .
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Slika 4.30: Apolonijeva karakterizacija elipse i hiperbole

U ovom je slu¢ju APHV ~ AABF pa je

|HV| . |PV| = |BF]|: |AF]. (4.6)
Takoder, AP'KV ~ AACF pa vrijedi

[VK|:|P'V|=|FC|:|FA|. (4.7)
Sad imamo redom:

QV: (IPV]-|P'V]) {40 = (|HV |- [VK]) : (1PV] - |P'V]) 40647
= (|BF|-|FC|): |FAP? 4.2 = |PL| : |PP'| = (APLP' ~ AVRP') =
= |RV|: [P'V]=(IRV]-|PV]): (|P'V]-|PV]),

dakle za svaku tocku @) na elipsi odnosno hiperboli vrijedi
QV[* =|RV|-|PV],

odnosno kvadrat nad QV je manji ili veéi od pravokutnika odredenog s PL i PV. Zbog
tog su ove krivulje dobile nazive éAAew)is (u slobodnom prijevodu ’ono s manjkom’) i
Omepfoln (u slobodnom prijevodu ’ono s viskom’) [29].

Po Apoloniju nosi ime i znameniti Apolonijev problem. Iskazao ga je u danas
izgubljenom tekstu O dodirima, a glasi: Za dane tri kruznice u ravnini treba konstru-
irati kruznice koje ih sve tri diraju. Pritom kruznice mogu biti i degenerirane (tocke,
tj. polumjera 0, ili pravci, tj. polumjera +00). O Svaka od tri zadane kruznice moze biti
tocka, ,prava‘ kruznica ili pravac pa dobivamo deset mogucih slucajeva; Apolonijevog
problema. Najjednostavnija dva imamo kad su sve tri zadane kruznice tocke ili kad su
sve tri pravei. U prvom od njih rjeSenje je kruznica kroz tri tocke ( kruznica opisana
trokutu), a u drugom je kruznica koja dira tri pravca (kruznica upisana trokutu). Ta dva
sluc¢aja znao je rijesiti jos Euklid (EEIV4 i EEIV5). Za slucaj triju ,pravih” kruznica
rjesenja se ¢esto nazivaju Apolonijevim kruznicama, no taj naziv ima i druga znacenja


https://www.cut-the-knot.org/pythagoras/Apollonius.shtml
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(vidi nize). Apolonijevo rjesenje pokusao je rekonstruirati krajem 16. st. F. Viete, koriste¢i
konstrukcije ravnalom i Sestarom (objavljeno 1600.), a njegov suvremenik i prijatelj A. van
Roomen prvi je 1596. predlozio novo rjesenje u kom je sredista rjeSenja nasao presijecajuci
dvije hiperbole [48].

Kao sto smo upravo rekli, pojam kruznice, Apolonijeve nije jednoznac¢n. Uz
navedeno znacenje kao rjesenja Apolonijevog problema, pojavljuju se jos tri. Jedno se
odnosi na Apolonijevu definiciju kruznice: Ako su dane dvije tocke A i B u ravnini, onda
je geometrijsko mjesto svih tocaka T u toj ravnini za koje je omjer k = |AP| : |BP|
konstantan kruznica sa sredistem na pravcu AB.

Zadatak 9 Dokazite da je Apolonijeva definicija kruznice ekvivalentna uobicajenoj. Ako
je fiksiran iznos k, koliki je polumjer te kruznice?

Ako promatramo familiju svih kruznica odredenih gornjom definicijom za fiksne A i B,
ali razlic¢ite omjere k, te uz nju drugu familiju svih kruznica koje prolaze kroz A i B, moze
se dokazati da su te dvije familije medusobno lortogonalne| i naziv Apolonijeve kruznice
ponekad se odnosi upravo na te dvije familije kruznica. Posljednje, cetvrto znacenje
naziva Apolonijeva kruznica odnosi se na kruzznicu koja izvana dodiruje sve tri pripisane
kruznice trokuta [5].

Posljednji veliki matematic¢ar klasi¢nog helenizma, po misljenju mnogih ujedno i najveci
primijenjeni matematicar prije Newtona, bio je Arhimed iz Sirakuze (ca. 287.-212. pr.
Kr.). Poznate su mnoge anegdote o njemu i vezano za njih navodni citati: ,,Heureka!”
,Ne dirajte moje krugove!”, ,,Dajte mi oslonac i dovoljno dugacku polugu i pomaknut
¢u Zemlju!”, ... Jedno je vrijeme boravio u Aleksandriji i tamo upoznao Eratostena, s
kojim se kasnije nastavio dopisivati. Za vrijeme rimske opsade Sirakuze konstruirao je
obrambena sredstva, ali je i ubijen kad su Rimljani zauzeli Sirakuzu. Mnoga Arhimedova
djela sacuvana su bilo u grékom originalu, bilo u arapskom prijevodu: O mjerenju kruga,
O kugli © valjku, O spiralama, O kvadraturi parabole, O ravnoteZi ravninskih likova, O
plovecim tijelima, O konoidama i sferoidama, Metoda mehanickih teorema, Stomahion,
Pjescéanik te Arhimedov problem goveda.

Jeste li ¢uli za Arhimedov |Palimpsest? Radi se o 1906. otkrivenom Arhimedovom tekstu
»skrivenom” ispod srednjevjekovnog crkvenog teksta. Tu nalazimo njegov tekst Metoda
mehanickih teorema, iz kojeg saznajemo da je Arhimed prvo svoje teoreme nasluéivao
fizikalno-eksperimentalnim pristupom, a zatim ih matematicki (metodom ekshaustije)
dokazivao, te Stomahion, opis matematicke slagalice slicne tangramu kod koje je zadatak
sloziti kvadrat na razlic¢ite nacine. U Pjescaniku, Arhimed je opisao imenovanje velikih
prirodnih brojeva, s ciljem da moze imenovati broj ¢estica pijeska u svemiru. Osnovna
jedinica mu je mirijada, 10?, a brojevi manji od nje su u Arhimedovo doba doba imali
standarne nazive. Brojeve do mirijade mirijada (10®) Arhimed naziva brojevima prvog
reda, a 10® je jedinica drugog reda. Mirijada mirijada tih jedinica je jedinica treéeg
reda i t.d. Tako je imenovao sve brojeve ,prve periode”, tj. brojeve do (108)(1%°). Taj
je pak broj jedinica 8dlruge periode i Arhimed je analogno nastavio imenovati brojeve
sve do ((108)(108)>(10 ) 108'1064 Arhimedov problem goveda, iskazan je pjesmicom
pronadenom u jednom grékom rukopisu tek 1773.; a koja se pripisuje Arhimedu. Trazi se
broj goveda, koja su raspodijeljena u cetiri stada raznih boja: bijela, crna, Sarena i zuta.

U svakom stadu je mnogo bikova i krava: Bijelih bikova je koliko % + % crnih i zZutih

I

407Za usporedbu, danas se broj svih ¢estica u svemiru procjenjuje u rasponu 10781032,
41Uo¢mo koristenje egipatskog zapisa razlomaka.


https://en.wikipedia.org/wiki/Apollonian_circles#/media/File:Apollonian_circles.svg
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Archimedes/
http://www.archimedespalimpsest.org/
http://pi.math.cornell.edu/~mec/GeometricDissections/1.2%20Archimedes%20Stomachion.html
https://archive.lib.msu.edu/crcmath/math/math/a/a307.htm
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Slika 4.31: Arhimedov teorem o krugu

zajedno, crnih bikova je koliko % + é sarenih i zutih zajedno, Sarenih bikova je koliko % + %

bijelih i zutih zajedno, bijelih krava je koliko % + i cijelog crnog stada, crnih krava je
koliko i + % cijelog sarenog stada, Sarenih krava je koliko é + é cijelog zutog stada, a zutih
krava je koliko % + % cijelog bijelog stada. Dodatno se zahtijeva da ukupni broj bijelih i
crnih bikova bude kvadratni broj te da je ukupni broj zutih i Sarenih bikova trokutni broj.
Ovaj se problem svodi na Pellovu jednadZbu x? — 4729494y = 1, s najmanjim rjeSenjem
reda veli¢ine 10° [5, 29} [49].

U djelu O ravnotezi ravninskih likova Arhimed je iskazao svoj princip poluge: Poluga
na ¢ijim krajevima su pozicionirane mase my i mso je u ravnotezi ako uporiste postavljeno
tako da je mqyry = more, gdje je r; udaljenost mase m; od uporista. Koristeci taj princip
dokazao je, medu ostalim, da je teziSte paralelograma sjecise njegovih dijagonala i da
je teziste trokuta sjeciste njegovih tezisnica [I], 29]. Posebno poznati su Arhimedovi
dokazi metodom ekshaustije, koju je on u potpunosti usavrsio. Njegovi su dokazi izuzetno
precizni, ¢ak i precizniji od ekvivalentnih kasnijih Newtonovih i Leibnizovih. Pritom se
Arhimed eksplicitno poziva na Eudoksa, a njegovu definiciju omjera je preoblikovao u lemu
koja je postala poznata kao Arhimedov aksiom, kako smo ve¢ opisali. Medu rezultatima
koje je dokazao metodom ekshaustije isticu se Arhimedov teorem o krugu, odredivanje
volumena kugle, kvadratura Arhimedove spirale i kvadratura segmenta parabole.

Teorem 8 (Arhimedov teorem o krugu, iz O kruznici i krugu) Svaki krug ima
istu povrsinu kao pravokutni trokut ¢ija jedna kateta ima duljinu kao polumjer kruga, a
druga kao opseg.

Uocimo da ovaj teorem povlaci da je omjer povrsine kruga i kvadrata nad njegovim
polumjerom jednak omjeru opsega i promjera kruga, tj. da zapravo tek od Arhimeda ima
smisla govoriti o broju 7 kao omjeru vezanom i za opseg i za povrsinu kruga. Oznaku
7 u danasnjem smislu koristio je prvi 1706. Englez William Jones, a popularizirao ju je
od 1736. nadalje L. Euler. Kako je Arhimed naslutio teorem o krugu? Smatra se da je
koristio razmisljanje ilustrirano slikom [£.31] [5], 29, 49].

Slijedi modernizirani Arhimedov dokaz teorema o krugu. Sli¢no kao i kod Euklidovog
dokaza propozicije EEXII2, dokaz se svodi na ,princip iskljucenja tre¢eg”: Arhimed prvo
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2d o 1d : ;

Slika 4.32: Arhimedovo otkri¢e odnosa volumena kugle, valjka i stosca (desna slika je
snimljena tijekom izlozbe Volim matematiku u Zagrebu 2015.)

dokazuje da povrsina kruga nije vec¢a od povrSine navedenog trokuta, pa da nije manja, te
preostaje da su jednake. Neka je K oznaka za krug i T oznaka za pravokutni trokut, ¢ija
jedna kateta ima duljinu kao polumjer kruga, a druga kao opseg. Pretpostavimo prvo
da je P(K) > P(T), dakle P(K) — P(T) > 0. U tom sluc¢aju u krug se upisuju pravilni
n-terokuti P, i ocito za svaki n imamo da je zbroj povrsina kruznih odsjecaka izmedu
n-terokuta i kruznice 6, = P(K) — P(P,) > 0. Moze se dokazati (to je dio EEX2) da za
sve n vrijedi i dy, < %", dakle se pri udvostrucenju broja stranica upisanog mnogokuta
povrsina odsjecaka smanjuje vise od dva puta. Sad se Arhimed ogranicava na n-ove koji
su potencije od 2, tj. gleda upisane pravilne 2*-terokute Py, Ps, Pig, . .. Eudoksova lema o
ekshaustiji (EEX1) primijenjena na P(K) — P(T) i dyx-ove povla¢ da za dovoljno velik k&
imamo 0 < dyx < P(K) — P(T) pa je

P(Py) > P(T).

S druge strane, za svaki upisani pravilni n-terokut njegova povrsina je

ON| - a, -|AB
:n~| |- a <n-r| |:fo(Pn)<T

P(P,
(Fn) 2 2 2

o= P(T),
gdje je a, duljina stranice pravilnog n-terokuta, r i o su polumjer odnosno opseg kruga K,
O njegovo srediste, a N noziste okomice iz O na jednu stranicu pravilnog n-terokuta. Stoga
za sve k vrijedi P(Py) — P(T) < 0, sto je kontradikcija s gore dokazanom nejednakosti.
Dokaz da je i druga nejednakost povrsina, P(K) < P(T'), nemoguca je slican, s tim da
se koriste opisani pravilni n-terokuti i gledaju viskovi A,, povrsina tih opisanih n-terokuta
u odnosu na povrsinu kruga. Dokaz ovog dijela prepustamo citatelju, uz napomenu da se
u njemu koristi (naravno, dokaziva) tvrdnja A, < 2. .
U svojem djelu O kugli i valjku Arhimed je dokazao da je volumen kugle jednak %
volumena valjka istog polumjera i visine (odnosno 4 volumena stoSca istog polumjera i
visine jednake polumjeru) te da je oplosje kugle 4 puta veée od povrsine kruga istog
polumjera, odnosno oplosje kugle % je oplosja opisanog joj valjka. Uoc¢imo da su tvrdnje
teorema ekvivalentne modernim formulama: Ako s r ozna¢imo polumjer kugle, volumen
valjka istog polumjera i visine kao kugla je r7 - 2r = 217, pa je 2 od toga tocno 3rém,
tj. volumen kugle. Povrsina kruga istog polumjera kao kugla je r?m, a 4r?7 je naravno
odgovarajuce oplosje kugle. Odnos volumena kugle, valjka i stosca Arhimed je otkrio
koristeéi svoj princip poluge, kako je ilustrirano slikom a dokaz obje tvrdnje je
proveden metodom ekshaustije.


https://www.youtube.com/watch?v=Ztq7WjgaNvw

54 POGLAVLJE 4. ANTICKA GRCKA MATEMATIKA

Slika 4.33: Povrsina jednog okreta Arhimedove spirale (lijeva slika je snimljena tijekom
izlozbe Volim matematiku u Zagrebu 2015.)

U O spiralama, Arhimed je opisao po njemu nazvanu spiralu: Arhimedova spirala
je putanja tocke koja se jednoliko giba po polupravcu koji jednoliko rotira oko polazne
toékeEl Arhimed je dokazao karakterizaciju tangente u proizvoljnoj to¢ci Arhimedove
spirale, koja omoguéuje konstrukciju iste te je nakon kruznice (EE) i konika (Apolonije)
ovo bila prva krivulja za koju je bilo poznato kako konstruirati tangentu na nju@ Pokusom
vjerojatno slicnim onome prikazanom na slici lijevo, Arhimed je uocio da vrijedi:
Isjecak Arhimedove spirale izmedu dva radij-vektora jednak je razlici kubova njihovih
duljina podijeljenoj sa 6a. Posebno, povrsina jednog okreta Arhimedove spirale je trec¢ina
povrsine opisanog kruga. Dokaz je proveo metodom ekshaustije, dijeleé¢i isjecak spirale na
isjecke s jednakim sredi$njim kutovima (slika desno). Primijetio je da tako dobiveni
r-ovi ¢ine aritmeticki niz. Zatim je gledao tim isjeccima upisane i opisane kruzne isjecke i
dobio figuru manje i figuru vece povrsine. Naposlijetku se pozvao na Eudoksovu lemu, mi
bismo rekli izracunao je limes, i tako dokazao tvrdnju [5l, 29].

Medu Arhimedovim rezultatima dokazanim metodom ekshaustije isticemo jos njegovu
kvadraturu segmenta parabole, koja je za razliku od kvadrature segmenta (odsjecka) kruga
provediva ravnalom i Sestarom. Arhimed je dokazao da je povrSina segmenta parabole
jednaka % povrsine trokuta kojemu je jedna stranica tetiva tog segmenta, a trec¢i vrh je
tocka parabole u kojoj je tangenta paralelna s tom tetivom (trokut AABC na slici [9].
Uklanjanjem trokuta AABC' dobiju se dva nova odsjecka u koje se analogno mogu upisati
trokuti AACE i ABCD i tako u beskona¢nost. Arhimed je dokazao da je T'= P(AABC)
tocno 4 puta veéa od zbroja povrsina ANACE i ABCD. Stoga se u svakom koraku
uklanjanjem trokuta povrsina ostatka segmenta smanjuje toc¢no 4 puta, sto je naravno vise
od 2 puta. Eudoksova lema sad povlac¢i da ¢e ostatak povrsine segmenta nakon uklanjanja
dovoljno mnogo trokuta na opisani nacin postati po volji mali, odnosno da ¢e zbroj
povrsina svih uklonjenih trokuta nakon dovoljno broja koraka po volji dobro aproksimirati

povrsinu segmenta, dakle jovréina segmenta zbroj svih beskona¢no mnogo takvih

_1 __q
povrsina. No, prema EEIXS je T—i—%T—i— %T—l—. . .+4inT =T- 4?11 = %T- (1 — ﬁ)

Opet po Eudoksovoj lemi, 4 postaje proizvoljno mali s porastom n, dakle je povrsina

42To je ekvivalentno modernoj jednadzbi u polarnim koordinatama: r = ap. Polarne koordinate su
uvedene su tek krajem 17. st. (I. Newton, Jacob Bernoulli).

437a zadanu Arhimedovu spiralu s ishodistem O, neka je P tocka na spirali i T sjeciste tangente na
spiralu u P s okomicom na OP koja prolazi kroz O. Duzina OT zove se suptangenta. Omjer njene duljine
s i razmaka r = |OP)| je za svaku P jednak r : a.

44 Ako se bilo koji broj brojeva nalazi u produljenoj proporciji, onda se razlika drugog i prvog broja
prema prvom odnosi kao razlika zadnjeg i prvog prema zbroju svih osim zadnjeg. Suvremenije receno:
Ako aq, ag, ..., ay, an+1 Cine geometrijski niz, onda je (as —a1) : a1 = (apy1 —a1) : (a1 +as+ ...+ ay).


https://www.jstor.org/stable/2691014
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Slika 4.34: Arhimedova kvadratura segmenta parabole

segmenta parabole %T. Kako vidimo, Arhimed je ovdje u biti dokazao je ono sto danas
zapisujemo kao konvergentan geometrijski red

2 (1) -5

Od ostalih Arhimedovih rezultata istaknut ¢emo jos tri. Prvi je posebno poznat.
Naime, Arhimed je iterativnom metodom{™| pokazao da je opseg kruga je u odnosu na
trostruki promjer istog kruga veci za dio koji je manji od % i veéi od %—(1’ promjera. Drugim
rije¢ima, dokazao je ono Sto danas zapisujemo kao

223 22

ﬁ << 7,
tj. mogli bismo re¢i da je dobio aproksimaciju broja m to¢nu na tocnu na dvije decimale
(3.14). Arhimed je ¢ak znao da bi nastavkom svoje metode mogao dobiti i to¢niju procjenu.
Njegova je metoda sljedeca (do doba otkri¢a racuna s redovima, tj. do 17. st., sve procjene
iznosa 7 su se temeljile na Arhimedovoj metodi) [6, [7]:

1. Krugu upiSemo i opisemo pravilni Sesterokut (n = 0).

2. Neka je o, opseg upisanog, a O,, opseg opisanog 6 - 2"-erokuta (u svakom koraku se
udvostrucuje broj stranica).

3. Dakle, ako bi polumjer kruga bio 1, poc¢etne su vrijednosti oy = 6, Oy = 4v/3.

4. Za opseg o kruga i za svaki n vrijedi: 0o <01 < ... <0, <...<0<...<0, <
... <07 <0Og.

5. Arhimed je otkrio rekurzivnu vezu medu opsezima u dva uzastopna koraka: Svaki
sljedeci opseg opisanog mnogokuta je harmonijska sredina opsega upisanog i opisanog
mnogokuta iz prethodnog koraka, O, = %. Takoder, svaki sljedeéi opseg
upisanog mnogokuta je geometrijska sredina opsega opisanog mnogokuta iz istog

koraka i opsega prethodnog upisanog mnogokuta, 0,11 = /0,0, 1.

6. Arhimed je u n = 4 koraka dosao do opsega upisanog i opisanog 96-erokuta (o4 i
0,) i tako dobio navedenu procjenu.

450vo nije dokaz metodom ekshaustije!
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Slika 4.35: Arhimedova trisekcija kuta

Zasigurno ste c¢uli i za/Arhimedova tijela, tj. polupravilne poliedre. Njih je Arhimedu
pripisao Papus. Papus je naveo da je Arhimed napisao tekst u kojem je opisao svih 13
tipova tih polupravilnih tijela. Taj tekst nije sacuvan i Arhimedova su tijela kasnije
zaboravljena, sve do renesanse kad ih je ponovno otkrio Kepler, nabrojao ih i primijetio
da definiciju takoder zadovoljavaju i pravilne prizme i antiprizme.

Naposlijetku, geometrijski zanimljiva je i Arhimedova ,,mehanicka” trisekcija kuta.
Kao i Hipokratova, ova metoda je doduse egzaktna, ali zahtijeva ravnalo s jednom oznakom
duljine na njemu. Neka je zadan kut o = ZABC (slika . Produlji se duZina AB i
nacrta polukruznica proizvoljnog polumjera oko B. Na ravnalu se oznaci njen polumjer
kao DE. Nade se pozicija ravnala u kojoj £ lezi na praveu AB, D lezi na polukruznici,
tako da pritom pravac (ravnalo) DE prolazi kroz C. Tada je ZAED = «/3.

Zadatak 10 Dokazite tocnost Arhimedove trisekcije kuta.

(" )
fﬂelenisti(zko razdoblje grcke matematike . . .

\ ... U klasicnom helenizmu starogrcka matematika je postigla svoj vrhunac. Glavni znanstveni
centar helenizma bila je Aleksandrija. Stariji pristupi i rezultati kulminirali su oko 300. g. pr. Kr. u
FEuklidovim Elementima, djelu za koje se uzima da je matematiku pretvorilo u egzaktnu znanost
u kojoj se turdnje izvode deduktivno iz definicija i aksioma. Medu Euklidovih po pet aksioma i
postulata istice se peti postulat o paralelama, za koji se ve¢ u Euklidovo doba i jos dugo kroz povijest
postavilo pitanje je li to moZda ipak teorem dokaziv iz ostalih definicija, postulata i aksioma. U
13 knjiga (poglavlja) Elemenata, sadrzaj kojih se uglavnom pripisuje ranijim autorima, nalazimo
standardne ,,skolske propozicije i konstrukcije iz planimetrije i stereometrije, ali i rezultate iz teorije
brojeva (primjerice Euklidov teorem o prostim brojevima i Euklidov algoritam) te razne propozicije
geometrijske algebre, ukljucivo dokaza da se svaki mnogokut moZe kvadrirati ravnalom i sestarom.
Uz Euklida, glavni matematicari klasicnog helenizma bili su Eratosten iz Kirene (poznat po svom
situ, odredivanju opsega Zemlje i mezolabiju), Apolonije iz Perge (autor prve potpune teorije konika)
1 Arhimed iz Sirakuze. Vrhunac starogrcke matematike predstavijaju rezultati Arhimeda iz Sirakuze
u 3. st. pr. Kr. Posebno su poznati njegovi rezultati koje je naslucivao eksperimentalno, a zatim
egzaktno dokazao metodom ekshaustije —teorem o krugu, odredivanje volumena kugle, kvadratura
parabole i Arhimedove spirale. Uz to je iterativnim postupkom dobio procjenu od (najvise) 22/7 za

omjer opsega i promgjera kruga, opisao i u dokazima vezanim za odredivanje teZista raznih figura

koristio princip poluge, osmislio rani nacin imenovanja velikih brojeva, . . . )



http://mathworld.wolfram.com/ArchimedeanSolid.html
http://mathworld.wolfram.com/Antiprism.html
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4.3.2 Postklasi¢ni helenizam

N PR . . .
-@'I\V'Iatematlckl pojmovi u ovom poglavlju
* trigonometrija * kutovi * sinus * tetive u kruznicama * sferna geometrija * razlomak * seksagezi-

malni brojevni sustav *

Poslije pada Sirakuze (212. pr. Kr.), Rimljani su nastavili s osvajanjem grckih teritorija.
Tako su do 146. pr. Kr. osvojili gotovo cijelo grcko kopno i pri tom mnogo toga unistili.
Ostatak antike, od otprilike 150.-50. pr. Kr. pa do pada Zapadnog Rimskog Carstva
476. A. D. naziva se postklasi¢énim helenizmom. Godine 31. pr. Kr. Rimljani su zauzeli
Aleksandriju i pritom je u pozaru unisten velik dio biblioteke u mouseion-u. Tijekom
postklasi¢nog helenizma znanstveni rad je u odnosu na prethodna razdoblja bitno reduciran,
medu ostalim i jer viSe prakti¢no orijentirani Rimljani nisu bas cijenili znanost. Novi
matematicki rezultati u ovom periodu bili su uglavnom rjesenja pojedinacnih problema
ili upotpunjavanje djela ranijih matematicara. Jedina znacajna iznimka je matematicka
astronomija, za potrebe koje se u ovom razdoblju razvila trigonometrija i sferna geometrija.

Trigonometrija kao geometrijska poddisciplina u kojoj se kutovi proucavaju kroz za
njih vezane omjere duljina (iz Cega su se s vremenom razvile suvremene trigonometrijske
funkcije) svoje korijene vuce jos iz babilonskog doba (primjerice, tablica pitagorejskih
trojki na tablici Plimpton 322 moze se interpretirati kao rana trigonometrijska tablica), a
i klasi¢nog helenizma, kad su primjerice pri promatranju sjena stapova uoceni odredeni
karakteristicni omjeri. No, u pravom smislu ona je zasnovana tek u 2. st. pr. Kr., kad su za
potrebe astronomije prvi puta tabelirani kutovi s jednom vrstom za njih karakteristi¢nih
duljina unutar danog kruga. No, to nisu bile tablice sinusa ni kosinusa ni tangensa
kutova u jedini¢noj kruAznici, kako bi to mogao pomisliti suvremeni ¢itatelj. Ocem
trigonometrija smatra se astronom i matematicar Hiparh iz Niceje (danas Iznik u Turskoj),
no prije njegovog doprinosa potrebno je kao neposrednog prethodnika spomenuti jednog
od znanstvenika iz klasi¢nog helenizma. Aristarh sa Samosal (ca. 310.-230. pr. Kr.) je
bio matematicar i astronom. Prvi je, u danas izgubljenom djelu, predlozio heliocentricki
model svemira, sto u Pjescaniku spominje Arhimed. U povijesti matematike istice se
usporedbom udaljenosti Zemlje do Sunca i do Mjeseca te usporedbom veli¢ina Zemlje i
Mjeseca. U svojim je (matematicki korektnim, ali zbog krivih pocetnih pretpostavki i
gresaka mjerenja u konac¢nici netoénim) izra¢unima koristio odredene omjere duljina koji
odgovaraju danas uobi¢ajenim trigonometrijskim funkcijama odredenih kutova [5] 29, [49].

No, sustavno razmatranje iznosa odredenog omjera duljina za razli¢ite kutove prvi je
proveo Hiparh iz Niceje (oko 190.-120. pr. Kr.). U povijesti astronomije poznat je po
tome Sto je izracunao trajanje godine s to¢noséu do na 6 minuta, odredio kut izmedu
ekliptike i ekvatora, otkrio precesiju ekvinocija i izracunao koordinate mnogih zvijezda. U
matematici je zapamcéen kao autor prve trigonometrijske tablice, ali i po prvim rezultatima
iz sferne geometrije i po prvoj analizi stereografske projekcije. Njegova su djela izgubljena
te njihov sadrzaj saznajemo iz sekundardnih izvora. Hiparhova prva trigonometrijska
tablica bila je tablica sredisnjih kutova u fiksiranoj kruznici i pripadnih tetiva. Tablice
tetiva ostat ¢e karakteristika trigonometrije sve do kraja antike. Mi ¢emo tetivu koja
odgovara sredisnjem kutu a oznacavati s tet a. Pogledamo 1i sliku [£.36] vidimo da je veza
starogrcke tetive s danas uobic¢ajenim trigonometrijskim omjerima dana formulom

e’
tet a = 2rsin 5


https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0315086017300691
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Aristarchus/
https://plus.maths.org/content/sun-moon-and-trigonometry
https://plus.maths.org/content/sun-moon-and-trigonometry
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hipparchus/
https://www.dimensions-math.org/Dim_CH1_E.htm
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Slika 4.36: Tetive i sredisnji kutovi

tj. (do na polumjer kruznice) tetive su dvostruki sinusi polukuta. U tablicama navodile
su se aproksimativne racionalne vrijednosti tetiva pa je ovdje vazno spomenuti nesto o
starogrékom zapisu razlomaka. Oni se i dalje strogo matematicki nisu smatrali brojevima,
ali su naravno bili nuzni u raznim prakticnim, ovdje astronomskim, proracunima. U
Hiparhovo doba standardni brojevni sustav bio je alfabetski i on se koristio za zapisivanje
svih prirodnih brojeva. Dok se u starije doba za zapis razlomaka koristio egipatski zapis
te bi se primjerice % pisala jednostavno kao &” (dakle, nazivnik s dva apostrofa), u ovom
razdoblju pojavljuju se dva nova stila zapisa razlomaka. Jedan je koristio brojnik i nazivnik
(Heron i Diofant su koristili takav zapis), s tim da se jednostavno pisao nazivnik iznad

Iiﬂ. v 7

¢ Jemas o U astronomiji se pak za zapisivanje razlomaka koristio

22
alfabetski brojevni sustav u kombinaciji s babilonskim seksagezimalnim (pri ¢emu se
seksagezimalno zapisivao samo razlomljeni dio broja). Primjerice, Hiparhovih 7°30’ bilo je
pisano kao ¢ X. Pritom je postojao, kao i u Mezopotamiji od ca. 3. st. pr. Kr., poseban
simbol za nedostaju¢u potenciju od 60, tj. znamenka koja odgovara danasnjoj znamenki 0
kad se nalazi 'usred’ broja. Hiparhova tablica tetiva sadrzavala je kutove u koracima od
po 7°30’ u rasponu od 0 do 180°. Primjerice, za kut od 60° (£) Hiparh je naveo iznos tetive
57°18" (v¢ ). Buduéi da se za sredisnji kut od 60° polumjer i tetiva podudaraju, vidimo
da je polumjer kruga u kojem je Hiparh gledao sredisnje kutove i tetive bio 57 + % = H7.3.
Pomnija analiza tablice (jer naravno da svako zaokruzivanje nosi gresku) pokazuje da je
zapravo gledao krug opsega 360, sto naravno odgovara jednostavnoj podjeli punog kuta
na stupnjeve [5] 26, 29] 38, 49].

Do kraja helenizma u trigonometriji su se istakla jos dva znamenita znanstvenika. Prvi
je bio Menelaj Aleksandrijski (ca. 70.-130. A.D.)., koji je takoder izradio tablicu tetiva
(u Sest knjiga), no ona nije sacuvana. Najpoznatije Menelajevo djelo je Sphaerica, sacuvana
u arapskom prijevodu, u kojem se bavi sfernom geometrijom i sfernom trigonometrijom.
Sphaerica je najstarije djelo u kojem je definiran sferni trokut: To je trokut koji
je omeden lukovima triju velikih kruznica na danoj sferi. U ovoj se knjizi nalazi i
znameniti Menelajev teorem za ravninske i sferne trokute [5, 49][®| Konacnu sintezu
trigonometrijskog znanja antickog doba postigao je znameniti Klaudije Ptolemej (ca. 85.—
165.), najutjecajniji anticki astronom i geograf. Djelovao je u Aleksandriji, a bavio se i

brojnika, npr.

46Zadan je trokut ABC i pravac koji sijece pravce AB, BC, C A redom u tockama D, E F. Tada
je |AD| - |BE|-|CF| = |BD|-|CE]|-|AF| ako je trokut ravninski, odnosno sin AD - sin BE -sin CF =

sin BD - sin CE - sin AF ako je trokut sferni. Pritom se kod sfernih trukuta duljine njihovih stranica
poistovjeéuju s mjerama odgovarajuéih sredisnjih kutova.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Menelaus/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Ptolemy/
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Slika 4.37: (tet a)? + (tet(180° — a))? = d2.

matematikom, astrologijom, glazbom i filozofijom. Jedino Ptolemejevo ¢isto matematicko
djelo sadrzavalo je pokusaj dokaza Euklidovog postulata o paralelama (tako navodi Proklo).
Najznacajnije Ptolemejevo djelo je Matematike sintaksis (,,Matematicka kolekcija"), kasnije
nazvano Megale sintaksis (,Velika kolekcija”), koje nije sa¢uvano u originalu, nego samo u
arapskom prijevodu te je poznatije pod imenom tog prijevoda: Almagest (,,Najveéi”). U
tom je djelu Ptolemej dao matematicku teoriju kretanja nebeskih tijela. Zbog izuzetno
dobrog poklapanja s dostupnim eksperimentalnim podacima ovo je djelo sve do renesanse
bilo osnova zapadne astronomije. U njemu nalazimo mnoge doprinose sfernoj geometriji
i trigonometriji. Ptolemejeva tablica tetiva vrijedna je malo veée paznje, jer njezina
konstrukcija sadrzi mnoge vazne trigonometrijske reultate.

Kao i Hiparh, Ptolemej krece od kruznice podijeljene na 360 dijelova (’stupnjeva’), no
Ptolemej takoder dijeli i njezin promjer i to na 120 dijelova (uo¢imo dakle da su mu jedinice
duljine za opseg i promjer razlicite, jer je zasigurno znao da opseg kruznice nije 3 puta njezin
promjer, stovise Ptolemej je omjer opsega i promjera procijenio s 3%, dakle s greskom
reda veli¢ine samo 107°). Stoga ¢emo za mjerenje duljine luka na kruznici jedinicu oznaciti
s °, dok ¢emo za jedinicu za mjerenje duljine ravnih crta pisati (u literaturi uobicajenu)
oznaku ? za % duljine promjera. Primjerice, tet 60° = 607 (kutu od 60° odgovara tetiva
duljina polumjera, dakle pola promjera, kruznice). Nakon $to je dokazao neke geometrijske
teoreme, Ptolemej ih je iskoristio za jednostavno izracunavanje nekih tetiva. Koristeci
jedan svoj te Pitagorin teorem prvo je dobio da je duljina stranice pravilnog deseterokuta
jednaka 37P4’55” (mi bismo rekli: (37+ &+ %) 5 = 298 ~ 0,3 promjera) pa je
to tetiva koja odgovara kutu 36°. Tetive za sredisnje kutove 60°, 90° i 120° se lagano
izraCunaju, a koristeé¢i Pitagorin poucak i tvrdnju iz zadatka [£.38] koju je dokazao,

Ptolemej je izraCunao tetivu za 72° [26].

Zadatak 11 Izracunajte, egzaktno, iznose tet 60°, tet 90° 7 tet 120°. Iznose zapisite i
aproksimativno koristeci jedinicu P i minute i sekunde.

Zadatak 12 Dokazite da je u pravokutnom trokutu kojemu je jedna kateta polumjer, a
druga je stranica pravilnog deseterokuta upisanog u kruznicu, hipotenuza jednaka stranici
pravilnog peterokuta upisanog u istu kruznicu.
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t = B) A
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Slika 4.38: Adicijski teorem za tetive

Iz navedenih pet tetiva izracunao je i tetivu od 144° koristeéi svoju zanimljivu kombi-
naciju Pitagorinog i Talesovog poucka u kontekstu racuna tetiva (slika [4.37):

(tet o) + (tet(180° — a))? = d°.
Dalje je dokazao jednu lemu, koju danas poznajemo pod imenom Ptolemejev teoremﬂ

Teorem 9 (Ptolemejev teorem) U tetivnom cetverokutu je umnozak duljina dijagonala
jednak zbroju umnoZaka dva para nasuprotnih stranica.

)

Kao korolar te leme dokazao je (koriste¢i dijagram poput onog na slici [4.38]) , tetivnu’
varijantu adicijskog teorema za sinus, koju mozemo zapisati ovako:

tet(a — ) - d = teta - tet(180° — ) — tet 5 - tet(180° — a).

Koristeé¢i navedene i jos neke rezultate (vidi npr. [26]) Ptolemej je izrac¢unao tablicu tetiva
u rasponu sredisnjih kutova (tj. lukova) od 30" do 180°, u koracima od po pola stupnja
(tocnost je, kad se prera¢una u decimalni sustav, na 5 do 6 decimala).

Osim spomenutih matematicara koji su doprinijeli nastanku trigonometrije, u pos-
tklasicnom helenizmu nuzno je spomenuti jos tri: Herona, Diofanta i Papusa. Heron
iz. Aleksandrije (vj. 1. st. A.D.) bio je matematicar, fiziCar, izumitelj i inzenjer. Za
razliku od drugih starogrckih matematicara bio je orijentiran na prakti¢nu matematiku.
Napisao je tri matematicka djela: Metrica (o mjerenju, sadrzi— naravno ne simbolicki
zapisanu — Heronovu formulu za povrsinu trokuta, zasigurno poznatu bar koje
stoljeée ranije, i Heronovu metodu za korjenovanje na primjeru /720, pri ¢emu je
oCito da je znao da se povecanjem broja iteracija povecava tocnost), Geometrica (o povrsi-
nama) i Stereometrica (o volumenima). Tijekom vremena su tim djelima dodavani mnogi
sadrzaji pa nije sigurno koji dijelovi stvarno potjecu od Herona. Poznat je i Heronov
problem najkracéeg puta, koji je jedan od najstarijih poznatih problema optimizacije:
Za zadane tocke A i B s iste strane nekog pravca trazi se tocka C' na tom pravcu za koju
je |AC| + |CB| najmanja moguéa [5, 29, [49].

Zadatak 13 Heron je spomenuti problem rijesio koristeci osnu simetriju. Kako?

4TUmnoske duljina Ptolemej je tipi¢no starogréki naveo kao povrsine odgovarajuéih pravokutnika.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Heron/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Heron/
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Slika 4.39: Papusov teorem

Diofant Aleksandrijski (vjerojatno 3. st. A. D.) najznacajniji je matematic¢ar post-
klasi¢nog razdoblja i posljednji veliki europski matematicar prije Fibonaccija. Jedna od
rijetkih pouzdanih informacija o njegovom zivotu je ta da je autor matematickog djela
Aritmetika. Cini se da je Zivio 84 godine —na to upuéuje zadatak kojeg oko 500. g. u
Grckoj antologiji daje Metrodor:

Bog mu [Diofantu] je dozvolio da bude djecak Sestinu svog Zivota; kad je dodana
dvanaestina, obrazi mu stekose bradu; On za njega zapali svjetlo braka nakon
sedmine, a u petoj godini nakon Zenidbe darova mu sina. No ah! Kasno i jadno
dijete, kad dostize mjeru polovine oceva Zivota, uze ga ledeni grob. Nakon sto
je cetiri godine trazio utjehu u znanosti brojeva, dostignu kraj svog Zivota.

Po Diofantu danas nose ime diofantske jednadibefﬂ Tipican primjer diofantske
jednadzbe je trazenje pitagorejskih trojki. Iako u antickoj Grcékoj jos ne mozemo pricati o
jednadzbama kao takvima, Diofantovi problemi vezani za teoriju brojeva lako se mogu
opisati kao jednadzbe. Diofantova Aritmetika sastoji se od 150 algebarskih zadataka (u
kontekstu teorije brojeva, tj. teorijske aritmetike) u 13 knjiga”, bez prateée opce teorije.
Sest od tih 13 knjiga je sa¢uvano na grékom i Getiri na arapskom jeziku (a tri su izgubljene).
Mnogi zadaci u Aritmetici svode se na jednadzbe s nejedinstvenim rjesenjima, a Diofant
razmatra samo rjesenja koja se mogu zapisati kao pozitivni razlomci. Neki od Diofantovih
zadataka jos ni danas nisu rijeseni, a kopije i prijevodi Aritmetike imale su velik utjecaj
na mnoge kasnije matematicare [5], 49]. Diofant je osmislio i vlastitu algebarsku notaciju
(vidi [13]), no ona nije imala vedeg utjecaja.

Posljednji veliki anticki grcki matematicar bio je Papus iz Aleksandrije (ca. 290.—
350.). Glavno Papusovo djelo je Kolekcija, koje je jedan od vazniji izvora danasnjih
znanja o antickoj matematici. To je vrsta enciklopedije starogrcke matematike, a sadrzi
i Papusove vlastite rezultate, od kojih je najpoznatiji Papusov teorem: Dana su dva
pravca i na njima po tri tocke: A, B, C' odnosno A’, B’, . Neka je tocka 1 sjeciste AB’
i A’'B, tocka 2 sjeciste AC" i A'C' te tocka 3 sjeciste BC' i B'C. Tada su tocke 1, 211 3
kolinearne (slika . Papus je uveo i pojam fokusa i direktrise konike. Iskazao je i
dokazao teorem kojeg je kasnije, u 18. st., za definiciju konika iskoristio R. J. Boskovi¢:
Neka je dan pravac AB i tocka C u ravnini. Neka je iz tocke D u istoj ravnini povucen
pravac C'D i okomica DE na AB i neka je zadan omjer |CD| : |[DE|. Tada je D na

48U posljednjih se dvjestotinjak godina naziv diofantske jednadzbe uvrijezio za algebarske jednadzbe s
viSe nepoznanica s cjelobrojnim koeficijentima kojima se traze cjelobrojna rjesenja.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Diophantus/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Pappus/
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Slika 4.40: Rimske brojke u doba republike (srednji red) i carstva (donji red)

konici, i to na paraboli ako je taj omjer jednak 1, na hiperboli ako je ve¢i od 1 odnosno
na elipsi ako je manji od 1. Drugim rije¢cima: Konika je geometrijsko mjesto tocaka u
ravnini kojima je omjer udaljenosti do ¢vrste tocke (fokusa) i évrstog pravea (direktrise)
konstantan.

Za kraj pregleda anticke matematike recimo par rije¢i o matematici u Rimskom
Carstvu. Rimljani nisu cijenili matematiku, samo su koristili njezine prakti¢ne rezultate u
gradevini, mjeriteljstvu, racunanju kamata i udjela u nasljedstvima. Samostalnih rimskih
matematickih doprinosa nije bilo, a mnogi grcki tekstovi preneseni su, odnosno prevedeni
na latinski iskrivljeno i bez razumijevanja. U skolama se ucilo racunanje na prste, u glavi i
pomocu (rimskog) abakusa. Najpoznatija matematicka ,ostavstina“starih Rimljana su
rimske brojke, no danasnja verzija je tek malo starija od zapadne verzije indoarapskih
brojki (u anticko doba 1000 se nije pisao kao M, nego kako se vidi na slici . Rimski
je sustav primarno dekadski, ali sa tzv. sekundarnom bazom 5, sli¢no kao aticki grcki
brojevni sustav. Suptraktivan je, tj. aditivan, osim sto se u slucaju da se ispred simbola
vece vrijednosti nade simbol manje vrijednosti, ta manja oduzima od veée: IV = IIII.
Rimljani su kod podjele jedinica mase i novca koristili duodecimalne razlomke. Jedan aﬂ
se dijelio na 12 unci (uncia). Znak za uncu bila je tocka, a za % slovo S (semis). Ostali
razlomei izmedu 1/12 i 1 zapisivali su se aditivno koristenjem navedenih, a svaki je imao i
svoj poseban naziv, npr. 2/3 je bes, zapisan kao S--. Kao i kod Grka ranije, koristeni su i
egipatski razlomci.

e A
U postklasicnom helenizmu . . .

... glavna novost je utemeljenje trigonimetrije, u obliku izracunavanja tablica tetiva (de facto
dvostrukih sinusa polukuta) za sredisnje kutova. Trigonometriju je utemeljio Hiparh iz Niceje, ali
posebno ju je razvio Klaudije Ptolemej, ¢iji mnogi rezultati odgovaraju modernim trigonometrijskim
pravilima poput adicijskih formula. Takoder, Hiparh i Ptolemej te Menelaj Aleksandrijski postavili
su osnove sferne geometrije. Diofant je bitno doprinijeo teoriji brojeva i postavio temelje diofantskih
jednadzbi, a Heron je kao jedini prakticno orijentiran starogrcki matematicar dobio niz vaznih
rezultata ukljucujucéi Heronovu metodu korjenovanja, Heronovu formulu i rjesenje Heronowvog
problema optimizacije. Zadnji veliki anticki matematicar, Papus Aleksandrijski, vaZan je izvor
znanja o starijim razdobljima, a pokazao je i da su konike karakterizirane omjerom udaljenosti

njthovih tocaka od fokusa i direktrise. U usporedbi s klasicnim helenizmom, ovo je ipak — uslijed

rimskog utjecaja — znanstveno manje aktivno razdbolje. )

49Jedinica novca i mase. Jedinica duljine bila je pes, stopa, i dijelila se na 12 polices, palaca, ili na 16
digiti, prstiju.


https://en.wikipedia.org/wiki/Roman_abacus

Poglavlje 5

Matematika u Kini i Indiji u stara
vremena

5.1 Starokineska matematika

G@’-l\latematiéki pojmovi u ovom poglavlju )
* broj i brojka * pozitivni i negativni brojevi * dekadski pozicijski sustav * magicni kvadrat *
permutacije i varijacije * Pitagorin poucak * m * omjeri i razmjeri * povrsine i volumeni * linearne
jednadzbe i njihovi sustavi * Gaufova metoda eliminacija * numericka matematika * drugi i treci

korijeni * Hornerov algoritam * teorija brojeva * kongruencije * kineski teorem o ostacima *

diofantske jednadzbe )

Podsjetimo se malo opc¢e povijesti Kine. Najstarije kulture oko rijeka Huang He i
Jangce pojavile su se u razdoblju 3000.-1500. pr. Kr. Iza ca. 2000. g. pr. Kr. tu se razvilo
kinesko pismo. Veé¢ rano Kinezi su imali razvijenu astronomiju. Najstariji pouzdaniji
podaci o kineskoj op¢oj i znanstvenoj povijesti sacuvani su iz doba dinastije Dzou (Zhou)E]
11.-5. st. pr. Kr. U to doba zabiljezen Halleyev komet, izradivani su kalendari, a vjeru i
filozofiju oblikovali su Konfucije (konfucijanizam) i Lao Ce (taoizam). Znameniti Kineski
zid sagraA‘en je u doba prvog kineskog cara Cin Si Huangdija potkraj 3. st. pr. Kr. Iz
ovog ranog razdoblja nema sacuvanih matematickih tekstova, ali iz raznih povijesnih
izvora saznajemo da su se najkasnije oko 1200. g. pr. Kr. brojevi su se poceli zapisivati
koriste¢i (nepozicijski) dekadski brojevni sustav [49].

Medu kineskim matematickim specificnostima za ovu ranu povijest kine spomenuti
treba dvije. Jedna su magicni kvadrati, ¢ija najstarija pojava je upravo u staroj Kini.
Do 7. st. pr. Kr. postao je opée poznat tzv. lo su magic¢eni kvadrat (slika [5.1), no njegova
prva pojava datira se oko 2200. g. pr. Kr., vezano za poznatu legendu o kornjaci. Zbroj
svakog retka, stupca i obiju dijagonala u lo su kvadratu je 15, sto je broj dana u svakom
od 24 ciklusa starokineske solarne godine. Danas znamo i da je to (do na simetrije) jedini
normalni?| magicni kvadrat dimenzije 3 x 3. Veéi magicéni kvadrati se u Kini spominju tek u
13. st., prije ¢ega su vec bili poznati u Indiji i u Arapa. Takoder, prva pojava permutacija
(zapravo, varijacija s ponavljanjem) u povijesti potjece iz ovog ranog razdoblja kineske
povijesti. Radi se o I Cing-u (Knjizi promjena), vj. iz 7. st. pr. Kr., u kojem se (u svrhu

I'Kineske nazive transkribirali smo na hrvatsku latinicu koriste¢i pomoéno kinesko latini¢no pismo
pinyinl
?n x n-magi¢ni kvadrat s prirodnim brojevima od 1 do n?.
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https://afe.easia.columbia.edu/timelines/china_timeline.htm
https://www.rigb.org/explore-science/explore/blog/fascination-magic-squares
https://www.ichingonline.net/about.php
https://hr.wikipedia.org/wiki/Pinyin
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Slika 5.1: Lo $u magicni kvadrat

Slika 5.2: I Cing heksagrami

proricanja) dva simbola, jang (—) i jin (— —), prvo slazu u 23 = 8 trigrama pa zatim
ti trigrami u 82 = 64 heksagrama (slika [5.2)), tj. gledaju se sve varijacije Sestog razreda
od 2 elementa. Ipak, nema naznaka da su u stara vremena Kinezi sustavno razmatrali
permutacije i varijacije [5] [14].

Stariji oblici znamenki dekadskog pozicijskog sustava (bez nule, dakle bez apsolutne
pozicije) od 4. st. pr. Kr. ustupili su mjesto novoj varijanti takvog brojevnog sustava.
Kineske brojke/ u to doba poprimaju oblik stapicastih brojki, koje su posljedica tipi¢nog
starokineskog pomagala za ra¢unanje, Stapic¢a. Stapicaste brojke su se koristile sve do
16. st., a kako bi bilo jasno na koju potenciju od 10 se znamenka odnosi (tj. postiglo
nesto blisko apsolutnoj poziciji), orijentacija znamenki bila je vertikalna za neparne
potencije, a horizontalna za parne potencije od 10 (ukljucivo nulte, tj. jedinice) Primjerice,
= Il — je kineskim Stapicastim brojkama zapisan broj kojeg danas zapisujemo kao 321 (ili
32100 ili 3210000 ili ...). Od 2. st. pr. Kr. u Kini se, po prvi put u ljudskoj povijesti,
pojavilo razlikovanje pozitivnih brojeva (dZeng), koji su prikazivani crvenim Stapic¢ima,
i negativnih brojeva (fu), prikazivanih crnim Stapi¢ima. No, simbol za znamenku nula
(krug) uveden je tek u 13. st. Napomenimo ovdje da je poznato starokinesko racunsko
pomagalo, kineski abakus (suanpan), uveden bitno kasnije od Stapica (vjerojatno u
2. st. pr. Kr.), a u Siroj uporabi je tek od 16. st. [, [43].

U doba dinastije Han (206. pr. Kr.—220. A.D.) doslo je do procvata matematike i pocela
se pridavati vaznost matematickom obrazovanju. Iz tog doba potjecu najstariji sacuvani
kineski matematicki tekstovi. Takoder, u to doba Kinezi su ostvarili mnoge impresivne
napretke u znanosti i tehnologiji: izumili su proizvodnju papira, otkrili su Sunceve pjege,
...Do 1. st. A. D. ostvareni su i kontakti s Indijom te je u Kinu prodro i budizam. U


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Chinese_numerals/
http://www.omniglot.com/images/writing/rod_numerals.gif
https://en.wikipedia.org/wiki/Suanpan
https://asia-archive.si.edu/learn/for-educators/teaching-china-with-the-smithsonian/explore-by-dynasty/han-dynasty/

5.1. STAROKINESKA MATEMATIKA 65

N\,
/ N
/<\/ SN
/ N
/ N\ /
/ N
N,/
/ N\ /
\\< /\/
N/
AN

Slika 5.3: Tlustracija Pitagorinog poucka u ,,Aritmetici DZouovog gnomona”

3. st. carstvo se raspalo, te je doSlo do zamiranja znanosti i tehnike. Najstariji potpuno
sacuvan kineski matematicki tekst je DzZoubi suanding (Aritmetika DZouovog gnomona),
koji se datira izmedu 100 pr. Kr. i 100. A.D. Posebno je poznata grafika [5.3] iz njega,
koja se lako poopcéava na dokaz Pitagorinog poucka (u Kineza: pravilo gou gu, doslovno
~kraca kateta, dulja kateta“). No, dokazi svakako u to doba jos nisu bili dio matematike u
Kini. Zanimljiviji i vazniji, vjerojatno i najpoznatiji, starokineski matematicki tekst je
PiudZuang $uansu (Devet poglavlja umijeca racunanja) [5, 8 43), 49].

DiudzZuang suansu je kompilacija starijih rukopisa, nastala najvjerojatnije u prvoj
polovici 2. st. A. D. Sadrzi 246 zadataka rasporedenih u 9 poglavlja i bilo je vrlo utjecajno
djelo, koje su svojim komentarima doradili mnogi kasniji kineski matematicari i koje je
kasnije, skupa s Aritmetikom DZouovog gnomona, postalo jedan od tzv. deset klasika
kineske matematike, tj. sluzbenog popisa obvezne matematicke literature za obrazovanje
u 7. st. Poglavlja u Devet poglavija umijeca racunanja imaju sljedeée teme [8], 43]:

1. ,Mjerenje polja”: Izracunavanje povrL“ina, ukljuc¢ivo racuna s razlomcima. Tu se
povrLina kruga racuna pravilima koja su ekvivalentna aproksimaciji = s 3 [6].

2. ,Proso i riza”: Preracunavanja koli¢ina za razmjenu (trojno pravilo).
3. ,,Raspodjela po proporciji”: Proporcionalnosti vezane za raspodjelu dobara i novca.

4.  Koja Sirina?”: Izrac¢unavanje nepoznatih duljina, Sirina i visina geometrijskih likova
i tijela kojima je poznata povrsina odnosno volumen. Tu je uklju¢eno racunanje
kvadratnih i kubnih korijena.

5. ,Rasprave o radu”: Odredivanje raznih volumena u konstrukciji gradevina i drugih
struktura, u svrhu utvrdivanja radnog ucinka.

6. ,,Posteni nameti”: Proporcionalnosti u izra¢unima vezanim (ne samo) za place i
poreze.

7. ,Visak i manjak”: Linearne jednadzbe s jednom nepoznanicom (rjesavanje metodom
requla falsi, tj. temeljem dva pokusaja).

8. ,Pravokutne tablice”: Rjesavanje sustava linearnih jednadzbi.

9. ,,Pravokutni trokuti”: RjeSavanje prakti¢nih geometrijskih problema koristeci svojstva
pravokutnih trokuta, ukljucivo Pitagorinog poucka.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Ten_classics/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Ten_classics/
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Medu tim sadrzajima isticemo dva, u kojima se pojavljuju specificni kineski doprinosi
matematici koji u isto vrijeme jos nisu bili poznati drugdje, a u oba slucaja se radi o
prvim bitnim doprinosima povijesti numericke matematike nakon babilonske metode
racunanja korijena: iterativne metode korjenovanja i rjesavanje sustava linearnih sustava
metodom fang ceng koja je gotovo identi¢na modernoj, matricnoj Gauflovoj metodi
eliminacija. Opisimo ovdje ovo potonje, na konkretnom primjeru, dok ¢emo starokinesko
korjenovanje opisati nesto kasnije, na str. Napominjemo da su racuni u Devet poglavija
opisani koriste¢i stapicaste brojke i ,mehanicki” (kako pomicati Stapi¢e u pojedinom
koraku), no postupak je ekvivalentan ovom kojeg ¢emo koriste¢i moderne brojke opisati
na primjeru jednog zadatka iz. 8. knjige Devet poglavija [8, 43].

Primjer 18 Iz tri snopa dobrog Zita, dva snopa srednjeq i jednog snopa loSeqg Zita dobije

se prinos 39 douf| Iz dva snopa dobrog Zita, tri snopa srednjeg i jednog snopa loseg Zita

dobije se prinos 34 dou. Iz jednog snopa dobrog Zita, dva snopa srednjeq i tri snopa loseg

Zita dobije se prinos 26 dou. Koliki je prinos po jednog snopa dobrog, srednjeg i loseq Zita?
Postupak je sljedeci. Prvo se ispise tablica:

117213
21312
3111

26134139

Uocimo da je ovo tocno transponirana prosirena matrica sustava linearnih jednadzbi koji
odgovara uvjetima zadatka. Slijedi niz od tri koraka racuna (u prvom se od trostrukog drugog
stupca oduzme dvostruki treci i rezultat zapisuje u drugi stupac, u drugom se trostruki prvi
stupac oduzme od treceq © rezultat zapisuje u prvi, a u trecem se od peterostrukog prvog
stupca oduzme cetverostruki drugi i rezultat zapise) koji redom rezultiraju tablicama:

1103 3 3
21512 4 15| 2 5|2
3111 81111 36117
26124139 39124139 99 |24 |39

Sad se ocita rjesenje: Prvo vidimo da je prinos loseq Llita % = 2% dou. Stoga je
prinos srednjeg Zita (24 — 1 - 2%) b = 4% dou. Naposlijetku, prinos dobrog Zita je
(39—1-22 —2-44) : 3 =95 dou.

Kako je vidljivo iz primjera, postupak je jednak modernoj matricnoj Gauflovoj metodi
eliminacija, do na to da je u odnosu na suvremeni stil zamijenjena uloga stupaca i redaka
(i da se izbjegava ra¢un s razlomcima) [5] §].

U doba dinastije Han zivio je i multidisciplinarni znanstvenik Dzang Heng (78.-139.),
koji je poducavao da je Zemlja kuglastog oblika i konstruirao prvi seizmograf. On je
modificirao tada (empirijski) poznato pravilo u kojem se omjer povrsine kvadrata i povrsine
upisanog mu kruga uzimao kao 4 : 3. Dzang Heng je zakljuc¢io da se kvadrat povrsine
kvadrata i kvadrat povrsine tom kvadratu upisanog kruga odnose kao 8 : 5.

Zadatak 14 Izracunajte kojim aproksimacijama broja m odgovaraju ova dva pravila.

3Dou je kineska mjera volumena, u to doba iznosila je otprilike danasnjih 2 L.


https://www.britannica.com/biography/Zhang-Heng
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Slika 5.4: Liu Huijeva metoda odredivanja visine nedostupnih objekata.

Za tu Dzang Hengovu aproksimaciju saznajemo iz komentara Devet poglavija, koje je
napisao prvi znacajniji poimence poznati kineski matematicar Liu Hui (3. st.). On je
opisao postupak analogan Arhimedovom iterativnom postupku, za kojeg zasigurno nije
znao, te je uocio da se takvim postupkom moze po volji dobro aproksimirati konstanta
koju danas zovemo 7. Liu Hui je za prakticne racune zagovarao aproksimaciju % = 3,14.
Napomenimo ovdje da je ve¢ u Devet poglavija bio poznat tocan odnos povrsine i opsega
kruga (povrsina kruga je ¢etvrtina umnoska opsega i promjera). U svojim komentarima
Devet poglavlja Liu Hui je objasnio i opravdao postupke koji se u njima nalaze [0} [7, [43].
Dio Liu Huijevih komentara kasnije je odvojen u zasebni Matematicks prirucnik o jednom
otoku u moru, gdje se bavi odredivanjem udaljenosti i veli¢ina nedostupnih objekata.

Primjer 19 U Matematickom prirucniku o jednom otoku u moru nalazimo ovaj zadatak:
Dvastapa visine 3 dianf] zabijent su u zemlju i razmaknuti 1000 bu. Jedan stap je blizi
udaljenom otoku nego drugi. Ako promatrac stoji 123 bu iza prvoga, vidi vrh otoka u liniji
s vrhom tog Stapa, a ako stoji 127 bu iza drugoga, vidi vrh otoka u liniji s vrhom tog drugog
stapa. Koliko je visok otok i koliko je daleko od blizeqg mu stapa?

Kao rjesenje je navedeno: Neka je brojnik jednak visini stapa pomnozZenoj s razmakom
stapova, neka je nazivnik razlika odmaka od stapova. Doda li se kvocijentu visina stapa
dobije se visina otoka. Za udaljenost bliZeg stapa do otoka nazivnik je isti, ali brojnik je
razmak stapova pomnoZen s odmakom od prvog, a kvocijentu se ne pribraja nista.

Iako ovdje nije objasnjeno, iz ostalih zadataka se vidi da je Liv Hui ovakve zadatke rjesa-
vao izjednacavanjem povrsina pravokutnika s obiju strana dijagonale u vecem pravokutniku.
Pogledajmo skicu[5.4. Na njoj su povrsine plavog i crvenog pravokutnika jednake. Ako je
h = |AB]| visina otoka i d = |AP| razmak od otoka do jednog od stapova, onda ako izjedna-
¢imo navedene povrsine za prvi stap dobijemo 3 dZzangx d = 123 bu-(h—3 dZang), a ako isto
ucinimo za drugi stap dobijemo 3 dZangx (1000 bu+d) = 127 bu-(h—3 dzZang). Oduzmemo
li te jednakosti dobivamo navedeno pravilo za visinu otoka (ispadnu 753 dZang = 1255bu).

Vratimo se jo$s malo Aritmetici DZouovog gnomona i Devet poglavija. U prvom veé
nalazimo postupak za racunanje drugih korijena, a taj je u Devet poglavija poopcéen
na racunanje trecih korijena. Te postupke je komentirao i geometrijski objasnio Liu Hui.
Ovdje ¢emo opisati samo starokineski iterativni postupak za odredivanje cjelobrojnog
dijela drugog korijena zadanog broja [5, 8, 43]. Za razliku od babilonske (Heronove)
metode, ovdje se znamenke odreduju redom, od prve nadalje.

41 dzang = 10 ¢, odnosno u to doba 1dzang je bio otprilike 2,3m. Uz to je koristena i jedinica bu: 1
bu = 6 ¢i.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Liu_Hui/
https://en.wikipedia.org/wiki/Haidao_Suanjing
https://en.wikipedia.org/wiki/Haidao_Suanjing
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Primjer 20 Izacunajmo [/55225]. Ocito je to troznamenkasti broj (abc), tj. 55225 =
(100a + 10b + ¢)?. Stoga je

55225 = 10000a” + 100(20a + b)b + (20(10a + b) + ¢) ¢,
iz cega isprobavanjem vidimo da je a = 2. Stoga je
15225 = 100(40 + b)b + (20(20 + b) + ¢) ¢,
odakle opet isprobavanjem vidimo da je b = 3. Preostaje

2325 = (460 + ¢) c,

pa je ¢ =5, odnosno |/55225] = /55225 = 235.

Kao sto smo rekli, nakon 3. st. n. e., doslo je do zastoja u razvoju kineske znanosti. Do
novog procvata kineske matematike doslo je u 7. st., u doba dinastije Tang (618.-907.). U
to je doba u Kini dominirao budizam, a nesto kasnije, u razdoblju vlasti sjeverne pa juzne
dinastije Sung (960.-1278.) konfucijanizam je postao obavezan. U to je doba izumljen
tisak s pomi¢nim slovima i uvedeni su drzavni ispiti za sluzbenike. Nakon sto su u 13.
st. Kinu osvojili Mongoli doslo je do znacajnijih kontakata sa zapadomE] te daljnji razvoj
kineske matematike ne¢emo pratiti [5,49]. U razdoblju 7.—13. stoljeAta Kinezi su znac¢ajno
unaprijedili teoriju brojeva i numericku matematiku. U tom su razdoblju stare metode
korjenovanja, tj. rjeSavanja jednadzbi oblika 22 = A i 3 = B, prvo poopcéene na iterativne
metode rjesavanja opc¢ih kubnih jednadzbi, a onda i jednadzbi viseg stupnja. Vrhunac tog
razvoja postigao je znameniti kineski matematicar Cin Diusao (1202.-1261.), koji je u
svom glavnom djeluSusu dZiudzang (Devet knjiga o matematici, 1247.) opisao rjeSavanje
polinomijalnih jednadzbi proizvoljnog stupnja metodom koju naziva tjen juan, a koja je u
biti Hornerov algoritam. Cin Diusao je u svojih Devet knjiga o matematici opisao i
op¢ slucaj kineskog teorema o ostacima, no kineski interes za teoriju brojeva bitno je
stariji [0l [49].

Najstariju poznatu pojavu kineskog teorema o ostacima nalazimo kod matematicara
Sun Dzija (3., 4. ili 5. st.). U svom glavnom djelu Sundzi suandzing (Sun Dzijev
matematicki prirucnik) nalazimo sljedeéi zadatak: ,Tu je nepoznati broj stvari. Ako se
prebroje po tri, ostatak je 2. Ako se prebroje po pet, ostatak je 3. Ako se prebroje po
sedam, ostatak je 2. NaA‘i broj stvari.” Rjesenje koje navodi Sun Dzi je: ,,Odgovor: 23.
Metoda: Ako brojimo po tri i imamo ostatak 2, zapisemo 140. Ako brojimo po pet i
ostatak je 3, zapisemo 63. Ako brojimo po sedam i ostatak je 2, zapisemo SOE] Zbrojimo i
dobijemo 2337 pa oduzmemo 210 da dobijemo odgovor”. Sun Dzi daje i jo§ jedan primjer
s kongruencijama modulo 3, 51 7, ali s ostacima 1 u sve tri, u iz kojeg postaje jasno da je
u zadnjem koraku oduzet najveéi moguéi visekratnik od 105, odnosno da trazi najmanje
rjesenje modulo 105 =3-5-7 [5].

Vezano za teoriju brojeva spomenimo jo$ i da se u jednom aritmetickom priruATniku
iz 5. st. pojavljuje tip zadatka koji je bio popularan u raznim kulturama i vremenima, a
koji je poznat pod imenom zadatak 100 ptica. Zadatak glasi: ,,Ako jedan pijevac kosta 5

SMarko Polo je 1275. stigao u Peking.

6UoATimo da je to toATno kako i danas radimo: Ako je dan sustav kongruencija z = a;( mod n;),
i=1,...,n, gdje su n;-ovi relativno prosti, prvo se za svaku kongruenciju racuna a; pomnozen sa svim
nj-ovim osim samog 1.

"Dakle, ra¢unamo Y1, a; - [, ni-


https://www.britannica.com/topic/Tang-dynasty
https://afe.easia.columbia.edu/songdynasty-module/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Qin_Jiushao/
http://mudrac.ffzg.unizg.hr/~dpolsek/sociologija turizma/Pages from Milion - Marko Polo.pdf
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novcica, jedna kokos 3, a tri pilica zajeno 1, koliko pijevaca, kokosi i pili¢a se moze kupiti
za 100 novcica ako treba kupiti ukupno 100 ptica?”. Vidimo da se takvi zadaci iz moderne
perspektive gledano sustavi diofantskih jednadzbi. Navedena su tri rje senja: Prvo su 4
pijevca za 20 novcica, 18 kokosi za 54 i 78 pili¢a za 26 novéica. Drugo su 8 pijevaca za 40,
11 kokosi za 33 i 81 pili¢ za 27 novcica. Trece je 12 pijevaca za 60, 4 kokosi za 12 te 84
pili¢a za 28 novci¢a. Kao poopcenje je navedeno da se treba pribrojiti 4 broju pijevaca,
oduzeti 7 od broja kokosi i dodati 3 broju pili¢a da se dobiju ostali odgovori [5] [34].

4 N
fl\[atematika u staroj Kini. . .

> . pocela se razvijati veé u doba starog Egipta i Mezopotamije, ali iz tih ranih vremena nema sacu-
vanih matematickih tekstova. Poznato je da se u to rano doba mogu susresti 3 X 3-magicni kvadrati
1 najstariji poznati primjer varijacija s ponavljanjem te da je od ca. 1200. pr. Kr. koristen dekadski
pozicijski sustav bez nule. Od 4. st. pr. Kr. brojke postaju stapicaste, a od 2. st. pr. Kr. pojavljuje
se razlikovanje pozitivnih i negativnih brojeva. Najstariji sacuvani matematicki tekst, ,, Aritmetika
DZouovog gnomona®, nastala oko prijelaza era, sadrzi pravilo gou gu (Pitagorin poucak) i numericko
racunanje drugih korijena. Najznacajniji starokineski matematicki tekst je ,Devet poglavlja umijeca
racunanja“, vjerojatno iz 2. st., u kom mozemo naci i de facto Gauflovu metodu eliminacija za
rjesavanje sustava linearnih jednadzbi © numericko racunan je drugih i trecih korijena. U to doba je
starija empirijska pravila za racunanje povrsina i opsega krugova odgovarali modernoj aproksimaciji
3 za ™ D#ang Heng popravio na pravilo koje odgovara m ~ /10. U 3. st. je Liu Hui u komentarima
doradio ,,Devet poglavlja“ i druge starije rezultate, ukljucivo originalne metode izracunavanja ve-
licina nedostupnih objekata. U razdoblju 7.—13. st. su starije metode korjenovanja poopéene prvo
na numericko riesavanje kubnih jednadzbi, a kasnije i jednadzbi proizvoljnih stupnjeva de facto

Hornerovim algoritmom. Karakteristican je i kineski interes za teoriju brojeva, te najkasnije u

5. st. nalazimo prve pojave kineskog teorema o ostacima i zadatka sto ptica.

- J
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5.2 Staroindijska matematika

-\@'-I\V'Iatematiéki pojmovi u ovom poglavlju
* broj i brojka * dekadski pozicijski sustav * geometrija * m * nula * aritmetika * negativni brojevi
* trigonometrija * sinus i kosinus * interpolacija * numericka matematika * Heronova metoda *

Newtonova metoda * diofantske jednadzbe * Pellova jednadzba * kombinatorika

Podsjetimo se glavnih momenata rane indijske povijesti. U 3. tisu¢lje¢u pr. Kr. razvile su
se prve gradske civilizacije oko rijeke Ind. Iza 1500. pr. Kr. na to se podruATje naseljavaju
indoarijski doseljenici, koji su s vrcemenom uspostavili plemenska kraljevstva. Tada nastupa
i tzv. razdoblje veda, koje ovisno o datiranju poATinje negdje izmeA‘u 1500. i 1200. pr. Kr.,
a zavrL“ava izmeA‘u 800. i 500. pr. Kr. Najstariji sacuvani indijski matematicki tekstovi
potjecu upravo iz razdoblja veda. U to doba, dakle sredinom prvog tisuc¢ljec¢a pr. Kr.,
pojavljuju se tri najznacajnije indijske religije, hinduizam (vede su vjerski tekstovi koji ¢ine
njegov temelj, pisane na sanskrtu, jeziku brahmana) te budizam i dzainizam. Prodorom
Aleksandra Makedonskog do Inda (327.-325. pr. Kr.) dolazi do prvog znacajnijeg kontakta
sa zapadnim svijetom, te se u sljede¢im stolje¢ima moze uociti helenisticki utjecaj na
indijsku kulturu i civilizaciju. U to doba je razvijen i brahmanski brojevni sustav, dekadski
nepozicijski brojevni sustav sa zasebnim simbolima za iznose n - 10+ sn =1,...,91i
k =0,1,2 te za 1000 (slika . Vrhunac stare indijske civilizacije predstavlja doba
vladavine dinastije Gupta (320.-544. A. D.); carstvo Grupta je na vrhuncu pokrivalo veéi
dio sjevera indijskog potkontinenta. Tijekom 5.-12. st. vladale su razne dinastije u malim
drzavama, ali je u to doba postignut vrhunac indijske matematike. U skladu s navedenim,
staroindijska matematika razdvaja se na dva glavna razdoblja, prvo iz doba veda, a drugo
od 5. st. nadalje. U oba razdoblja karakteristike indijske matematike su, sli¢no kineskoj
te egipatskoj i babilonskoj matematici, prvenstveno prakti¢na orijentacija, te uglavnom
iskustveni rezultati bez dokaza [49).

Prvo spomenuto razdoblje indijske matematike poznato je kao doba sulbasutri,
otprilike 8.-5. st. pr. Kr. Sulbasutre, u prijevodu ,,Pravila konopa“, su dodatci vedskim
tekstovima, a opisuju mjerenja i konstrukcije vezane za izgradnju hramova i oltara. Vecina
sulbasutri nose nazive po svojim autorima. S matematicke strane, sulvbasutre sadrie
rezultate iz elementarne geometrije (ra¢unanje povrsina i volumena, Pitagorin poucak i
dr.). Primjerice, u Baudhayana-sulvasutri (ca. 800. pr. Kr.) nalazimo tekst:

,Konop rastegnut preko dijagonale kvadrata daje povrsinu dvostruku povrsini
polaznog kvadrata‘.

Sva pravila u sulbasutrama su dana bez dokaza. Neke konstrukcije su egzaktne, a
neke aproksimativne, no nigdje se ne isti¢e razlika izmeA‘u njih, odnosno mozemo reéi
da su za stare Indijce racionalni i iracionalni brojevi bili ravnopravni. U sulbasutrama
nalazimo i razli¢ite procjene povrsine kruga (najcesée se kao stranica kvadrata iste povrsine
kao krug uzima % promjera, sto odgovara ne bas dobroj aproksimaciji m ~ 3, 00444).
Indijci su imali interes i za teoriju brojeva, a ve¢ u sulbasutrama nalazimo pitagorejske

trojke (5,12, 13), (12,16, 20), (8,15,17), (15,20,25), (12, 35,37), (15,36, 39), (2%,6,6%),
(73,10,121). [5, 9).
Zmacajnije je doba vrhunca razvoja staroindijske matematike, koje zapocinje tijekom

vladavine dinastije Gupta. U ovom razdoblju Indijci su dali mnoge znacajne doprinose
matematici, a u to doba razvio i najvazniji staroindijski doprinos matematici, dekadski


https://education.nationalgeographic.org/resource/ancient-civilizations-india/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Indian_sulbasutras/
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Slika 5.5: Brahmanske brojke poATetkom nove ere.

pozicijski sustav s nulom. On se razvio postepeno iz spomenutih brahmanskih brojki, no
ovdje treba napomenuti da su pocetkom ovog razdoblja bili koristeni i alfasilabicki brojevni
sustavi, u kojima slogovi (toc¢nije, suglasnici s dijakritickim znakovima) predstavljaju
znamenke. Nula kao znamenka pojavljuje se najkasnije u 9. st., sto potvrduje natpis
na jednom hramu u Gwalioru/ juzno od Delhija, datiran 876. Nulu su Indijci nazvali
sunya (praznina). U arapskom prijevodu to je postalo sifr, Sto je pak u srednjem vijeku u
latinskom prijevodu postalo zephirum ili cifra. Za staroindijsku matematiku karakteristi¢ni
si razvoji racunskih postupaka (ganita— znanost o racunanju). Tako su Indijci tijekom
1. tisuélje¢a A.D. razvili efikasne algoritme za racunanje u dekadskom pozicijskom sustavu
s nulom. Cini se da je najstariji spis koji ih opisuje rukopis Bakhshali, koji se dugo
datirao vrlo nesigurno izmedu 300. i 1200., no prema datiranju ugljikom provedenom
2017., smatra se da rukupis potjece iz 3. ili 4. st. A. D., dakle Cini se da je ve¢ tada— prije
pocetka razdoblja vrhunca indijske matematike — bio razvijen dekadski pozicijski sustav s
nulom. Detaljan opis pravila racunanja s prirodnim brojevima i razlomcima moze naci kod
Mahavire (9. st.), autora prvog indijskog samo matematici posvecenog teksta [5], 38, [49].

Prvi poimence poznat indijski matematicar bio je Aryabhata I. (Aryabhata stariji)
(ca. 476.-550.). Njegovo glavno (i jedino sa¢uvano) djelo je Aryabhatiya, astronomsko djelo
pisano (tipiéno za staroindijske matematicke tekstove) u stihovima. Aryabhatiya sadrzi
tada u Indiji poznate matematicke rezultate (aritmeticke, algebarske te trigonometrijske),
bez dokaza. Iz istog doba, mozda stotinjak godina stariji, je takoder astronomski tekst
Surya Siddhanta. Ova dva djela su najstariji poznati tekstovi koji sadrze tablice sinusa
(polutetiva, na sanskrtu jy(v)a)f| a ne starogrekih tetiva. MozZe se reéi da moderna
trigonometrija potjece iz Indije. Za razliku od Ptolemeja, Indijci su ne samo uodili da
je prakticnije tabeliranje polutetiva od tetiva, nego su koristili i samo samo jednu mjeru
duljine za promjer i opseg: Kruznicu su podijelili na 21600 dijelova (,,minuta®) i duljina
takvog jednog dijela koristena je za iskazivanje duljina i kruznih lukova i (polu)tetiva.
Tako Aryabhata I. pise:

,Dodaj 4 k 100, pomnozi s 8 i svemu dodaj 62000. To sto si dobio je priblizna
duljina opsega kruga s promjerom 20000.“

Zadatak 15 Koe polumjeru kruznice i kojoj aproksimaciji broja ™ odgovara ovaj Aryab-
hatin postupak?

8Zapravo je jy(v)a [dZj(v)a] izraz za tetivu, ali se tijekom prvog tisuélje¢a nae ere ustalio kao naziv za
polutetivu.


https://www.theculturegully.in/post/world-s-oldest-recorded-zero-symbol-exists-in-india-gwalior
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Bakhshali_manuscript/
https://www.glam.ox.ac.uk/article/carbon-dating-finds-bakhshali-manuscript-contains-oldest-recorded-origins-symbol-zero
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Mahavira/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Aryabhata_I/
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Aryabhatin postupak i veli¢ina koristene kruznice postali su standard u veéini indijskih
trigonometerijskih tablica. Tablica polutetiva u Surya Siddhanta je pak konstruirana
koristeci pravilo koje danas zapisujemo

| - ' 1 sin(kn)
rsin(ng) = rsin((n — 1)¢) +rsing — ,;) sin ¢

(¢ =3°45",n=1,...,24), dok je Aryabhata samo naveo razlike izmedu po dviju uzastopnih
tetiva, rsin(n¢) — rsin((n — 1)¢). Tijekom sljedecih stoljeca otkrivena su i druga pravila
ekvivalentna mnogim poznatim trigonometrijskim formulama, a pojavljuju se i kosinus
(kotijya, r cos @) i sinus versus (r (1 — cosa)). U 10. st. se sinusi i kosinusi gledaju u sva
cetiri kvadranta. Ipak, indijska trigonometrija nije postala sustavna disciplina, nego se
radilo o rjesavanju pojedinac¢nih problema u astronomske svrhe. Prije nego se osvrnemo
na ostale indijske doprinose, spomenimo kratko etimologiju danasnjeg izraza sinus: Arapi
su sanskrtski izraz jya (dzja) transliterirali u dZiba. No, u arapskom pismu biljeze se
samo suglasnici pa je pri prijevodu jednog arapskog djela Robert iz Chestera 1154. tu
rijeC interpretirao kao dZaib, znacenja prsa, izrez na haljini, izdignuce. Stoga je to preveo
latinskom rijecju sinus (zaobljenost, uvala, prsa) [Bl, 26, [49].

Indijci nisu samo uveli nulu kao znamenku, nego i kao broj. Nula kao broj pojavljuje
se najkasnije u 7. st., kako saznajemo iz spisa jednog od najznacajnijih staroindijskih
matemati¢ara Brahmagupte, ca. 598.-670.). Brahmagupta nulu definira kao rezultat
oduzimanja broja od sebe. Kod njega se moze nadi i opis pravila za cetiri osnovne rac¢unske
operacije s pozitivnim i negativnim brojevima te nulom[’] Kao i nula, negativni brojevi su
u Indiji vjerojatno bili poznati nekoliko stoljeca ranije (no vjerojatno kasnije nego u Kini),
no prvi put se njihova svojstva u racunskim operacijama analiziraju kod Brahmagupte.
Brahmagupta je u povijesti matematike zapamcen i po otkri¢u Brahmaguptinog teorema
(u tetivnom ¢etverokutu s okomitim dijagonalama visine iz sjecista dijagonala na pojedine
stranice prepolavljaju njima nasuprotne) i Brahmaguptine formule (poopcenje Heronove

formule na tetivne ¢etverokute: P = \/(s —a)(s—b)(s —c)(s —d)). Kod njega susre¢emo
i jednu od prvih pojava interpolacije (slicna metoda se u gotovo isto vrijeme pojavljuje i
u kineskog astronoma Liu DZou-a). Dok su ranije indijske metode bile de facto linearna
interpolacija, Brahmagupta je naime opisao pravilo koje odgovara modernoj Stirlingovoj
interpolacijskoj formuli. Takoder su Indijci, kao i Kinezi, osmislili iterativne postupke za
racunanje drugih i treé¢ih korijena. Vecina ih je bila slicna opisanoj starokineskoj metodi
temeljenoj na binomnoj formuli: ako je N = z? (odnosno N = %) i imamo prvu procjenu
azaz,ondajer=a+biN—a*=2ab+ b (odnosno N — a® = 3a?b + 3ab® + b?), pa
se to moze slicno kao i u starokineskoj metodi iskoristiti za odredivanje b. No, poznata
je i jedna specifi¢na staroindijska metoda za racunanje drugog korijenal, koja je de facto
Newtonova metoda primijenjena na aproksimativno rjesavanje jednadzbe 22 = N. Tu
metodu nalazimo u ve¢ spomenutom rukopisu Bakhshali. U biti, radi se o korigiranoj
babilonsko-Heronovoj metodi, no nije poznato kako su stari Indijci dosli do nje. U rukopisu
nalazimo njezino pravilo izrazeno rije¢ima:

,U sluc¢aju nekvadratnog broja, oduzmi najblizi kvadratni broj, podijeli ostatak
s dvostrukim tim najblizim kvadratom; pola kvadrata od toga se podijeli sa
zbrojem pribliznog korijena i razlomka; to se oduzme i dati ¢e ispravljeni
korijen”.

91znimka u ispravnosti pravila kod Brahmagupte je dijeljenje s nulom: kod Brahmagupte je 0: 0 = 0,
a dozvoljava i razlomke oblika 7.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Brahmagupta/
https://en.wikipedia.org/wiki/Interpolation
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0315086098922145
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Opisimo tu metodu na moderan nacin. Neka je N nekvadratni broj kojeg Zelimo korjenovati
i neka je x trenutna aproksimacija za v/ N, pri ¢emu je 22 < N. Oznacimo li b; = N — x;,
sljedeca (bolja) aproksimacija je

bs (212)2

271'1’_2(:&‘4' bi)'

2x;

Tip1 = T; +

Kako vidimo da se radi o korigiranoj Heronovoj metodi? Da nema oduzetog ¢lana, pravilo
bi bilo

b; 1 22246 1 22+N 1 N

Napomenimo da iako bi suvremeni matemati¢ar uzimao tocnu vrijednost z; (ili bar
vrijednost s puno vise decimala od trazene to¢nosti), u duhu rukopisa Bakhshali je uzimati
po jednu decimalu vise nego u prethodnom koraku. No, ako bismo uvijek uzimali to¢nu
zadnju aproksimaciju, ova metoda vrlo brzo konvergira [5], [47].

Tit1 = 74

Primjer 21 Izracunajmo aproksimaciju za /2 metodom iz rukopisa Bakhshali uz pocetnu
aproksimaciju o = 1 (12 < 2), na toénost od bar dvije decimale. Racunamo:

L 1'0:1, b0:2—1:1,
()
2(1+3)
22 > N = 2, dok je pretpostavka metode da je trenutna aproksimacija uvijek manja
od tocne vrijednosti. Stoga se u takvom slucaju zadnja znamenka odabrane nove
aproksimacije smanjuje za 1 sve dok ne dobijemo aproksimaciju ¢iji kvadrat je manji

od N. U nasem slucaju stoga 1 = 1,9 zamjenjujemo s x1 = 1,4 (tocno na jednu
decimalu) pa je by = 2 — 1,42 = 0,04;

e 1 =1+ % — =2 é = 2 dakle uzimamo x; = 1,9. Problem je sad da je

127

004 2
o 1o =14+ % — Q(EEO)M) = 1,41421356 . . .. lako bi sad izvorni algoritam uzeo samo
b 28
x9 = 1,41 (toéno na dvije decimale), uocimo da egzaktni xo kojeg smo dobili ima
gresku tek na devetoj decimali.

U klasi¢no doba Indijci su razmatrali razne diofantske jednadzbe, posebice jednadzbu
koju danas nazivamo Pellovom. Pellova jednadZba na? + 1 = y? ime nosi po engleskom
matematicaru Johnu Pellu, koji ju je opisao u 17. st., no s njom se bavio ve¢ Brahmagupta,
koji je otkrio Brahmaguptin identitet

(a® +nb*)(c* + nd*) = (ac F nbd)? + n(ad £ be)?

i koristio ga za zakljuc¢ivanje o rjesenjima Pellovih jednadzbi.

Brahmaguptine metode za rjesavanje Pellove jednadzbe je dalje razvio najveé¢i mate-
maticar klasi¢nog indijskog razdoblja, Bhaskara II. (1114.-1185.). On je otkrio jedan
algoritam za ra¢unanje rjesenja Pellove jednadzbe (tzv. ,ciklicka metoda”) te je u svom
djelu Siddhanta-siromani tako dobio rjesenje (z,y) = (226.153.980,1.766.319.049) jed-
nadzbe 6122 + 1 = y*. Napisao je dva ¢isto matematicka djela: Lilavati (smatra se da
ga je napisao da utjesi kéer oko prorocanstva da se nikad neée udati) i Bijaganita. 1z
njih saznajemo da je Bhaskara II. primjerice znao da jednadzba 2% = 9 ima dva rjesenja,
detaljno je opisao racun u dekadskom pozicijskom sistemu (kod njega dijeljenje s nulom


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bhaskara_II/
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kao rezultat daje beskona¢no),, a poznavao je i adicijski teorem za sinus. Iz Lilavati se
vidi i da su mu bila poznata pravila za racunanje kombinacija i permutacija. Tu nalazimo
zadatke poput ,, Kako naci broj mogucih rasporeda otvorenih i zatvorenih vrata u zgradi s
8 vrata?” i ,Koliko varijacija boga Sambhu-a se dobije rasporedivanjem 10 atributa u
njegovih 10 ruku?”, iz ¢ijih rjeSenja se vidi da je razumio da je broj permutacija od n
elemenata jednak n!, odnosno varijacija s ponavljanjem dva elementa (uredenih n-torki
dvoclanog skupa) 2". Opéenito, stari Indijci su se najkasnije u 6. st. pr. Kr. bavili i prebra-
janjem razli¢itih rasporeda. Tada je Sushruta u jednom tekstu nabrojio moguce okuse koji
nastaju iz 6 osnovnih (slatko, kiselo, slano, ljuto, gorko, trpko), a tekst Brhatsamhita iz
6. st. A.D. opisuje kako dobiti mirise mijesanjem 4 od 16 sastojaka u razli¢itim omjerima,
te se navodi 1820 moguénosti odabira 4 od 16 sastojaka, L"to zasigurno nije dobiveno
direktnim prebrojavanjem. Stoga moLlemo reAti da u staroindijskoj matematici nalazimo
temelje kombinatorike.

4 )
fl\[atematika u staroj Indiji. . .

> . kao i kod drugih starih civilizacija ne sadrzi dokaze. Prvo razdoblje indijske matematike je
doba sulvasutri, sredinom prvog tisucljeca pr. Kr. U sulvasutrama, dodacima vedama, nalazimo
razne geometrijske konstrukcije, bez razlikovanja egzaktnih i aproksimativnih. Tijekom prijelaza era
postepeno se pocinje razvijati dekadski pozicijski sustav s nulom, koji je razvijen najkasnije do 9. st.,
vjerojantije veé prije 4. st. Razdoblje vrhunca indijske matematike je period 5.-12. st., u kojem su
indijski matematicari uveli racun polutetiva, dakle sinusa i dalje razvili trigonometrijske tehnike, ali
iskljucivo u svrhu astronomije. Uvedena je i nula kao broj, a uz razvoj tehnika ¢ pravila racunanja,
doprinose su dali i temeljima kombinatorike, iterativnim metodama za korjenovanje, metodama
interpolacije © metodama rjesavanja Pellove jednadzbe. Najznacajniji matematicari tog razdoblja su
Aryabhata stariji (5./6. st.), Brahmagupta (7. st.) i Bhaskara II. (12. st.).

J
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