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Predgovor

Skripta je napisana prema predavanjima iz kolegija Sustavi diferencijalnih jednadzbi.
Kolegij je prvi kolegij iz modula Dinamicki sustavi i obicne diferencijalne jednadzbe
koji obuhvaca i kolegij Dinamicki sustavi. Modul se odrzava u sklopu Diplomskog
studija primijenjene matematike na Matematickom odsjeku PMF-a u Zagrebu.

Cilj kolegija je upoznati studente s osnovama teorije sustava obi¢nih diferencijal-
nih jednadzbi. Pitanja kojima se kolegij bavi su pretpostavke na parametre sustava
koje osiguravaju egzistenciju rjesenja inicijalnih problema, jedinstvenost rjesenja te
maksimalnu prosirivost intervala egzistencije. Obradena je i teorija specijalnih vrsta
sustava kao Sto su linearni sustavi, Floquetovi ili periodicki sustavi te autonomni
sustavi. Kolegij daje uvod u teoriju stabilnosti sustava, odnosno kvalitativnu ana-
lizu sustava koja se detaljnije obraduje u sklopu kolegija Dinamicki sustauvi.

Za uspjesno pracenje kolegija potrebno je posjedovati znanja iz kolegija Matematicka
analiza I, II, Diferencijalni racun funkcija vise varijabli, Linearna algebra I, I1. Ko-
legij se prirodno nastavlja na kolegij Obicne diferencijalne jednadzbe te je pozeljino
poznavanje osnovinih metoda za rjesavanje obi¢nih diferencijalnih jednadzbi.
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Poglavlje 1
Egzistencija, jedinstvenost i

prosirivost rjesenja

1.1 Opdéi sustav diferencijalnih jednadzbi

Promatramo za pocetak opceniti sustav s m jednadzbi i m nepoznatih funkcija:

F1($7y17y/17‘ B 7ygyl)7y2>yéu s 72/;/2)7 s 7ym7y;n7' e ayr(rI;M)> =0 )
(v1) (v2)

FQ(xvylaylla-"ayl 7y27y;a"'7y2 ,...7ym,y;1,...,yfgm))20,

(v2)

§V1)7y27yé7"‘7y2 7"‘Jym7y7/7’L7"’7y7(717,/m)):0' (1'1)

Folz,y1,95, -,y
Primje¢ujemo da sustav opisuje vezu izmedu nezavisne varijable x, m funkcija y; =
y1(x), ..., Ym = ym(x) i njihovih derivacija. Na vektorsku funkciju F' = (F}, ..., Fy,)
¢emo kasnije u konkretnim situacijama zadavati neki uvjet poput neprekidnosti, di-
ferencijabilnosti, Lipschitz-neprekidnosti i sl. U pravilu pretpostavljamo da se radi
o barem neprekidnoj funkciji. Naravno, mogli bismo gledati jos opcenitije sustave
u kojima se broj jednadzbi ne podudara s brojem nepoznatih funkcija, ali ovdje se
ipak ograni¢avamo samo na sustave oblika (1.1).

Pod rjesenjem sustava (1.1) podrazumijevamo vektorsku funkciju y = (y1,...,Ym)
koja zadovoljava sve jednadzbe sustava, definirana je na nekom otvorenom (poveza-

nom) intervalu I te je neprekidno diferencijabilna na tom intervalu. Takoder, skup

{01 (), v, (x), (@), (@), Y (@), g™ (x)) @ € I} mora pripa-

dati domeni funkcije F'. Dakle, vazno je precizirati domenu funkcije koja odreduje
sustav (ponekad naime suzavamo prirodnu domenu funkcije F').

Sustav (1.1) ipak nije jos posve prikladan za razmatranje. Umjesto njega zelimo
promatrati sustav koji je normalnog tipa. Objasnimo taj pojam za pocetak na
diferencijalnoj jednadzbi n-tog reda. Ona se opcéenito moze zapisati kao

Flz,y,y,...,y™)=0. (1.2)



S druge strane, diferencijalna jednadzba n-tog reda normalnog tipa je jednadzba
oblika

y " = fle,yys o y"Y). (1.3)
Dakle, u jednadzbi normalnog tipa je najvisa derivacija eksplicitno izrazena.
Mozemo se zapitati je li moguée svaku diferencijalnu jednadzbu oblika (1.2) za-
pisati kao jednadzbu oblika (1.3). Ako imamo jednadzbu oblika (1.3), ona se moze
naravno zapisati kao jednadzba oblika (1.2), pri ¢emu je F': R"™? — R definirana s

F(z,y1,Y2, - -y Ynt1) = Yns1 — f(z,y1, ..., yn). Obrat medutim opéenito ne vrijedi.
Npr., ako imamo jednadzbu

W)= () +y+3z—-2=0,

onda vrijedi

y' = V() —y—3c+2

ili

V'= VW) —y—3c+2.

Dakle, jednadzba normalnog tipa nije jednoznacno odredena.

Nadalje ¢emo definirati kada je sustav diferencijalnih jednadzbi normalnog tipa.
Takav sustav se mora moci zapisati u obliku

v v1—1 vo—1 Vi —
y%l):fl(‘r7y17yi7"'7y§l ))y27yéa"'7y§2 )a"'7ym7y;n)"'7y§n 1))7

v v1—1 vo—1 Vi —
y§2)=f2(x,y1,y/1,...,y§l )>y27yé7"'7y§2 )7"'7ym>y;n>"'7y7(n 1))7

Um) __ v1—1 vo—1 Vi —
y7(n )_fm(xayhyia"wygl )ay27yéa"'ay§2 )7"'aymay;na"'7y7(n 1))(14)

Zakljucujemo da se u normalnom sustavu najvise derivacije trazenih funkcija ne na-
laze na desnoj strani sustava.

Sada ¢emo sustav (1.4) jos pojednostaviti. Naime, uvest ¢emo supstitucije pomoéu
kojih ¢emo se rijesiti derivacija na desnoj strani sustava. Taj niz supstitucija je
zadan na sljedeci nacin:

(I)H = Y1 (1)12 = yi? R q)lm - yY’l—l) )
<D21 = Y2 (1)22 = y;7 ey q)21/2 = yéwil) 5
@ml = Ym, q)mZ = y;n’ e, (I)mym — ySrI:m—l)
Kad zamijenimo funkcije yi,...,ym u sustavu (1.4) s funkcijama ®;;, dobivamo
sljedeci sustav:
cb,n = ®yy



(I)ll(ul—l) =y, ,

CID'IVI = fi(z, P11, P12y, Pruys oo, Pty P2y -, P )
(I)/21 - (1)22 )

CI)/QQ = ®y3,

®/2(1/2—1) = ¢)2V2 )
q)IQVQ = fz(LE, (I)lly (1)12, ceey (I)1V17 ey (I)mla (I)m27 e 7q)ml/m) s

/

(I)ml = (I)m2 )
/

(I)mz = q)m?) s

q);n(um—l) =P,
q);nym = fm(ma (blla CI)127 s 7q)11/17 oy (I)mla (I)m27 R cbmzzm) . (15)

Primijetimo, ako je dano rjesenje y = (y1,¥2, ..., ¥Ym) sustava (1.4), onda defini-
rajuci funkcije ®;;, kao Sto je zadano supstitucijama, vidimo da je funkcija ® =
(P11, o, Prpyy ooy Pty - oo, Py, ) TjeSenje sustava (1.5).  Obratno, ako je & =
(P11, Pryy oo, Prnty -+, oy, ) TjeSenje sustava (1.5), onda definiramo

Yy = (¢11,@21, .- '7q)ml)

i ocito je da je funkcija y rjeSenje sustava (1.4). Dakle, svakom rjesenju sustava
(1.4) odgovara jedno rjesenje sustava (1.5) i obratno. Stoga umjesto sustava (1.4)
mozemo promatrati sustav (1.5).

Sustav (1.5) je specijalan slucaj sustava prvog reda oblika

yll = f1<x>y17y27"'7yn) )
y; = f2<x7y17y2a"'7yn) ’

y;l = fn(‘r7y17y27 cee Jyn) .
Uz oznake y = (y1,...,yn) 1 F = (f1,- .-, fn) krade ga zapisujemo kao
Yy = f(r,y). (1.6)

Odsad nadalje bavit ¢emo se sustavima oblika (1.6), odnosno pripadnim inicijalnim
problemima.



Primjer 1.1 Zapisimo sustav

v =y +ys = 0,
Ys— s +ys—x

"

v — Yy — 3y —ys+a? = 0

Il
o

kao sustav oblika (1.5).

Prvo éemo dakle zapisati zadant sustav u obliku

yl' = yg—yé,
Yy = ?Ji2+ys—x,
vy = i —yh—ys+a?) .

Sada wvodimo supstitucije

Oy =y, Pro=1), Pi3=17,
Dy = Y2, Doy = yé )
Py =y3, Py =vys, Pz =15,

pomocu kojih dobivamo sustav

Pl = D5,

(I)/m = <I>13 >

Py = D3 — Py,

Dy = Oy,

P, = 02 + By — 1,
‘I)él - CI)32 ’

%2 = (I)33 )

1

Dy = §(¢11 — Bgy — By +27) .

1.2 Egzistencija rjesenja inicijalnog problema uz
pretpostavke Lipschitz-neprekidnosti

Sada zZelimo dokazati da rjesenje sustava (1.6) uz odgovarajuée pretpostavke na
desnu stranu sustava postoji. Preciznije, dokazat ¢emo da postoji rjeSenje pripadnog
inicijalnog problema koji mozemo zapisati na sljede¢i nacin:

Yy =flz,y),
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y(wo) =y . (1.7)

Pritom je (20, @) = (20, 4", ..., y'”)) neka tocka iz domene funkcije f.

Prisjetimo se, na kolegiju ”Obicne diferencijalne jednadzbe” dokazano je da ini-
cijalni problem

y(xo) =Yo,

pridruzen obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi, ima jedinstveno rjesenje na nekom otvo-
renom intervalu u R oko xg, ako je funkcija f neprekidna i Lipschitz-neprekidna po
varijabli ¥ na nekom zatvorenom pravokutniku u R? oko tocke (x¢,0). Najsiri
(povezani) interval oko xy na kojem rjesenje postoji zovemo maksimalni interval
egzistencije. RjeSenje se dobiva kao limes Picardovih iteracija koje uniformno ko-
nvergiraju tom rjesenju.

Kad je rije¢ o sustavu diferencijalnih jednadzbi, vrijedi analogan rezultat o egzis-
tenciji i jedinstvenosti te je dokaz te tvrdnje veoma slican dokazu u slucaju n = 1.

Prije iskaza samog teorema, ponovimo definiciju Lipschitz-neprekidnosti.

Definicija 1.1 Neka je Q C R". Zadana je funkcija f = f(z,y): Q@ — R.
Kazemo da je funkcija f Lipschitz-neprekidna po varijabli y; na 2, i = 1,...,n,
ako postoji konstanta L; > 0 takva da je

|f(x7y17 s 7yi—1ayi7yi+17 s 7yn) - f(xvyla s 7yi—17§iayi+17 s ,yn)| S Lllyz - ?77»| )

za, svako (ZI?, Yiy - 7yi—layi7yi+1a s 7yn)7 (xvyh e Yie1, @7yi+17 s 7yn) € .
Vektorska funkcija f = f(z,y): Q@ — R" je Lipschitz-neprekidna po varijabli y; na
Q ako joj sve komponente imaju to svojstvo.

Sad ¢emo pretpostaviti da je skup Q pravokutnog oblika. Dakle, skup je (ako je
otvoren) oblika

Q:{(a:?y)ERn+l: \m—oz]<a, |yi_ﬂi’<bi> izla--w”}a

za neku tocku (a, By, ..., B3,) € R™ i neke konstante a > 0, b; > 0,i=1,...,n.
To povlaci da ako su zadane tocke (z,7y,...,7,), (z,¥1,...,9yn) € Q, onda ée i sve
tocke oblika (x,y1,...,ys) gdje je v; € {y;, ¥:}, i = 1,...,n biti unutar skupa €.
Do istog zakljucka dolazimo i ako umjesto €2 gledamo zatvoreni pravokutnik

Qz{(x,'g)éR”“: lr—a| <a, lyp— 6| <b;, 1=1,...,n}.



Pretpostavimo sada da imamo zadan pravokutnik Q@ C R"*! (otvoren ili zatvo-
ren) i da je zadana funkcija f: @ — R koja je Lipschitz-neprekidna po svim y
varijablama. Lipschitzovu konstantu po y; varijabli oznacimo s L;, ¢ = 1,...,n i
neka je L = max! , L;. Neka su dane tocke (z,7y,...,7,), (z,¥1,...,9n) € Q. Onda
mozemo izvesti i sljede¢u nejednakost:

(@, 0, Y0 - Tn) — F(@, 01,02, -+ Un)|
< [f(@, 91,255 Un) — F(@ 91, Y25, Un)|
(@ ¥, Y0, - Yn) = F(@ 01,02, - -5 Un)|
< Ly, — il + [f(2, 91,92, Uso -2 Un) — F(2, 91,92, T35 - -+, T |
+f (2, 90, Y2, Yo Un) — F(201, 92, U3, -+, Un)|
< Lilgy — il + Lol — ol + [ £ (2,91, Y2, U5 - -+, ) — F(T, 91,02, Y35 - -+ 5 Un)|
< e SLl‘gl_gly"i‘"'"i_Ln'yn_gn’ :

S obzirom da je 2 pravokutan, sve tocke u kojima smo racunali vrijednost funk-
cije f pripadaju 2 pa je racun stoga korektan. Iz prethodne nejednakosti dalje
zakljucujemo da vrijedi

gdje je |lz|li = [[(@1,. .., za)|li = D iy |2i], & L > 0 konstanta. Konstantu L zovemo
Lipschitzovom konstantom funkcije f po y varijablama.

Sada konacno mozemo iskazati Picardov teorem o egzistenciji i jedinstvenosti rjesenja
inicijalnog problema (1.7) (rezultat je poznat i kao Picard-Lindeléfov teorem):

Teorem 1.1 (Picard) Neka je (zo,y?) € R te neka su a,b > 0. Zadan je
zatvoreni pravokutnik

R={(z,y) eR"™: [z—z0|<a, ly—y | <0}

i funkcija f: R — R™ koja je neprekidna na R i Lipschitz-neprekidna na R po svim
y varijablama. Tada postoji & > 0 i jedinstvena neprekidno diferencijabilna funkcija
y: (xg — 0,20 + 0) = R™ takva da vrijedi

y/(x) = f(f[‘,y(l‘)) , T E <:L‘0 - 5a Zo + 6) )

y(zo) =y .

Pritom se & moZe izabrati tako da vrijedi = min {a, %}, gdje je M > 0 takav da
je ||f”oo,R < M.

Dokaz. Za pocetak primijetimo da se zadani inicijalni problem

Yy =f(z,y),
Y(zo) = ’y(o) (1.9)



moze zapisati u ekvivalentnoj integralnoj formi
)=y / fitt,y@))dt, e (wg—0,x0+0), i=1,...,n. (1.10)

Dokaz ¢emo provesti u nekoliko koraka:

1. Definirat ¢emo niz Picardovih iteracija na intervalu [zo — J,z¢ + J], gdje je
0 = min {a, %}, i dokazat ¢emo da su dobro definirane;

2. Dokazat ¢emo da Picardove iteracije uniformo konvergiraju na [xg — §, o + 6],
pri cemu ¢emo ih zapisati u obliku parcijalnih suma nekog reda;

3. Prije¢i ¢emo na limes i dokazati da Picardove iteracije konvergiraju rjesSenju
jednadzbe (1.10), odnosno inicijalnog problema (1.9);

4. Dokazat ¢emo jedinstvenost rjeSenja.

Prvi korak:

Nulta Picardova iteracija je funkcija koja je konstantna i definirana je pomocu
pocetnog uvjeta s
y O (2) =y

Svaku ostalu iteraciju definiramo koriste¢i prethodnu iteraciju. Za m > 1 imamo
y " () =y +/ Flt,y" b)) de (1.11)
xo

Zelimo sada dokazati da su sve iteracije dobro definirane za z € [z¢ — 6,z + 0],
tj. moramo dokazati da su svi podintegralni izrazi dobro definirani. Prva iteracija
yP) je ocito dobro definirana jer je (z,y®) € R za x € [xg — 8,9 + §]. Takoder,
za x iz zadanog intervala vrijedi

1,P 0
" (@) — V] =

/ fi(t,y(O’P)(t))dt‘ < Mz —xo| < M§ < M- % =b.

Dakle za 2 € [xg— 8, 70 +0] je (z,yF)(x)) € R. Zbog te ¢injenice je na istom inter-
valu dobro definirana druga Picardova iteracija (tj. mozemo izracunati podintegralni
izraz u jednakosti (1.11) za m = 2). Opéenito, ako je dobro definirana iteracija reda
m, mozemo izvesti sljede¢u ocjenu

mP 0
o™ () —

_ /r fi(t, y(m_l’P)(t))dt‘

b
M

< M|z —xo| < M§< M- =0

te zakljuéujemo da je (z,y™")(z)) € R za x € [vg — 6,7 + ). Time smo pokazali
da je dobro definirana i iteracija reda m + 1. Induktivno smo dakle dokazali da su

7



na zadanom intervalu sve Picardove iteracije dobro definirane.
Drugi korak:

Da bismo dokazali uniformnu konvergenciju niza Picardovih iteracija, zapisimo ih u
prikladnijem obliku. Iteraciju m-tog reda ¢emo zapisati kao

y(m,P) e y(O,P) + (,y(l,P) _ y(07P)> + (y(Q’P) _ y(LP)> _|_ P + (y(mvp) —_ y(m—l,P)) X

m,P)) k,’,P)

Dakle, niz iteracija (y' men konvergira ako i samo ako konvergira red Y7 | [y
y#~1P)]. Da bismo dokazali konvergenciju, ocjenjujemo svaki ¢lan tog reda. Cilj
nam je ocijeniti red s redom eksponencijalnog tipa za koji znamo da konvergira. Vi-
djet ¢emo da nam je za tu ocjenu bitna pretpostavka Lipschitz-neprekidnosti funkcije

f.

Veé otprije znamo da za svaki i = 1,...,n1x € [xg — d, xg + J] vrijedi |y( P)( ) —
yi(o)\ < M|z — xy|. Koristeéi tu ocjenu ocjenjujemo sljedecu razliku iteracija. Prvo
imamo

5> (@) =y (@) =

[ 19 70) = ey o]

x0

Oznac¢imo s L Lipschitzovu konstantu funkcije f po y varijablama. Da bismo dovrsili
ocjenu, koristimo nejednakost (1.8):

> (2) =y (@) < / ity ) - fl(’yop)(t»ldt‘

s/LZW”t(mMﬁ

2

< / LMn\t—a:0|dt‘:LMn|x

z0

Posve analogno, koriste¢i prethodnu ocjenu, ocjenjujemo sljedeé¢i ¢lan reda

0@ =@ < [y - ﬁmylmwnﬁ1

2,P 1,P
[ 2317w oo
o k=1

T _ 2
< / LZMnZH—IOldt’—LQMnQM—
. 2 6

IN

Dakle, mozemo pretpostaviti da ocjena opcenito izgleda ovako:

m,P) m—1,P m— m— T — xo|™
™ @) ") < Lt 2



Treba jos provesti korak indukcije:

) () — P ()] < / !fi(t,y(m’P)(t))—fi(ty(m‘l’P)(t))ldt’

< / LZI (P () — ) (1)t

< / LmMnmﬂdt‘
zo

m)!

= LmMnm—‘x = zol™
(m+1)!

Konacno za x € [zg — §,z + 0] i m > 0 vrijedi

m+1 M (Ln(s)m—i-l
‘(m+1,P) N .(m,P) < L™ Mn™ 0 —_ SN
& (@) =y (@)l < " (m+1)! Ln (m+1)

LmS

pa smo time red Y - |yz-(k’P) (x) —yz-(k_l’P)( )| ocijenili redom £ 72 | za svaki

x iz danog intervala. Kako dobiveni eksponencijalni red konverglra i ne ovisi o z,
e . . .. (m,P) . . N

zakljucujemo da niz funkcija (y; Jmen uniformno konvergira na [xy — 0, xg + 0].
Definirajmo y: [2¢—6, 2+0] — R” s y(z) := lim,, y™")(x). S obzirom da su Picar-
dove iteracije neprekidne funkcije na zatvorenom intervalu koje uniformno konver-
giraju, i njihov limes, funkcija y, neprekidna je funkcija na tom intervalu. Iz prvog
koraka dokaza znamo da je (z,y™")(z)) € R za svako m € Ni x € [rg — 6,20 + I]
pa je zbog zatvorenosti skupa R i (z,y(z)) € R za z iz istog intervala.

Trect korak:

Sada zelimo prijeéi na limes u jednakosti (1.11). Jedini problematicni dio je prijelaz
na limes pod integralom. Trebamo stoga dokazati da niz podintegralnih funkcija ko-
nvergira, i to uniformno. Neka je y limes Picardovih iteracija. Definiramo funkcije
g(z) := f(z,y(x))ig™"(z) := f(x,y™")(z)) zam € Niz € [19—6,20+6]. Sada
neka je zadan € > 0 i neka je € = 5. S obzirom da nizovi (y,im’P))meN, k=1,....n
uniformno konvergiraju na intervalu [z — 0, x¢ + 0], postoje n, € N takvi da vri-
jedi ]y,(cm’P)(:c) —yp(x)] <& zam >mngix € [xg— 06,20+ 0. Tada konacéno za
m > mnyg = maxy_;ng 14 = 1,...,n imamo (koristedi opet Lipschitz-neprekidnost
funkcije f)

gi(z) — g™ (z)| = [ y(@) - Sl y ™0 (1))

<LZ|yk — " ()] < Lng =< .

Kako prethodna tvrdnja vrijedi za bilo koji x € [xg — , xo + 4], zakljucujemo da za
svaki i = 1,...,n niz funkcija (g(mp

P ))meN uniformno konvergira na tom intervalu
prema funkciji g;.



To zna¢i da mozemo prijeéi na limes pod integralom u jednakosti (1.11). Time
dobivamo jednakost (1.10) iz cega slijedi da je funkcija y rjesenje inicijalnog pro-
blema (1.9). Iz pripadne jednadzbe tog problema zaklju¢ujemo da je funkcija y
neprekidno diferencijabilna na intervalu (zo — §, 29 + 0). Kako joj je graf podskup
pravokutnika R, kona¢no mozemo reé¢i da je y rjeSenje zadanog inicijalnog problema
(1.9).

Cetvrti korak:

Na kraju moramo jo$ dokazati da je konstruirano rjesenje y jedinstveno rjesenje
zadanog inicijalnog problema na intervalu (zy — d,z¢ + §). Ideja je da dokazemo
da na tom intervalu ve¢ definirane Picardove iteracije konvergiraju svakom rjesenju
tog inicijalnog problema. Ako to dokazemo, inicijalni problem ¢e imati samo jedno
rjeSenje jer je limes jedinstven.

Neka je z = (21, . .., 2,) jo§ neko rjesenje inicijalnog problema (1.9) na (zo—0d, xo+9).
Primijetimo da, prema definiciji rjeSenja sustava, graf i tog rjesenja pripada pravo-
kutniku R. Ocijenit ¢emo sada razliku rjesenja z i pojedine Picardove iteracije.
Prvo znamo da vrijedi

Z'(x) = f(z,2(z)), v € (xo—0,20+9),
z(zo) = y(o) ;

Sto se opet moze zapisati u ekvivalentnoj integralnoj formi
alw) =y + [ fltxO)d, € (- bat ), =L
Zo

Dalje opet za x € (xg — d, 79 + 0) mozemo racunati kao i u drugom koraku ovog
dokaza:

2i(x) — 4" ()| =

/x filt, z(t))dt’ < M|z — x| .

Zatim opet analogno dobivamo

@) =@ = | [ 120 - £y <t>>]dt\

xo
< / LY o) — P (o))t
o k=1

< / LMn|t—x0|dt‘:LMn

Zo

|z — 202

2

Posve analogno kao u drugom koraku, koristeci princip indukcije, dobivamo opcéenitu
ocjenu
|ZL‘ _ $0|m+1 < M (Lnd)m—i-l

‘ _(m,P) < LMMn™ R T A—
|zi(x) —y; ()] < "Dl S In mtn

)
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Izraz na desnoj strani prethodne nejednakosti ¢lan je eksponencijalnog reda, koji
konvergira, pa stoga taj izraz konvergira k nuli kad m — oo. Slijedi da niz Picardovih
iteracija (yﬁm’P))meN konvergira prema funkciji z;, pa je zbog jedinstvenosti limesa
2z =Y, © =1,...,n. Time smo dokazali jedinstvenost rjesenja inicijalnog problema
na intervalu (xg — 9§, xo + 9).

g

Napomena: Primijetimo da smo u dokazu Picardovog teorema nasli rjeSenje ini-
cijalnog problema na otvorenom intervalu (xzy — d,z9 + ). Medutim, funkciju y,
koja je rjesenje, konstruirali smo i na zatvaracu tog intervala, preciznije i u tockama
xr = x9 — 0,70 + 0. Pitamo se mozemo li re¢i da je y rjeSenje i na zatvorenom
intervalu [zg — 0, xg + 6]. To znaci da bi, za i = 1,...,n, dodatno trebalo vrijediti

y;(”(% —0) = filxo — 0,y(xo — 9)) ,
y;(_)(xo +0) = fi(wo + 6, y(zo +6)) ,

gdje na lijevim stranama jednakosti imamo derivaciju funkcije y; zdesna, odnosno
slijeva.

Znamo da je

y;(+)($0 — ) = lim Yi(ro — 0 + h) — yi(wo — )

h—0t h

Y

y;-(_)(:vo 45 = hh%l_ yi(zo + 0 + h})i — yi(zo +9) ‘

Prisjetimo se Teorema srednje vrijednosti:

Teorem 1.2 Neka je f: [a,b] = R funkcija koja je neprekidna na [a,b] i diferenci-
jabilna na (a,b). Tada postoji ¢ € {(a,b) takav da vrijedi

fla) = f(b) = f'(c)(a—b).

Dakle, s obzirom da je rjeSenje y inicijalnog problema (1.7) neprekidno na intervalu
[zo — 0, xo + ] 1 diferencijabilno na (x¢ — d, ¢ + d), slijedi da za svaki h > 0 postoji
xp € (xg — 0,29 — 0 + h) takav da vrijedi

i(to—0+h) —yilzo—9) h-y
y(l’o })L y(ZEO ): yh(xh) :y;(xh)

Tada je ocito
(2o —6) = lim y(zy) = lim f;
yi (20 —0) = lim yi(zp) = lim fi(zn, y(z1))
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= fi(zo — ,y(zo — 9)) ,
s obzirom da x;, — xo — d za h — 07, a f; je neprekidna funkcija.
Na posve analogan nacin dokazujemo i pripadnu relaciju u desnom rubu zy + 6 te
mozemo zakljuciti da smo u dokazu Picardovog teorema zapravo konstruirali funk-
ciju y koja je rjesenje inicijalnog problema i na zatvorenom intervalu [xg — d, 2o + 0].

Ta cinjenica je osobito vazna kod razmatranja prosirivosti intervala egzistencije
rjesenja.

Primjer 1.2 Nadimo rjesenje inicijalnog problema

y/1:y27
y§:y1+37>
yl(O):O, y2(0>:Oa

pomocu Picardovih iteracija.
Izracunat éemo nekoliko prvih Picardovih iteracija te éemo odrediti njihov limes.

Funkcije fi i fy su definirane s fi(x,y1,y2) = Y2 i@ fo(w,y1,42) = y1 + . Dakle
imamo redom

yW@) =0,y @) =0,
ﬁ%)l/ﬁMO

=0,
v () /ﬁtM>:/
) _ W A _£3
2 (@) _/0f1<t,0,2>dt_/0 ="
> oz

(
( ;
y§3)(x) :/waQ(t,g,; dt = Om t+§>dt=%2+§—i,
00 [ Y an [(Ea a2
() :/Ofo(t,§,§+;—4)dt:/ox(t+§ dt %2+£,
w(a) :/Oxfl(t’§+1§o’§+£)dt: Ox(ng;) :%3+1€50’



N

) 5 t2 t4 p T t3 t5 J
— t= t+—+ — | dt
Yy (x) /0 f2( 120 2+24) /0 (+6+120>
IA
21"

_./E
-2 "
4 6 x 2 4 6

G, Hoot d_/t #ot

— — | dt = T ot oo | dt
v (x) /Ofl( 120 2+24+720) . \2 T21 "7

x?’

_rr T

E 120 5040

Mozemo naslutiti da rjeSenje konvergira prema y = (y1,y2) gdje je

_1 1 [ S L o
yl(l’) = +JI+§+§+I+E+

2

ot 2P
<_I+§_§+I_§+ ):|—J]
1
2!

e*—e ) —x,

1 1 2 o xt 2P
yQ(SC) +SL‘+§+§+I+§+

2

.7/'2 .ZCS CC4 fL‘S

+<1—$+§—§+I—g+ >:|—1
1

= 5(696 +e?)—1.
Pruih nekoliko iteracija nam je bilo dovoljno da naslutimo limes Picardovih iteracija.
Da bismo poturdili tu slutnju, nije potrebno odredivati opéu Picardovu iteraciju, veé
direktnim uvrstavanjem provjerimo da je funkcija y uistinu rjesenje inicijalnog pro-
blema. Naime, funkcija f je neprekidna i Lipschitz-neprekidna po y varijablama na
cijelom R3. S obzirom da iz Picardovog teorema slijedi da zadani inicijalni problem
ima jedinstveno rjesenje (v. i potpoglavije 1.3 za jedinstvenost rjesenja na prosirenom
intervalu egzistencije), dobiveno rjesenge je ujedno i jedino rjeSenje zadanog inici-
jalnog problema. Iz samog rjesenja vidimo jos i da je ono definirano na cijelom R,
dakle svako lokalno rjesenje inicijalnog problema je maksimalno prosirivo.

Prisjetimo se sada Teorema srednje vrijednosti za funkcije vise varijabli:

Teorem 1.3 Neka je Q C R™ otvoren skup i neka je f = f(x): Q@ — R neprekidna
funkcija. Neka su P € Q i H € R" takve da je segment [P, P + H| C Q. Pretpos-
tavimo da f ima sve parcijalne derivacije prvog reda na §2 © neka su one neprekidne
na segmentu [P, P + H|. Tada postoji ¥ € (0,1) takav da je

of
&vi

f(P+H)—-f(P)= (P+vYH)H; .

=
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Sada oznac¢imo
{(a,b), zaa<b,
(b,a), zaa>b.

o) = {

S I[a,b] oznacavat ¢emo zatvarac intervala I(a,b).

Prema prethodnom teoremu, ako je Q@ C R™! otvoren skup, f = f(z,y): @ = R
klase C, i ako je za neki i € {1,...,n} segment

[(%%a s 7yi—17g7i7yi+1a s 7yn)7 ('Iayh s 7yi—17g7ﬁ7yi+1a s 7yn)] g Q )

onda postoji & € I(y;,y;) takav da vrijedi

f(x7y1a s 7yi—1vyi7y’i+17 s ayn) - f(xayh s 7y’i—17gi7yi+1a s 7yn)
of

= 7 \7, s Yi—15Sey Y41y - - -5 Yn _7;_~i .
83/7;( Y1 Yi-1,&is Yir1 Yn)(Y; — Ui)

Ukoliko je parcijalna derivacija g—i ogranicena na €2, tj. postoji M > 0 takav da je

\g—;(x,y)‘ < M za (z,y) € Q, onda vrijedi

|f(l‘7y1a s 7yi—17yi7yi+17‘ .. 7yn) - f(xaylw .. 7yi—17gi7yi+1a s 7y7Z)|
< My, — il -

Prethodnu ocjenu moZemo primijeniti i u sljedeéoj situaciji. Neka je 0 C R*H!
otvoren skup, f € C'(Q) i neka je R C Q zatvoren pravokutnik. U tom slucaju
svake dvije tocke iz R odreduju segment koji pripada R. Kako je f € C'(Q), sve
parcijalne derivacije funkcije f su neprekidne funkcije na kompaktnom skupu R te
su stoga ogranicene na R. Mozemo konacno zakljuciti da je f Lipschitz-neprekidna

of
yi

na R po y; varijabli s Lipschitzovom konstantom ‘

oo,R '

Primjer 1.3 Primijenit éemo Picardov teorem na inicijalni problem
Y; = y1coST + sinys |
Yo =15 +a°,
Ys = |ys| + cos s ,
y1(0) - 07 92(0) = 07 ?/3(0) =0.
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Dakle, imamo funkcije f;: R* = R, i =1,...,3, zadane s fi(x,y1, Yo, y3) = Y1 cOS T+
sinyy, fol@,y1,92,y3) = ¥s +2°, fs(2,y1,v2,y3) = |ys| + cosys. Funkcije fi i fy su
klase C' na R* te su prema prethodnoj napomeni Lipshitz neprekidne po svim y
varijablama na svakom zatvorenom pravokutniku u R*. Isto vrijedi i za funkciju
(y1,Y2,y3) + cosya. Izracunajmo i pripadne Lipschitzove konstante. Ako je funk-
cija f; Lipschitz-neprekidna po varijabli y;, 1,7 = 1,...,3, pripadnu Lipschitzovu
konstantu ¢emo oznaciti s L;;.

Prvo vrijeds

(2, 70, y2,y8) — fil@, g, y2,u8)] = |cosz|[gy — | < | — ol
|f1($,yl7@27y3) - f1($,y1,§2,y3)| = |SiH?2 - Sin§2|
= Wy — o) cos&u| < [Yy — 2] ,

za neki & € 1(Yy, Y2)-

Prema tome, f1 je Lipschitz-neprekidna po svim y varijablama na R*. Lipschit-
zove konstante su redom Ly, = 1, L1o = 1 1 Ly3 je proizvoljna, odnosno mozZemo
uzeti L3 = 0. Dakle, pronasli smo Lipschitzove konstante funkcije fi koje ne ovise
o izboru pravokutnika oko tocke pocetnog uvjeta, iako nisu sve nuzno optimalne.

Dalje imamo

| o, y1, Ya y3) — fol@, yr, o, ys)| = |95 — 5| = 365 (W, — 1))

za neki & € 1(Yy, y2), odnosno

| fo(@, Y1, Yo, y3) — fo(@, 91, U2, y3)| < 3|Ys — y2| max & .
§2€1[9s,92]

Dakle, © fo je Lipschitz-neprekidna po svim y varijablama. Konstante Loy 1 Loz su
proizvolyne, dok Loy ovisi o izboru pravokutnika na kojem primjenjujemo Picardov
teorem. Ako je pravokutnik zadan s

R={(z,y) eR": 2| <a, [ylw<b},

onda je Loy = 3b?.

Na kraju vrijedi jos i

|f3(x7y17y27y3) - f3(‘r7y17§27y3)’ = ’COS?% - COS@%'
< max_|265sin &g, — o
£3€1[yy,72]
< max |2&]||yy — yol ,
= 5361@2’52” &[T — ol
|f3(x7y17y27y3) - f3(‘r7y17y27g3)’ = Hy?)’ - ‘g?)H S |y3 - g3‘ :
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Zakljucujemo da je i f3 Lipschitz-neprekidna po svim y wvarijablama. Konstanta
L3y je proizvoljna, Lso ovisi o izboru pravokutnika, tj. za pravokutnik R je jednaka
ng = 2b, dok je L33 =1.

Primijenimo Picardov teorem npr. na pravokutniku
R={(r,y) eR": [z| <4, [lyl <1}
Na R imamo ocjene

| f1(7, 91, Y2, y3)| = y1 cos +sinya| < [ynf|cosz| + [sinys| < |y +1 <2,
| fo(@,yr, 92, y3) | = |y + 2% < Jyaf® + |2 <65,
|f3(96,y1,y2,y3)| = ||y3| +COS?J§| < |y3| + |COS?J§| <2.

Dakle, mozemo uzeti M = 65. Imamo jos a =4, b= 1. Dakle § = min{a, %} = %
pa prema Picardovom teoremu postoji (jedinstveno) rjesenje inicijalnog problema
na intervalu (—g, &), odnosno na [—g, ). Primijetimo da je tocan maksimum
funkcije fi na R jednak 1+ sinl, ali time ne dobivamo siri interval egzistencije jer
se ostale 1zvedene ograde dostizZu na R.

1.3 Prosirivost lokalnog rjesenja

U dokazu Picardovog teorema konstruirali smo, koriste¢i zatvoreni pravokutnik R,
rjesenje y inicijalnog problema (1.7) na nekom intervalu oko tocke xg, preciznije
na [zg — 0,9 + ¢]. Naravno, ne mozemo tvrditi da je taj interval najsiri mogudi
interval egzistencije rjeSenja. Pretpostavimo da je f definirana na otvorenom skupu
QCc R (R CQ)idaje f neprekidna i Lipschitz-neprekidna po y varijablama na
svim zatvorenim pravokutnicima u 2. Oko tocke (x¢+9, y(zo+0)) € Q mozemo naéi
neki zatvoreni pravokutnik u €2, nazovimo ga R;. Tada, prema Picardovom teoremu,
postoji funkcija z = (z1, . .., z,) na intervalu [xg+d—d1, xo+I+31], zaneki §; > 0 koji
ovisi o izboru pravokutnika R, koja rjesava zadani sustav i za koju vrijedi z(xo+9) =
y(xo+0). Takoder je z = y na intervalu Ip = [xg+ 0 — 1,z + ] N [zg — 0, 2 + I].
Naime, neka je 1 = inf{t € Ip : y(z) = z(x), = € [t,zo + 0]}. Zbog neprekidnosti
je y(x1) = z(x1). Pretpostavimo da je skup Ip\[z1,zo + J] neprazan. Neka je
u® = y(z;) = z(z;). Dakle, funkcije y i z su rjesenja inicijalnog problema

u’:f(x,u),

u(xl) = u(O) ’

na nekom intervalu oko x;. Pritom, ukoliko je xy # x¢ + J, prema definiciji tocke
x1 mozemo nadi dovoljno malen interval oblika [z1 — 09,21 + d2] na kojem vrijedi
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y # z. Iz Picardovog teorema slijedi da mozemo uvijek naéi interval oko z; na
kojem je rjeSenje tog inicijalnog problema jedinstveno. Dakle, dobili smo kon-
tradikciju, odnosno rjesenja y i z se podudaraju na presjeku intervala definicije.
Slicno dobivamo kontradikciju i kad je x1 = x¢ 4+ 0. Na dovoljno malenom intervalu
I = (xy — 3,21 + d3) 0ko x¢ + J imamo definiranu funkciju z i definiramo funkciju
wsw=y,r € hN{zr<z+dttew =2 €1 N{xr>x+d} koje su obje
rjesenje inicijalnog problema v’ = f(z,u(z)), u(xg+0) = y(zo+9). Kako je w # z
na I, a postoji interval I; na kojem je rjesenje tog inicijalnog problema jedinstveno,
dobili smo kontradikciju.

Konac¢no, dobili smo rjesenje koje je prosirenje rjesenja y, odnosno konstruirali smo
jedinstveno rjesenje na intervalu [xg — 0,2 + 0 + d1].

Nastavimo li zaklju¢ivati na analogan nacin, moze se ste¢i dojam da se rjeSenje moze
prosirivati koliko zelimo, tj. do granice koja je odredena domenom §2. Medutim, to
opcenito nije tako. Jednostavno je konstruirati kontraprimjer. Pogledajmo inicijalni
problem

v =y,
y<0> =%Yo,
za koji pomoc¢u Picardovog teorema mozemo dokazati da ima jedinstveno rjeSenje.

Zanima nas koliko je prosirivo. Za y, = 0 rjeSenje je oc¢ito y = 0, tj. definirano je na
¢itavom R.

Nadalje, separacijom varijabli lako dobivamo da je u ostalim slucajevima opce
rjeSenje pripadne jednadzbe

1
T) = — )
y() oS
Uvrstavanjem pocetnog uvjeta, za yy # 0, dobivamo C' = —?% pa je konac¢no rjesenje
dano s
yla) = —2 .
1 —yox

Primijetimo da je najsiri povezan interval oko nule na kojem je rjesenje y definirano
jednak (—oo, yio>, za Yo > 0, odnosno <yi0, +00), za yo < 0. Dakle, rjesenje nije
definirano na cijelom R, iako je domena funkcije koja odreduje desnu stranu sustava
jednaka R?, odnosno nemamo ograni¢enja na varijablu x.

Opdenito, mozemo zakljuciti da rjesenje inicijalnog problema (1.7) mozemo prosirivati
redom na intervale [xg, 2o+ + 0], K € N1 0 < 0 < dgy1. U prethodnom primjeru
za Yo > 0 ne mozemo prosiriti rjesenje udesno na R, , Sto znaci da postoji limg o u

R za svaki niz proSirenja.

Naravno, analogno mozemo promatrati i prosirenje ulijevo.
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Uzmimo opet iste pretpostavke na f i 2 kao na pocetku potpoglavlja. Neka je
B = {b > ¢ : rjeSenje se moze prosiriti na [zy,b]} i neka je w = sup B. Pitamo se
moze li vrijediti w € B. Ako to vrijedi, imamo rjeSenje y na [xo,w|. Kako f zado-
voljava uvjete Picardovog teorema na svakom zatvorenom pravokutniku u €2, onda
kao i prije oko tocke (w,y(w)) mozemo naéi zatvoren pravokutnik u €2 te primijeniti
Picardov teorem. Na taj nac¢in dobivamo rjesenje inicijalnog problema definirano na
(29, c] gdje je ¢ > w i time smo dosli do kontradikcije. Znaci desno od g rjeSenje
je definirano na svom desnom maksimalnom intervalu egzistencije oblika [z, w).
Analogno dolazimo do oblika lijevog maksimalnog intervala egzistencije (v, x| te
konaé¢no zakljucujemo da je maksimalni interval egzistencije (o, w), odnosno radi se
o otvorenom intervalu.

Takoder, ako je [z(,w) maksimalni desni interval egzistencije rjesenja te ako pos-
toji lim,_,,,- y(x), onda je (w,lim,_,,- y(x)) € Q\Q. Ta tocka se ne moze nalaziti u
Q) jer bi u protivnom na prethodno opisan nacin mogli opet prosiriti interval egzis-
tencije na desnu stranu.

Postoje neke situacije u kojima se moze zakljuciti da je interval egzistencije maksi-
malno prosiriv, koliko nam dopusta domena funkcije f. Promotrit ¢emo dvije takve
situacije. Prije toga uvodimo pojam globalnog rjesenja.

Definicija 1.2 Neka je 2 oblika I x ﬁ, gdje je I C R povezan interval, a Q C R".
Ako postoji rjesenje inicijalnog problema (1.7) koje je definirano na ¢itavom I, tada
to rjesenje zovemo globalnim rjesenjem inicijalnog problema.

Teorem 1.4 Neka je Q = [xg—a, zo+a]xR" za nekia > 0 (Q je cilindar). Nadalje,
neka je f: Q2 — R™ neprekidna na i Lipschitz-neprekidna po svim y varijablama
na svakom zatvorenom pravokutniku u  te neka je f i ogranicena na 2. Tada
inicijalni problem (1.7) ima globalno rjesenge.

Dokaz. Primijetimo prvo da ne postoji nuzno jedinstvena Lipschitzova konstanta
za sve zatvorene pravokutnike u Q. Neka je R = {(z,y) € R"™ : |z — 2| <
a,||y — y9)s < b} zatvoreni pravokutnik u © oko tocke pocetnog uvjeta. Kako
je f ograni¢ena na 2, postoji konstanta M > 0 takva da je |fi(z,y)| < M, za
(x,y) € Q, 7 =1,...,n. Odaberimo R takav da je b > Ma. Zbog neograni¢enosti
domene €2 u y-smjerovima to je naravno moguce. Nadalje, primijenimo Picardov te-
orem na pravokutniku R i dobivamo rjesenje inicijalnog problema (1.7) na intervalu
[zg — &, 20 + 6], gdje je § = min {a, & }. Iz odabira b vidimo da je § = a, odnosno
dobili smo rjesenje na intervalu [zq —a, 29+ a]. Dakle, promatrani inicijalni problem
ima globalno rjesenje. U

Teorem 1.5 Neka je Q = [zg — a,z9 + a] x R", f: Q@ — R™ neprekidna na Q i
Lipschitz-neprekidna po y varijablama na ¢itavom Q. Tada inicijalni problem (1.7)
ima globalno rjesenge.
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Dokaz. Neka je Lipschitzova konstanta funkcije f jednaka L. Zbog neprekidnosti
funkcije f mozemo zakljuciti da vrijedi | f;(z, y©)| < m,i=1,...,n zanekom > 0
ix € [rg—a,zo+ al

Uzmimo opet pravokutnik R = {(z,9) € R"! : |z — 29| < a, ||y — ¥ V|00 < b},

ali takav da je b > m. Oznac¢imo M = ||f|c.r. Primijetimo da M ovisi o b te da
postoje (z,y) = (Z,Yy,...,Y,) € Rir e {1,...,n} takvi da je
/(T 9)| = M .

Sada ocjenjujemo izraz
M _ |f+(T,Y)] < 1£-(T,Y) _fr<§7y(0))| |fr(§ay(0))’
vy T b T

NG
SLZkzl‘gk yk’+%§[m,+1-

Drugim rijec¢ima, dobili smo da je % > #ﬂ Primijetimo da bismo uz isti postupak
dobili jednak rezultat da smo odabrali i neku drugu tocku pocetnog uvjeta unutar
cilindra.

Pretpostavimo, bez smanjenja opcenitosti, da zelimo pronac¢i maksimalni desni in-
terval egzistencije. Primjenjujemo vise puta Picardov teorem (birajuéi pravokutnik
na nacin koji smo prethodno opisali) te redom dobivamo sve Sire desne intervale eg-
zistencije. Nakon j primjena teorema dobivamo interval [zg, 2o+ Y 7_, 0%, pri cemu
jedr >0, k=1,...,7. Uprvom koraku dobivamo xg+ d; = xg+ a ili §; > #H U
drugom slucaju, ponovnom primjenom Picardovog teorema prosirujemo rjesenje na
interval [xg, £o+01+02], gdje je zo+d1 42 = xo+ailije dy > #ﬂ Nastavljamo ana-
logno zakljucivati te zbog konstantnosti izraza #ﬂ u konacnom broju koraka, kon-
kretno u ¢ koraka, moramo doéi do prosirenja rjeSenja na interval [xq, o401+ - -+0y],
gdje je :B0+Z£:1 0r = xo+a. Posve analogno dokazujemo da ¢emo primjenom Picar-

dovog teorema, kona¢no mnogo puta, prosiriti rjeSenje ulijevo na interval [z¢— a, x¢).

|

Primjer 1.4 Neka je zadan inicijalni problem

Yy =cosyi + s+,
yh = sinys + 2y ,
y1(0) =1, y2(0) =2.

Primijetimo da je desna strana sustava odredena funkcijom f: R® — R?, f(x,y1,y2) =
(cosyi + y2 + x,sinys + 2y1) koja je takoder definirana na Q, = [—a,a] x R?, za
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svaki a > 0. Nadalje, funkcija f je neprekidna na €),. Primijetimo jos da prema
Teoremu srednje vrijednosti vrijedi

|f1(2, 71, 92) — fi(@, 01, 92)| = [cosYy — cosyn| = |sin &y, — w1
za neki & € 1(gy,y1). Dakle, dobivamo

|f1(x7y17y2) - f1<x7g17y2)| S |y1 _g1| )

odnosno f, je Lipschitz-neprekidna po varijabli y; na R® s Lipschitzovom konstan-
tom jednakom 1.

Nadalje, imamo 1 sljedece ocjene

2 | ,

2| nl

|siny, — singo| = |cos &Yy — 2| < (Y2 — b2/,

’f1<x7y17g2) _fl(xaylayQH
|f2(x,@1,y2) - fQ(xaghyQ”
’f2<x7y17§2) _f2<'ruy17y2)‘

<
<

za neki & € 1(Yy, Ya).

Zakljucili smo da su funkcije f1 i fo Lipschitz-neprekidne na R® (odnosno €,) po
svim y varijablama. Konstanta L (maksimum svih Lipschitzovih konstanti) je jed-
naka 2, odnosno ne ovisi o izboru zatvorenog pravokutnika u €.

Dakle, primjenom Picardovog teorema prvo zakljucujemo da postoji rjesenje zadanog
inicijalnog problema na nekom intervalu [—6,6], 6 < a. Kako vrijede pretpostavke
teorema 1.5, moZemo zakljuciti da cemo, nakon sto konacno mnogo puta primije-
nimo Picardov teorem, prosiriti rjesenje na cijeli interval [—a,al. Kako a moZemo
1zabrati proizvolyno, rjesenje zapravo mozZemo prosiritt na cijeli R. To rjesenje je
jedinstveno.

Napomenimo jos da inicijalni problem ne zadovoljava pretpostavke teorema 1.4.
Takoder, primijetimo da tocka pocetnog uvjeta ne utjece na prosirivost rjesenja.

Primjer 1.5 Pogledajymo sada inicijalni problem

Yy = cosy;
Yy = siny; |
y1(1) =0, y2(1) =0.

Sad je desna strana odredena funkcijom f: R3 — R2, f(x,y1,v2) = (cosy3,siny?) za
koju je lako uociti da je ogranicena, preciznije | f1(x,y1,y2)| < 14 |fa(z, y1,y2)| < 1,
a (z,y1,y2) € R3. Promatramo problem u domeni Q, = [1 —a,1 + a] x R? za
proizvoljan a > 0. Ispitajmo jo$ i Lipschitz-neprekidnost funkcije f. Dovolino
ce biti dokazati Lipschitz-neprekidnost na svakom zatvorenom pravokutniku wu €),.
Imamo

|fi(z,y1,Ys) — fi(z,y1,52)| = | cos s — cos 3] = |26 sin &[Ty — Pa|
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za neki & € I(Yy, U2). Izraz |26sin€?| je ocito ogranicen za odabrani zatvoreni pra-
vokutnik u Q. pa je fi Lipschitz-neprekidna po varijabli yo na tom pravokutniku, ali
nije na citavom §2,. Lipschitz-neprekidnost od fi po y1 varijabli je ocita.

Posve analogno se dokazuje i Lipschitz-neprekidnost funkcije fo po y wvarijablama
na proizvolinom zatvorenom pravokutniku u €,. Kako nismo dokazali da postoji
supremum skupa Lipschitzovih konstanti na takvim pravokutnicima pa ne mozZemo
primijeniti teorem 1.5. Medutim, neprekidnost, ogranicenost funkcije f na cijelom
Q. 1 njezina Lipschitz-neprekidnost po y varijablama na svakom zatvorenom pra-
vokutniku u Q. pretpostavke su teorema 1.4. Dakle, rjesenje inicijalnog problema
postoji na cijelom intervalu [1 — a, 1+ a]. Zbog proizvoljnosti odabira a, opet dobi-
vamo (jedinstveno) rjesenje na R. Primjecujemo da zadana tocka pocetnog uvjeta
opet nije pretjerano utjecala na dokaz prosirivosti rjesenja.

Primjer 1.6 Na kraju pogledajmo jos jedan problem prosirivosti rjesenja. Zadan je
wnacijalni problem

1
yi=3—2(yz+2)%+\/:c—1,
1
yézi(yi%_l_ V3_$)7
1 s 1
Y= =2 =)+,

8 4
y1(2) =0, 12(2) =0, y3(2) =0.

Funkcija na desnoj strani sustava, za razliku od analognih funkcija iz prethodnih pri-
myjera, nije definirana ni na jednom cilindru. Naime, prirodna domena te funkcije
je [1,3] x R x [-2,2] x R. Prema tome, ne moZemo primijeniti ni teorem 1.4 niti
teorem 1.5. Medutim, ako bolje pogledamo dokaze koje smo imali u tim tockama,
primjecujemo da nam je u njima vazno da u nekom trenutku moZemo odabrati do-
volgno velik pravokutnik vy smjeru, sto nam cilindar kao domena funkcije f sigurno
omogucava. To naravno ne znaci da i na nekim drugim domenama ne mozZemo do-
biti rezultat prosirivosti na analogan nacin.

Uzmimo npr. pravokutnik R = [1,3] x [—=2,2]*>. Na tom pravokutniku vrijede ocjene
L s
’fl(xaylay%y?))’ < @42 +vV3—-1<2 ,

1
| fo(, 91, Y2, 93)| < 5(2+ V3—1)<2,
1 s 1
’f3(x7y17y27y3>| S §42 + 5 < 2.

Nadalje, lako je vidjeti da je funkcija f Lipschitz-neprekidna po y varijablama na
R. Sada primijenimo Picardov teorem na prethodno definiranom pravokutniku R
oko tocke (2,0,0,0) koristeéi iste oznake za a, b i M kao u dokazu tog teorema.
Dakle, a = 1, b = 2, M = 2. Time dobivamo rjesenje na [2 — 6,2 + §], gdje
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je § = min {a, %} = 1. Drugim rijecima, dobili smo rjeSenje na [1,3], odnosno
globalno rjesenge. Dakle, cilj nam je bio naci pravokutnik na kojem ce gornja ograda
M funkcije f biti takva da je b > aM .

1.4 Apriorna ocjena rjesenja

Cesto je korisno napraviti ocjenu rjeSenja u ovisnosti o desnoj strani sustava i
pocetnom uvjetu, ako rjesenje ne mozemo izracunati eksplicitno. Takvu ocjenu na-
zivamo apriornom ocjenom rjeSenja. Ocjenu rjeSenja mozemo izvesti npr. pomocu
Gronwallove leme:

Lema 1.1 (Gronwall) Neka je I C R interval, a € I, dok su u,v: I — R nepre-
kidne funkcije takve da je u,v > 0. Neka je ¢ > 0 konstanta. Tada vrijedi sljedece:

1. Ako je
v(x) < c+/ u(t)v(t)dt za x> a,

onda za x > a vrijedi
T u(t)d
/U(x) S Cefa u(t) t 7

2. Ako je
v(z) < c+/ u(t)o(t)dt za x < a,

onda za x < a vrijedi
v(z) < cels vt

Il
Napravit ¢emo ocjenu rjesenja y inicijalnog problema (1.7) na proizvoljnom intervalu
[zo —a, z9+ a], koji je podskup maksimalnog intervala egzistencije. Pretpostavljamo
daje (z,y(x)) € R, za © € [xg — a, zo + a], gdje je R neki zatvoreni pravokutnik oko

(z0,y). Pritom je f Lipschitz-neprekidna na R po y varijablama s konstantom L.
Inicijalni problem opet mozemo zapisati u integralnoj formi

o) =o” + [ Ayt =1
o
iz cega slijedi

ymwwﬁ:/%w@mwwmﬁ%W+/WWw%w. (1.12)

o
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Oznacimo M; = maXye(zo—azo-+al |.fi (T, y(©)|. Tada iz jednakosti (1.12) slijedi ocjena

/ S e(t) — 5t

0 k=1

yi(z) — V| < L + M|z — x| . (1.13)

Za x € [xg, xo + a] iz nejednakosti (1.13) dobivamo

wi(z) =y < L / > lye(t) = g dt + Milz — o)

0 k=1
iz ¢ega sumiranjem po ¢ = 1,...,n slijedi
> lyiz) =y <nL / > lui) =y dt +a M.
i=1 To =1 i=1

Nakon toga iz prve tvrdnje Gronwallove leme, uz v(z) = > -, |yi(x) — yi(o)| ,u(x) =
nLic=a); M, slijedi ocjena

i |yz(x) _ygo)’ < <aiMz> efjo nLdt _ (aiMz> enllz—ol < (aiMz> enla
= =1 i=1 =1

S druge strane, ako je x € [z9 — a, x|, onda za i = 1,...,n iz jednakosti (1.12)
dobivamo

xg T
yi(x) =y < L / > () — 9|t + M|z —
k=1

xT

pa sumiranjem slijedi
n xg M n
IMOEAESTY B ORI TS
i=1 roi=l i=1

Na prethodnu nejednakost mozemo primijeniti drugi dio Gronwallove leme (uz jed-
nako definirane u, v i ¢) pa analogno dobivamo

i |yi(l‘)_y§0)| < <aiMZ> ef;() nLdt _ (aiMz> enllz—ol < (aiMz> enla
= =1 i=1 =1

Specijalno, imamo

n

i) < 1)+ (aZMi) e i=1,...,n, x€lwg—azo+a. (L14)
i=1
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Koristenje Gronwallove leme je samo jedan od nacina kako ocijeniti rjeSenje. Prisje-
timo se da pomoc¢u integralne reprezentacije inicijalnog problema mozemo dokazati
1 ocjenu

i) — 5| < Mz — 29) < Ma, i=1,....n, (1.15)

gdje vrijedi || f|lco.rg < M. Naravno, cilj nam je naéi sto bolju ocjenu.

Primjer 1.7 Pogledajmo inicijalni problem

Y =1;
y§:y1+x7
11(0) =0, y2(0) =1.

Dakle, imamo desnu stranu sustava odredenu funkcijom f: R3 — R? f(x,y1,v0) =
(y3,y1 + x). Uzmimo neki pravokutnik R oko tocke (0,0, 1), npr.

R= {<x7y17y2) € R? : |.1'| <1, ’yl‘ <1, |y2 - 1‘ < 1} :
Ocito je da je funkcija f glatka na R® pa je i Lipschitz-neprekidna po svim y va-
rijablama na R. Takoder, znamo da postoji rjeSenje zadanog inicijalnog problema
na intervalu [—9, 9], gdje je 6 = min{a, %}, pri éemu je a = 1, b =1, a M gor-
nja ograda funkcije f na pravokutniku R. Na R je |fi(z,y1,v2)| = |[v3| = |ya]* <

(ly2 = 1] +1)* < 4. Takoder je |fo(x,y1,y2)| = |y + 2| < |pa| + || < 2. Dakle,
mozemo uzeti M =4 pa je § = ;.

Ocijenit cemo dakle rjesenje inicijalnog problema na intervalu I = [—}l, ﬂ Prvo
TacuUNamo

Mlzma;<|f1(x,0,1)|:1,
re

1
M = max|f5(x,0,1)] = max|z| = 7

Potrebno je jos izracunati Lipschitzovu konstantu za funkciju f na pravokutniku R.
Neka su (x,y1,7s), (z,y1,%2) € R. Tada imamo

iz, yn,Yy) — filz,yn, 02)| = U5 — Ua| = 2/€|[7s — Ba]
20 neki € € 17y, 72) pa je
|fl($7y17?72) - fl(a:ayl?g?)‘ S 4|§2 _§2‘ .

Nadalje vrijedi
| fo(, 71, 92) — fol@, 91, 92)| = [U0 — 1 -
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Zakljucujemo da mozZemo uzeti L = 4.

Konacno iz nejednakosti (1.14) slijede ocjene |y1(x)] < C i |yo(z)| < 1+ C, gdje je

C = 5(M1 + ]\42)62[/(S = %62 .

Dakle,

5 5 11
ly1(z)| < 1—662 ~ 2.308, |y2(z)] < Eez +1~3.308 za x € {_Z_L’ ﬂ :
Primijetimo, kako je graf rjesenja podskup pravokutnika R, za rjesenje vrijedi |y, (x)| <
L Jya(z)] €2 zax € [—}l, ﬂ Prema tome, pomocu Gronwallove leme dobili smo
slabiju ocjenu rjesenja. Istu ocjenu u ovom primgjeru dobivamo i pomocu nejedna-

kosti (1.15).

U sljede¢em primjeru Gronwallova lema nam daje najbolju ocjenu.

Primjer 1.8 Zadan je inicijalni problem

yll =l +x7
Yo =11+ Y2,
y1<0) =0, 3/2(0) =0.

Pogledat éemo rjesenje koje dobivamo primjenom Picardovog teorema na pravokut-
niku
R= {(«T,yl,y2) S ]R3 : |'T’ < 17 |y’L’ < 5; L= 172} :

Lako je dokazati da je na R funkcija desne strane sustava Lipschitz-neprekidna po y
varijablama @ da je L = 1. Takoder je lako vidjeti da je M = 10. Prema tome, pri-
mgenom Picardovog teorema dobivamo rjesenje definirano na intervalu I = [—%, %]
S druge strane imamo

1

My = maz,er|x| = 3 My, =0.

Dakle, primjenom Gronwallove leme izvodimo ocjenu

ly1(z)], |ya(x)| < —e = 0.695 .

1=

S druge strane, iz c¢injenice da graf rjesenja pripada R imamo |y ()|, |yo(z)] <
5, za v € I, dok nejednakost (1.15) daje istu ocjenu. Prema tome, primjenom
Gronwallove leme u ovom primjeru smo uspjeli poboljsati ocjenu rjesenja.
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1.5 Korektnost inicijalnog problema

U ovom poglavlju ¢emo, koriste¢i Gronwallovu lemu koju smo iskazali u prethodnom
poglavlju, dokazati korektnost inicijalnog problema, odnosno neprekidnost rjesenja
inicijalnog problema (1.7) u odnosu na zadane parametre, tj. pocetne uvjete i desnu
stranu sustava. Radi se o Kamkeovom teoremu koji je koristan kod izvoda mno-
gih rezultata iz teorije sustava diferencijalnih jednadzbi. Objasnimo za pocetak Sto
znaci ta neprekidnost.

Neka je zadan zatvoreni pravokutnik R oko (zg,y®) € R, Pogledajmo jos jedan
inicijalni problem, istog oblika kao i inicijalni problem (1.7) (ali s razli¢itom desnom
stranom sustava i razli¢itim poc¢etnim uvjetima):

z(Tp) = 7@“’) , (1.16)

pri ¢emu je g funkcija koja je takoder neprekidna na R i Lipschitz-neprekidna na
R po svim y varijablama te je (Zo,g”) € R. Kazemo da rjeSenje y inicijalnog pro-
blema (1.7) ovisi neprekidno o pocetnim uvjetima i desnoj strani sustava ako rjesenje
z inicijalnog problema (1.16) ”konvergira” prema y kad T, 7 i g "konvergiraju”
prema zg, y* i f redom.

Zapisimo tu neprekidnost precizno matematicki. Imamo neprekidnost rjesenja ini-
cijalnog problema (1.7) u ovisnosti o svim zadanim parametrima ako za svaki € > 0
postoji 6 > 0 takav da

2o =Tl <8, |y gV <0, |If —gllwor <9

povlaci

ly(z) — 2(z)[|c <2, z€1p,
gdje smo s Ip oznacili (neprazan) presjek intervala egzistencije rjeSenja y i z. Vidjet
¢emo da, za dovoljne male razlike u poc¢etnim uvjetima, mozemo naci Ip oko tocke
Zg-
Iskazimo sada teorem o neprekidnosti:

Teorem 1.6 (Kamke) Nekaje R C R™ zatvoren pravokutnik oko tocke (zo,y?) €
R zadan s

R={(z,y) eR"": |z —xo| <a, |y -y <b, i=1,...,0},

za neke a, b > 0 te neka je f: R — R" funkcija koja je neprekidna i Lipschitz-
neprekidna po svim y varigablama na R. Tada rjesenje inicijalnog problema

y/ = f(ZL’, y) )
y(zo) =y (1.17)

ovisi (uniformno) neprekidno o desnoj strani sustava i pocetnim uvjetima.
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Dokaz. Dokazat ¢emo prvo da za (Zo, ¥'?) dovoljno blizu (xg, y?) inicijalni pro-
blemi (1.16) i (1.17) imaju intervale egzistencije rjeSenja Ciji je presjek neprazan.

Neka na pravokutniku R vrijedi ||f|leor < M, i = 1,...,n. Dovoljno je proma-
trati samo funkcije g, neprekidne i Lipschitz-neprekidne po svim y varijablama na
R, za koje je npr. ||f — glleor < M. Tada za M = 2M imamo ||f|ler < M i
lg|lco.r < M. Prvo znamo, prema Picardovom teoremu, da je rjesenje y definirano
na intervalu I := [zg — 01, o + 61] gdje je §; = min {a, %

Uzmimo «, f > 0 tako da je a < min{%,%} i < b—aM te neka su dani
To € Rig® € R" takvi da vrijedi |29 — To| < a i ||y — 7| < 8. Pokazat
¢emo da tada dolazi do preklapanja intervala egzistencije rjesenja za dva promatrana
inicijalna problema. Prvo definiramo

}_%:{(xay) GRH-H: |$_fO| SCL—OZ, ||y_§(0)||oo Sb_ﬁ} .

Primjeé¢ujemo da je R C R. Tada, prema Picardovom teoremu, postoji rjesenje
z inicijalnog problema (1.16) definirano na Iy := [To — d2,To + d2|, gdje je oo =
min {a — a, %}

Pretpostavimo da je npr. 7o > xy. Tada ¢e se intervali [; i I sije¢i u nekom
intervalu oko xy ako i samo ako je lijevi rub intervala Iy lijevo od xq, tj. ako je
To — 0o < Tg, odnosno ako je 0 < Ty — xg < 0.

Analogno, ako je Ty < g, onda se I i I5 sijeku u intervalu oko x( ako i samo ako je
desni rub intervala I desno od g, odnosno ako je To+0ds > xq, tj. 0 < 9 —To < a.

Kako je o < 09, zakljucujemo da vrijedi |zg — To| < o < 09 pa se intervali [; i
15 uistinu sijeku u nekom intervalu oko xg.

Da bismo ocijenili razliku rjeSenja y i z, zapiSimo pripadne inicijalne probleme
u ekvivalentnoj integralnoj formi:

yi(z) = o' + /fz Ly(t

iz )—y§°>+/ gt z)dt, i=1,...,n,
Zo

pri ¢emu uzimamo x € I, N Is.

Oduzimanjem prethodnih dviju relacija za ¢ = 1,...,n dobivamo

yi(@) — zi(z) =y — g / filt () — / gi(t, =(1))dt

o

—yz —79 4 /fz L y(t dt—/fztz
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+/$[fi(t,z(t)) — gi(t, 2(t))]dt

zo

=¥ 7 /uxwm>szwMt
/fltz dt—/fltz
+ [ 10.20) = ot =)
— ¥ 5%+ lémmm»—ﬁmdmw

+/%ﬁ@dmﬁ+/UW¢@%wﬁzwwﬁ

Koristec¢i nejednakost (1.8) napokon dobivamo

/ LZ|yk —Zk ’dt
o

(. 2(1)) —gi(t,z(t))]dt‘ . (1.18)

yi(x) — z:(2)] < |y 79|+

‘|‘M|.CEO —To’ +

Sad pretpostavimo da je (Zo,7”)) € R i neka je dana funkcija g: R — R (nepre-
kidna i Lipschitz-neprekidna po y varijablama na R) tako da vrijedi |zg — Zo| < 9,
1y =GOl < 6, I = glloc,p < 8, gdje je & < minf{a, 5, M}.

Zbrajanjem nejednakosti (1.18) za i = 1,...,n dobivamo
Z|y2 — zi(z)] < né +nlL / ZL% — z(t)|dt| + Mnd +nad.  (1.19)
L0 =1

Koriste¢i Gronwallovu lemu kao i kod ocjene rjesenja, dakle razdvajanjem na slucajeve
x > xgix <z, iz nejednakosti (1.19) za x € I;N Iy dobivamo posve analogno ocjenu

ly(z) — z(z)][1 <n(d+ M§+ a5)e”La )

Ako je dakle zadan ¢ > 0, onda za § < min{a,B,M, W} vrijedi da
20 = To| < 0, |y =GVl <0 [[f = glloon < § povlati
ly(z) — z(2)||w <€, z€ NI,
iz cega slijedi trazena konvergencija.
O
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1.6 Neprekidna diferencijabilnost rjesenja u od-
nosu na pocetni uvjet

Sada ¢emo navesti uvjete uz koje je rjeSenje inicijalnog problema

Yy =f(zy),
y(z0) =y (1.20)

i neprekidno diferencijabilno u odnosu na pocetni uvjet. Dokazat ¢emo da su parci-
jalne derivacije rjesenja inicijalnog problema (1.20) po varijablama pocetnog uvjeta
rjeSenja odredenih inicijalnih problema pridruzenih linearnim sustavima. Egzisten-
ciju i jedinstvenost rjesenja takvih inicijalnih problema komentiramo na pocetku
sljedeceg poglavlja. Iz pripadnih integralnih formulacija tada slijedi neprekidnost
promatranih parcijalnih derivacija, odnosno neprekidna diferencijabilnost rjesenja
inicijalnog problema (1.20) po poc¢etnom uvjetu. Preciznije, vrijedi rezultat

Teorem 1.7 Neka je Q@ C R otvoren skup i neka je f: Q — R™ funkcija koja
je neprekidna na € i koja ima sve parcijalne derivacije na 2. Nadalje, zadan je
zatvoren pravokutnik R C Q) s

R:{(way)eRn+l: ]x—x0|§a, Hy_y(O)HOOSb}

i@ neka su parcijalne derivacije 3 % neprekidne na R, i,j = 1,...,n. Neka je y =
Yj

y(z, 0,y ) rjesenje inicijalnog problema

Oznacimo v;j(x) = ﬁyi(az,xo, y ) dw;(z) = a%oyi(x,xo, y ). Tada vrijedi

Z 3fz z,y(x, 20, y'V))vg; () | (1.21)

Takoder vrijedi

k=
w;(wo) = _fz(any ) (1.24)
Dokaz. Primijetimo prvo da ako fiksiramo j € {1,...,n}, sustav (1.21) je sustav

linearnih jednadzbi odreden neprekidnom matriénom funkcijom A, gdje je Ay (x) =

ggﬁ (z,y(z,20,y)), i,k = 1,...,n. Stoga rjeSenje inicijalnog problema (1.21)-

(1.22) postoji, jedinstveno je i definirano je tamo gdje je definirano i rjesenje y (v.
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potpoglavlje 2.1). Isto vrijedi i za rjeSenje inicijalnog problema (1.23)-(1.24).

Definiramo za j =1,...,niheR

E(Lh)( ) y(l’ 2o, y§ )7 cet 7yj(0)17 yJ(O) + h7 y§(j217 s ay7(10)) ’

’lj(l’) = y(:C, Zo, yg )7 s 7y7(10)) :
Iz dokaza Kamkeovog teorema znamo da ée za dovoljno mali A funkcija w@") biti
definirana na nekom intervalu Ip oko xy. Sada imamo za 7,7 =1,...,.nix € Ip

h 04 h,i=7j
2N (5 /ftu(Jh())dtJr o |
Yi s 1 F ]
_ / it a(0)dt +y© (1.25)
o

Neka je za j € {1,...,n} funkcija z; = (21;,..., 2»;) rjeSenje inicijalnog problema

(1.21)-(1.22). Tada je
2i(2) = /ng_;i(t,ﬁ(t))zkj(t)dt—i-{ o j;; | (1.26)

Sada zelimo dokazati da je

vij(w) = lim

Iz jednakosti (1.25) i (1.26) imamo

. (1.27)

Primijenimo li Teorem srednje vrijednosti, imamo

£ TN (1) Zafz a0 (1)) @0 (1) — (1))

ayk
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gdje je @M (t) neka tocka iz segmenta [w""M (), w(t)].

Sada iz jednakosti (1.27) dobivamo

ﬂl(jyh)(l») — ﬂz(‘r) — Zij (ZL’)
Ofi (1 qliin) Ofi  — o\ T () — Tt
/xo k=1 <8yk (t)) Y (t7 (t))) ' dt
a9 (1) — 4,
/xo o gzi u(t)) ( . (t>h - ij(t)) !

Nadalje, primijetimo da je
—{3:h) ~ o ’ —(5,h) - h’ k =
w0 — () = | (St @0 0) = fult,a®)dt+ o7 g

zq

Sad opet primjenom Teorema srednje vrijednosti mozemo zapisati

Fult, TP (1)) = fiol(t, u(t Z gg’: (£, bEI0) () (@M (£) — @, (¢))

za neki 570 (t) iz segmenta [wUM (t), w(t)].

Neka je

= [al..

i neka je
Tada iz jednakosti (1.29) i (1.30) imamo

/leu”h ()t

0 r=1

@™ () — ()] < N +h|

pa sumiranjem po k = 1,...,n dobivamo

>l @) — ()] < av
k=1

Gronwallova lema nam tada daje ocjenu

Z| a9 (8) — Ty (t)|dt

0 k=1

+n|h| .

ZI ) = Uk(t)] < n|hle"™
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iz ¢ega zakljucujemo da je izraz

S @M () — (1)
A

ogranicen za svaki h.

Iz prethodne ¢injenice, neprekidnosti parcijalnih derivacija funkcije f na R te kon-
vergencije a™M (t) — a(t), kad h — 0, dobivamo

i >

20 k=1

afz (i,j,h) (t)) o 8fz

w1 — ()]
3yk OYr,

(0| P = 0,

odnosno za svaki € > 0 postoji 0. > 0 takav da za |h| < §. vrijedi

E(J Ry U
/ (afz (z’,j,h) (t)) afZ( ﬁ(t))) k (t)h k(t) dt
0 k=1

Oy, Oy

Dakle, za |h| < 0. iz jednakosti (1.28) dobivamo

—(j)h) 7 i~
- — U t — t
a mh () _ 2i(@)| < e+ / ) (t) ()| dt| . (1.31)
20 k=1
Sada sumiramo nejednakost (1.31) po i i dobivamo
" @ (x) — () (1) —ﬂi(t)
Z i h —ZZ]( ) < ne + ZTLN —le(t) dt ,
i=1 To =1
iz ¢ega primjenom Gronwallove leme dobivamo
7 (@) — () N
Z : " — zj(x)| < nee™™®
i=1
Sada definiramo € = ;———<= i ncka je 0 = 6z. Tada za |h| < & imamo
uy () — ui(x)
Z A — zij(w)| < e,
i=1
i time smo dokazali da su funkcije v;; i z;; jednake.
Sasvim analogno dokazujemo i drugu tvrdnju teorema. U
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1.7 Egzistencija rjeSenja uz pretpostavke nepre-
kidnosti

Dosad smo promatrali egzistenciju rjeSenja inicijalnog problema (1.7) uz pretpos-
tavku Lipschitz-neprekidnosti desne strane sustava. Takva pretpostavka nam je
ujedno osiguravala i jedinstvenost rjesenja. Pitamo se je li Lipschitz-neprekidnost
nuzna za postojanje rjeSenja. Pogledajmo npr. sljedeéi inicijalni problem

v =yl

y(0)=0. (1.32)

Rijesimo prvo jednadzbu za y > 0. Jednadzba tada glasi y’ = /y. Separacijom vari-

jabli dobivamo y_%dy = dx pa imamo rjeSenje y = %v gdje je C' € R konstanta.
Ako vrijedi i pocetni uvjet y(0) = 0, dobivamo C' = 0, odnosno rjesenje inicijalnog
problema je y(z) = %2. Odredimo sad domenu tog rjesenja. Njegovim uvrsStavanjem
u zadanu jednadzbu dobivamo § = '%' sto vrijedi za x > 0.

Ako je y < 0, imamo jednadzbu 3’ = /—y pa analogno separacijom varijabli do-
(z+C)?

bivamo opce rjesenje y = ——;—. Iz y(0) = 0 opet slijedi C' = 0, dakle rjesenje
inicijalnog problema je y(z) = —%. Uvrstavanjem u pocetnu jednadzbu dobivamo
—5 = %‘ pa je rjeSenje definirano za z < 0.

Mozemo stoga primijetiti da sve funkcije y;: R — R, i = 1,...,4 (slika 1.1-1.4)
predstavljaju rjesenje inicijalnog problema (1.32), gdje je

L. y1(z) =0, z€R |

—122 <0
2. yQ(x):{ 4 - ,

0,z>0
0,x2<0
o) ={ 9750
1,2
) =27, 2 <0
4 y4(:L’)—{ 1zt >0
Primijetimo da su sve funkcije y;, © = 1,...,4 glatke na R, $to je nuzni uvjet da

bi bile rjesenje inicijalnog problema. Bitno je provjeriti neprekidnost derivacije u
x = 0. Lako je dokazati da je y;(0) = 0. Nakon toga, npr. za posljednju funkciju,
ocito vrijedi da je

lim y;(z) = lim 13: = 0= lim 1:U— lim y;(z)

z—0~ Ya N x—0~ 2 - x—0t+ N z—0+ Ya ’

33



¥

5 & & 4 3 =2 4

Slika 1.1:
rjeSenje 11

EEE ]

Slika 1.3:

rjeSenje ys3

Slika 1.2:
rjeSenje yo

Slika 1.4:

rjeSenje 4

34




Time smo pokazali da je funkcija y, klase C! na cijelom R. Analogno dokazujemo
neprekidnost derivacije i za ostale funkcije.

Sada mozemo zakljuciti da inicijalni problem (1.32) nema jedinstveno rjesenje. Stovise,
ne mozemo ¢ak naéi nijedan interval oblika (—d, ) na kojem inicijalni problem ima
jedinstveno rjesenje. Dakle, inicijalni problem nema ni lokalno jedinstveno rjesenje.

Sad ¢emo konstruirati jos rjesenja istog inicijalnog problema. Primijetimo da je
y = 0 jedno rjesenje inicijalnog problema na intervalu [—Zg,zo] za proizvoljne
Zo, To > 0. Zelimo prosiriti to rjeSenje udesno. Tada rjeSavamo inicijalni problem

v =yl

y(xo) = 0.

Ako je y > 0, onda znamo da je netrivijalno rjesenje oblika y(x) = %(:z: + C)?, od-
nosno uvrstavanjem pocetnog uvjeta slijedi y(z) = (x — 2)?. Opet, uvrstavanjem
u zadanu jednadzbu, zaklju¢ujemo da je to rjesenje definirano za x > x.

Ako je y < 0, analogno dobivamo rjesenje y(z) = —%(m — 70)?, koje vrijedi za
r < x9. Dakle, s tim rjeSenjem ne mozemo prosiriti udesno rjesenje dano na inter-
valu [—Zo, zo].

Na lijevom rubu rjeSenje prosirujemo pomocu inicijalnog problema

v =yl
y(—To) = 0.

Za x < —T, rjeSenje mozemo pokusati prosiriti s y(z) = i(a: + Tp)? ili y(x) =
—i(m+§0)2. Medutim, prvo rjesenje zadovoljava zadanu jednadzbu samo za © > —x
pa ulijevo proSirujemo s drugim od ta dva rjesenja, jer je ono rjeSenje jednadzbe za
i S —f().

Znaci za odabrane x(, To > 0 mozemo napraviti netrivijalno prosirenje

—1(z+T)*, 2 < =T
y(l’) = O, xr e [—fo,l’g]
T =), x> 20

Kako interval [Ty, o] mozemo odabrati proizvoljno, konaéno zakljucujemo da
imamo beskona¢no mnogo rjesenja inicijalnog problema (1.32).

Rjesenje na [—Zy, zo| smo mogli na nekom od rubova tog intervala prosiriti i s trivi-
jalnim rjeSenjem. Preostala rjeSenja inicijalnog problema su stoga

Yz +m)?, x < -7
_ 4 0 ) = 0
y(x) - { 0 , T Z _fo

za proizvoljan Ty > 0 i



za proizvoljan xy > 0.

Primijetimo da funkcija na desnoj strani jednadzbe inicijalnog problema (1.32) nije
Lipschitz-neprekidna na svakom pravokutniku u R? po y varijabli. Naime, uzmimo
neki pravokutnik R u R? koji sadrzi tocku (0,0). Pretpostavimo da je funkcija
[R5 R, f(x,y) = \/m, Lipschitz-neprekidna po varijabli ¥y na R. Tada postoji
konstanta L > 0 takva da vrijedi

[f(z,5) = f(z,y)] < Ly -yl

za svako (x,7), (z,y) € R. Neka su 7y, y > 0. Tada imamo

VT — Vil < LIg -7l
pa vrijedi
T+ Vil = %
Medutim, u pravokutniku R oko (0,0) mozemo odabrati tocke (z,7), (z,y) tako da
su 7, ¥ > 0 i dovoljno blizu nule, tj. da je |57 + /7| < 1 te time dobivamo kontra-

dikciju. Dakle f nije Lipschitz-neprekidna po varijabli ¥ ni na jednom zatvorenom
pravokutniku oko tocke (0, 0).

Analogno zaklju¢ujemo da f nije Lipschitz-neprekidna po varijabli y ni na zatvore-
nom pravokutniku oko tocke oblika (z¢,0), o € R. Prema tome, ako pocetni uvjet
u inicijalnom problemu (1.32) zamijenimo s y(xy) = 0, opet ne mozemo primije-
niti Picardov teorem ni na jednom pravokutniku oko (zg,0). Kao i prije, mozemo
konstruirati beskonac¢no rjesenja inicijalnog problema

v =1yl

y(zg) =0. (1.33)
Neka rjesenja promatranog inicijalnog problema su funkcije oblika

—(z—a)?,z<a

y(x) =< 0, x € [a,]] ,
e —0)?, 2>

pri cemu vrijedi a < xy < b.

Rjesenja su dana i s

za a < xg te



za b > xg.

Sada ¢emo jo§ promotriti slucaj kad je tocka pocetnog uvjeta (zg,yo) € R? takva
da je yo # 0. Promatrajuci rjesenja koja smo dosad generirali za inicijalni problem
(1.33), vidimo da mozemo pronadi rjesenje jednadzbe y' = +/|y| ¢iji graf prolazi
kroz tocku (zg, o), ali ga mozemo izabrati na beskonaéno mnogo naé¢ina. Drugim
rije¢ima, i za problem

v =yl ,

y(xo) = Yo, Yo # 0 (1-34)

postoji beskonacno mnogo rjesenja.

Preciznije, ako je yo > 0, onda u nekoj okolini tocke x( za rjesenje y inicijalnog
problema (1.34) zbog neprekidnosti vrijedi y > 0, zbog ¢ega je u toj okolini y(z) =
(z+C)?

;. Imamo dvije moguce vrijednosti konstante C', a to su C = —z¢ & 2,/yo.

Kako to rjesenje vrijedi za v > —C = x¢ £ 2,/yo, dobivamo da je jedina mogucnost

C' = —x¢ + 2,/yo, odnosno imamo rjesenje y(x) = M za T > To — 2:/Yo.
Da bismo prosirili to rjesenje ulijevo, rjeSavamo problem

Y =Vl ,
y(x(] _2\/%) = 07

za koji znamo da ima beskonacno rjesenja za x < xy — 2,/y (vidi rjeSenja inici-
jalnog problema (1.33)). Jednostavno je dokazati da spajanjem tih rjesenja s veé
dobivenim rjesenjem za x > zy — 2,/%o dobivamo uvijek glatku funkciju pa su sve
tako dobivene funkcije rjesenja inicijalnog problema (1.34).

Primjecujemo da oko tocke (zo, yo) mozemo naci zatvoreni pravokutnik koji ne sijece
x-0s. Neka je to pravokutnik

R={(z,y) €eR*: |z —x0| <a, |y —yo| <b}.

Dakle vrijedi yo — b > 0, a za tocke (z,7), (z,y) € R imamo yo — b <7, y < yo + b.
Prema Teoremu srednje vrijednosti je

1 - 1 ~
03) = Jo )l = || 771 < 5oyl 1,

za neki £ € I(g,y). Prema tome, f je Lipschitzova na R po y varijabli.
Analogan postupak mozemo ponoviti oko proizvoljne tocke (T, 7,) grafa rjesenja

za koju je Ty > xo — 24/Yyo te prema Picardovom teoremu opet dobivamo jedinstve-
nost rjesenja na nekom intervalu oko 7.
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Zakljuéujemo da je rjesenje inicijalnog problema jedinstveno na intervalu [zo —
2./Y0, +o0). Kao sto smo vidjeli, na intervalu (—oo,zg — 2,/yo) nije jedinstveno.

Na analogan nac¢in mozemo provesti razmatranja i za inicijalni problem (1.34) kad
je Yo < 0 i dolazimo do zakljucka da je rjeSenje jedinstveno do tocke u kojoj graf
rjesenja dosegne x-0s, a zatim se gubi jedinstvenost. Konkretno, rjesenje u okolini zq
je oblika y = —% te uvrstavanjem pocetnog uvjeta dobivamo C' = —x¢+2y/—yp.
S obzirom da je to rjesenje definirano za z < —C' = z £ 24/—yo, zaklju¢ujemo da
je C = —x¢ — 2y/—yo. Dakle, imamo rjesenje y = M za < xo+ 2y/—Yyo.

Za x > xg + 24/—1o rjesenje nije jedinstveno.

Konac¢no zakljucujemo da inicijalni problem (1.34) ima rjeSenje koje je prosirivo
na cijeli skup R, odnosno ima globalno rjesenje. Ni za koji izbor tocke pocetnog
uvjeta rjesenje nije jedinstveno, ali imamo lokalnu jedinstvenost rjesenja.

Prethodni primjer nam je pokazao da nedostatak Lipschitz-neprekidnosti kod desne
strane sustava moze utjecati na jedinstvenost rjesenja. Pitamo se moze li utjecati i
na egzistenciju. Dakle, zanima nas sto mozemo zakljuciti o egzistenciji inicijalnog
problema

y/ - f(l’, y) )
y(ro) =y, (1.35)

ako je funkcija f samo neprekidna na svojoj domeni, odnosno ako nemamo pretpos-
tavku Lipschitz-neprekidnosti za funkciju f.

Teorem koji nam daje odgovor na to pitanje je Peanov teorem. U njegovom do-
kazu se pozivamo na Arzelin i Ascolijev teorem te ¢emo prije iskaza tih teorema
objasniti neke pojmove vezane uz njih.

Definicija 1.3 KazZemo da je niz funkcija (fu)nen, fn: [a,b] = R, ekvineprekidan
ako za svako € > 0 postoji 6 > 0 takav da za z,T € [a,b], |x — T| < § vrijedi

|fu(x) — fu(T)| < e, za svakon € N .

Primijetimo, ako je niz funkcija (f,)nen ekvineprekidan, onda je svaka funkcija
¢lanica niza uniformno neprekidna na [a,b]. Medutim, ne mozemo nista tvrditi
o konvergenciji niza. Pogledajmo to na dva primjera.

Prvo, neka je niz funkcija zadan s f,(z) = (—=1)", z € [a,b]. Ocito se radi o kons-
tantnim funkcijama i ne postoji lim,, f,,(x) ni za jedan z € [a, b]. Dakle, niz funkcija
(fn)nen ne konvergira. S druge strane, kako je |f,(z) — fo(T)| = 0 za 2,7 € [a, ],
oCito je da je niz funkcija ekvineprekidan.
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Sada pogledajmo nesto opéenitiji niz funkcija. Neka je (fn)nen, fn: [a,b] — R, niz
neprekidnih funkcija na [a, b] koje uniformno konvergiraju prema funkciji f: [a,b] —
R. Dokazat ¢emo da je taj niz ekvineprekidan.

Kako niz (f,,)nen uniformno konvergira prema f, funkcija f je neprekidna na [a, b]
pa je i uniformno neprekidna na [a,b]. Dakle, za zadani ¢ > 0 postoji 6 > 0 takav
da za z, T € [a,b] za koje je |z — T| < 0 vrijedi |f(z) — f(Z)| < £. Kako niz (f,)nen
konvergira uniformno prema f, postoji ng € N takav da zan > ng i za svaki z € [a, b]
vrijedi .

7(@) = fula)l < 5

Tada za n > ng iz, T € [a,b] takve da je |z — | < § imamo

[fn(@) = fu(@)| < |ful2) = f0)] +1f(z) = @) + | f(T) = ful@)] <e.

Primijetimo jo§ da zbog uniformne neprekidnosti funkcija fi,..., f,, postoje o,
k=1,...,n takvi da za , T € [a,b], |x — Z| < 0 vrijedi |fx(z) — fu(T)| < e.
Neka je sada § := min{dy,...,d,,,0}. Kona¢no zakljucujemo da za z, T € [a,b],

|z — T| < ¢ imamo |f,(z) — f.(T)] < € za svaki n € N,

Prema tome, postoje i ekvineprekidni nizovi koji konvergiraju.

Imamo i sljede¢u definiciju:

Definicija 1.4 Neka je dan niz (fn)nen, fo: [a,b] — R. KaZemo da je taj niz
ekviogranicen (ili uniformno ogranicen) ako postoji konstanta M > 0 takva da vrijedi
|fu(x)] < M za svako x € [a,b] in € N.

Analogno definiramo i ekvineprekidnost i ekviograni¢enost nizova funkcija s [a, b] u
R™, koriste¢i vektorsku normu.

Konacno mozemo iskazati sljedece teoreme:

Teorem 1.8 (Ascoli) Neka je C([a,b]; R™) normirani prostor neprekidnih funkcija
na [a,b] s normom definiranom s

[ f]l = max |[f(z)]
z€(a,b]

(normu vektora = (x1,...,x,) € R" definiramo s ||z| = \/Y_,_, ;). Tada je
niz funkcija iz C(la,bl; R™) relativno kompaktan w C([a,b];R™) ako i samo ako je
ekvineprekidan i ekviogranicen.

g
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Preciznije, ako za zadani niz funkcija iz C([a, b]; R"™) dokazemo da je ekvineprekidan
i ekviogranicen, iz Ascolijevog teorema slijedit ¢e da je taj niz relativno kompak-
tan skup, odnosno da postoji podniz tog niza funkcija koji konvergira prema nekoj
funkciji iz C([a, b]; R™).

U dokazu ekvineprekidnosti i ekviograni¢enosti niza moze nam pomod¢i sljedeéi re-
zultat:

Teorem 1.9 (Arzela) Neka je (fin)men niz funkcija iz C([a,b]; R™) takvih da za
svako m € N vrijedi || fr(z) — fin(y)|| < M|z —y|, z, y € [a,b], gdje je M > 0 neka
konstanta. Tada je niz (fm)men ekvineprekidan.

Ako jos postogi i neki xq € [a,b] takav da je skup {fn(zo) : m € N} ogranicen, onda
je niz (f)men ekviogranicen.

U

Koristedi prethodna dva teorema dokazat ¢emo Peanov teorem, odnosno egzistenciju
rjesenja inicijalnog problema (1.35) u slucaju kad za desnu stranu sustava imamo
samo pretpostavke neprekidnosti. U dokazu ¢emo konstruirati jedno rjesenje pro-
blema, iako znamo da je opéenito moguée da takav inicijalni problem ima i be-
skonacno rjesenja. To rjesenje ¢emo konstruirati kao limes odredenih aproksimacija,
slicno kao u Picardovom teoremu. Konstrukcija aproksimacija temelji se na ekspli-
citnoj Eulerovoj metodi numerickog rjesavanja diferencijalnih jednadzbi, odnosno
aproksimacije su tzv. Eulerove poligonalne linije.

Prije iskaza Peanovog teorema dokazat ¢emo pomocéni rezultat egzistencije rjesenja
u slucaju kad je desna strana sustava definirana na nekom cilindru i ogranicena,
Takvo rjesenje ¢e biti globalno.

Lema 1.2 Neka je Q = [a,b] X R", neka je f: Q — R™ funkcija koja je neprekidna
na 0 te neka postoji konstanta M > 0 takva da je |fi(z,y)| < M, za (x,y) € Q,
i=1,...,n. Ako je (x0,y?) € Q, tada postoji barem jedna funkcija y: [a,b] — R”
takva da vrijeds

y'(z) = f(z,y(z)), z€lab],
y(ro) = y(o) .

Dokaz. Da bismo dokazali tvrdnju leme, konstruirat éemo niz funkcija (@), cx.
One nece biti definirane iterativno, ve¢ kao poligonalne linije, tj. radit ¢e se o funk-
cijama koje su neprekidne i po dijelovima afine (dakle nisu diferencijabilne u svim
tockama intervala [a, b]). Koristeé¢i Arzelin te Ascolijev teorem dokazat ¢emo da pos-
toji podniz tog niza funkcija koji konvergira. Kona¢no, dokazat ¢emo da spomenuti
podniz konvergira prema jednom rjesenju promatranog inicijalnog problema.
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Rjesenje ¢emo zbog jednostavnosti zapisa konstruirati samo na intervalu [xg,b].
Konstrukcija rjesenja na intervalu [a, zo] je posve analogna.

Da bismo definirali funkciju ®™") za neko m € N, moramo podijeliti interval [z, b]
na m jednakih dijelova. Rubne tocke odgovarajuc¢ih podintervala oznac¢imo s

b—=x
05 i=0,....m.

Ty = To + -

Kao §to smo veé¢ rekli, funkcija ®") je po dijelovima afina. Nagib funkcije na
svakom podintervalu odreden je vrijednoséu funkcije f u tocki grafa funkcije ®%)
koja odgovara lijevoj tocki promatranog podintervala. Konkretno, definiramo za
7=0,....,m—1:

™) (1) =y,

) (2) = @) (5) + f (s @ (@) (& = Tng) 5 Ty < T < i) -

(m

Uvest ¢emo i funkciju W) koja mjeri nagib komponenti funkcije ™) po inter-

valima s

(@) = f@mj, @ (¥ms)) s ¥mj S @ < Tmiay o J =0, m— 1
w0 (b) = (b, @0 (0)

Primjecujemo da je za zo < x < 1
o™ () =y + filzo, ) (o)) (x — z0) = 4 + / BRI
zo
Ako pretpostavimo da za neki j € {1,...,m — 1} vrijedi
o) (2) =y + /I U Py dt zax € (10, T

0

onda za & € [Ty, Tm(j+1)) vrijedi

" (@) = ™ (@) + fi(@mgs @ (@) (2 — i)

3 3

= ( O 4 / gm )(t)dt> + / o) (1) dt
xo Tmyj

=y + / P gy dt .

o

Dakle, na taj nac¢in smo zapravo dokazali da na cijelom intervalu [z, b] vrijedi jed-
nakost

o) =0+ [P (136

zo

Uzmimo sada proizvoljne z, T € [z,b]. S obzirom na definiciju funkcije W™
koristedi jednakost (1.36) dobivamo

0P () — o™ ()| =

/ gimP) (t)dt‘ < M|z —7| . (1.37)

41



Kako su funkcije @), m € N, neprekidne na [z, b], mozemo primijeniti Arzelin
teorem i zakljuéujemo da je (@), ,cn ekvineprekidan niz.

Nadalje, skup {®")(zy) : m € N} = {g@} je ocito ogranicen. Opet, prema
Arzelinom teoremu slijedi da je niz (®™%)), cy i uniformno ogranicen. Prema
tome, mozemo primijeniti Ascolijev teorem te zaklju¢ujemo da niz (®)),,cy ima
konvergentan podniz. S obzirom na definiciju norme u C([xg, b]; R™), uocavamo da
taj podniz konvergira uniformno na [xg, b]. U nastavku é¢emo ga radi jednostavnosti
zapisa oznacavati opet kao (®(™)), cy (s obzirom da neéemo vise koristiti origi-
nalni niz).

(m.P)

Sada oznac¢imo limes dobivenog podniza s y, tj. y := lim,, ® Zelimo doka-

zati da relacija (1.36) povlaci integralnu reprezentaciju zadanog inicijalnog problema
(1.35), odnosno relaciju

)+/ filt,y(t)dt , x € [xo,b], 1=1,...,n.
zo

Prije toga ¢emo dokazati da funkcija W) konvergira uniformno prema funkciji g
na [zg, b], pri ¢emu definiramo g(x) = f(x,y(z)).

Primijetimo prvo da iz jednakosti (1.36) za x € [x¢,b] i m € N slijedi

10 (@) -y =

/ \Ilgm’P)(t)dt‘ < Mz — o < Mlb— 0] .
zo

Oznacimo d := M |b — xo|. Dakle, za = € [z, b] vrijedi (z, <I>(m’P)(:E)) € R, gdje je
R o= [wo,b] x [ = dyt” + ] o x [ = oyl + ).

Naravno, zbog zatvorenosti od R je i (z,y(x)) € R. Kako je R kompaktan skup,
funkcija f; je uniformno neprekidna na R pa postoji § > 0 takav da za (T,7y),
(%,9) € R za koje je [T — Z| <6, [[§ — ylloo < vrijedi |f;(Z,Y) — fi(Z,y)| < 5.

Kako je funkcija y Eniformno neprekidna na [xg,b], postoji 0 > 0 takav da T,
T € [x0,b], |T — 7| < 0 povladi ||ly(ZT) — Y(Z)]|e < 0.

Neka je sada zadan neki e > 0, neka je x € [z0,b] te i € {1,...,n}. Ako je
r # b, onda postoji j € {0,...,m — 1} takav da je & € [Tmj, Tmj+1)) te je
\Ifgm’P)(x) = [i(Tmj, @™ (2,5)). Za x = b vrijedi ista jednakost uz j = m.
Oznacimo h := b*% Prvo imamo

lgi(z) — O ()] = |filz, y(x)) — fi(wmm ) (z,,;))]

+|f¢(ft,y(ffmj)) fz( ‘P(mp(l“mj))l
+ fila, @0 (@ng)) = fi@mg, @0 ()] . (1.38)
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Postoji m; € N takav da jeih < & zasve m > m;. Dakle, za m > m; i za promatrani
x vrijedi |z — 5] < h < paje ||y(z) — Y(Tm))|leo <, odnosno

fi(z, y(2)) — filz, y(@my))| < g .

Nadalje, kako niz (®™")), oy konvergira prema y, postoji my € N takav da za
m > my vrijedi ||y (zm;) — B (2,,5)]|0 < 0 (zbog uniformne konvergencije ms ne
ovisi 0 Z,,;). Prema tome

3

[Fila y(amg)) = file, @0 ()] < 5

Takoder, postoji ms € N takav da je h < 6 za sve m > mg. Dakle |z —x,,;| < h < ¢
pa je i

m m €
[fi, @ () = filwms, @ ()| < 3
Konacno iz nejednakosti (1.38) slijedi da za m > mg := max{m, ms, m3} imamo

lgi(z) — \I/Z(-m’P)(x)| < £ za svaki ¥ € [zg,b], odnosno niz funkcija (¥™), oy uni-

formno konvergira prema funkciji g. Ta ¢injenica nam je dovoljna da prijedemo na
limes u jednakosti (1.36) iz ¢ega slijedi da je y rjesenje zadanog inicijalnog problema
(1.35).

g

Sada koristeé¢i prethodnu lemu dokazujemo Peanov teorem:

Teorem 1.10 (Peano) Neka je dan zatvoreni pravokutnik
R={(v,y) eR"™: |z —z0| <a, |y —y§0)| <b,i=1,...,n},

oko tocke (zo,y?) € R za nekea, b; > 0,7 =1,...,n i funkcija f: R — R™ koja
je neprekidna na R. Tada postoji barem jedna neprekidno diferencijabilna funkcija
y: (xg — 0,29 + 0) = R™, za neko § < a, takva da vrijedi

y'(z) = f(z,y(x)), € (xo—0,20+9),
y(zo) =y

Dokaz. Da bismo iskoristili prethodnu lemu, zamijenit ¢emo funkciju f funk-
cijom g koja je definirana na cilindru Q = [z9 — a,20 + a] X R" s g(z,y) =
flx,mi(yr), .. mn(yn)), pri cemujezai=1,...,n

v b v < 49—,
ri(v) =13 v, v —b < v<y? +p
v +b; v > O+,
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Sada promatramo inicijalni problem

z(z0) =y . (1.39)

Primje¢ujemo da je funkcija g ogranicena (jer joj je slika f(R), Sto je ogranicen
skup). Prema tome, mozemo primijeniti prethodnu lemu i dobivamo barem jedno
rjeSenje z inicijalnog problema (1.39), definirano na [z¢g — a,z¢ + a|. Ukoliko je
|zi(x) — y§0)| <b;,i=1,...,n, na intervalu (g — d,z9 + J) za neki 6 < a, onda je
z ujedno i rjesenje zadanog inicijalnog problema (1.35) na tom intervalu jer je za
x iz tog intervala g(z, z(x)) = f(z,z(z)). Neka je ¢ = min]", b;. Zbog neprekid-
nosti funkcije z, postoji ¢ takav da za |z — x| < § vrijedi |z;(z) — yﬁo)] < e < b,
i=1,...,n. Za postavljeni ¢ dobili smo rjesenje Yy = 2|(z,—sw0+s) zadanog inicijal-
nog problema (1.35). O

Primjer 1.9 Zadan je inicijalni problem

yi=yi+2]z - 1],
vy =y +2| +y2,

0 0
y1($0) = y§ ), y2($o) = yé ) .

Diskutirat cemo mogu li se primijeniti Picardov © Peanov teorem, ovisno o pocetnim
wjetima. Definiramo (z,y) = (f1(2,9), (2, 1)) = (5 + 27— 1], /s + 2] +
yo). Primjeéujemo da je f neprekidna na R®. Prema tome, Peanov teorem moZemo
primijeniti za svaku tocku pocetnog uvjeta (zo,y®) € R3, i to na proizvoljnom za-
tvorenom pravokutniku oko te tocke. Dobivamo rjesenje na nekom intervalu oblika
(xg — 0,0 + 0), pri éemu 0 ovisi o tocki pocetnog uvjeta i izboru pravokutnika. Za
to rjesenje ne mozZemo turditi da je jedinstveno.

Neka je tocka pocetnog uvjeta oblika (zq, —2, yéo)) te neka je R neki zatvoreni pra-

vokutnik oko te tocke oblika
R={(z.9) €R®: [z — x| <a, |y1 +2/ <D, |yo— 3" <D} .

Pretpostavimo da je fy Lipshitz neprekidna po varijabli y; na R s konstantom L.
Tada za (z,9), (z,y) € R takve da je gy, 11 > —2 vrijedi

| o2, G0, y2)— fal, 01, v2) | = [N/ + 21 + 2| < LIg,—| = L|(5,+2)— ([ +2)| -

Iz te nejednakosti slijedi

- 1
|\/y1+2+\/y1+2|zz.

Medutim, izraz na lijevoy strani moze biti proizvoljno blizu nule te smo tako dosli do
kontradikcije. Dakle, fo mije Lipshitz neprekidna na R po y, pa za tocke pocetnog
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uvjeta navedenog oblika ne moZemo primijeniti Picardov teorem.

Sada promatramo tocke (xo,y?) za koje je y§°’ # —2. Kao i prije, moZemo za-

kljuciti da nije moguce dokazati Lipshitzovost funkcije fo po yy varijabli na pravo-
kutniku koji sijece skup y, = —2.
Neka je y£0) > —2. Uzmimo pravokutnik R oblika

R={(z,y) eR’: |z — x| < a. |ly -y <0} (1.40)
koji ne sijece y; = —2. Tada vrijedi yﬁo) —b> —2. Imamo
i@, T y2) = file, G ye)l = 171 = G5l = 2617, — ol
za neki & € 1(7,, 7). Kako na R vrijedi |y < |y — !+ 4| < b+ [9\?|, imamo
(@, T y2) — file, )| < 200+ 107 )Ig, — Tl -

Dakle, Ly = 2(b+ \y§0)|). Ocito je Lo = 0 1 Loy = 1.
Konacno,

~ e~ 1 ~
7_7 - ) ; = Y +2_ +2 = U1 — )
’fQ(x U yQ) f2<x n 92)‘ ’\/yl \/yl ’ 2@’3/1 Z/l‘

gdje je & € I(yy,y1) pa imamo ocjenu & > ygo) —b > =2, odnosno & + 2 >
2 — b+ 2> 0. Dakle

_ ~ 1 .
| o, Y1, y2) — fo(, 41, 90)| < Y1 — il -
20/ — b+ 2
Znaci, Lyy = ———— pa je f Lipschitz-neprekidna po y varijablama. Prema

21/9\” —b42

Picardovom teoremu, imamo jedinstveno rjesenje na nekom intervalu oblika (x¢ —
(5, Ty + (5)

Ako je y%o) < —2, moZemo opet uzeti samo pravokutnik oblika (1.40) oko (zg,y®)
koji me sijece y, = —2. Zbog toga je y§°) +b < =2. Tada kod izvoda Lipschitz-
neprekidnosti funkcije fo po y1 imamo

- = 1 -
m — R s — —7 —2— — —2 _ |7, — ,
‘f2($7y17y2) f2($ U1 y2)‘ |\/ U \/ n ’ zm‘yl yl'

za & € 1(yy,11). Vrigedi, & < y%o) + b, odnosno —&3 — 2 > —y§°’ —b—2>0 pa je

_ - 1 -
‘f2(x7y17y2)_f2($ay17y2)‘ < |y1_y1| :
2/ —b—2

Dakle, opet moZemo primijeniti Picardov teorem i dobivamo lokalno jedinstveno
rjesenje.
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1.8 Prosirivost rjeSenja pomoc¢u Teorema o apri-
ornim ocjenama

U Peanovom teoremu smo konstruirali samo lokalno rjesenje inicijalnog problema
(1.35). Opet se mozemo pitati moze li se rjeSenje prosiriti. U sljede¢em teoremu
¢emo vidjeti neke pretpostavke uz koje imamo globalno rjeSenje tog inicijalnog pro-
blema.

Teorem 1.11 (O apriornim ocjenama) Neka jey jedno rjeSenje inicijalnog pro-
blema

y = flz,y),

y(zo) =y,
pri cemu je f: Q := [a,b] x R* — R™ neprekidna i (v0,y”) € Q. Neka je
rjesenje y definirano na neprosirivom intervalu egzistencije i neka je na tom in-
tervalu ograniceno. Tada je rjeSenje y definirano na éitavom intervalu [a,b].

Dokaz. Promatrat ¢emo samo desni maksimalni interval egzistencije rjeSenja y, u
odnosu na xy. Kao i prije (v. 18. str.), mozemo dokazati da je on jednak [z, b] ili
da se radi o poluotvorenom intervalu [z, w), w < b. Ako imamo prvi slucaj, tvrdnja
teorema za desni interval egzistencije odmah slijedi.
U drugom slucaju rjesenje y nije dakle definirano u tocki w. Medutim, po pret-
postavci teorema rjeSenje y je ograni¢eno na intervalu [zg,w) pa postoji konstanta
M > 0 takva da je |y;(z)| < M za x € [xg,w), i =1,...,n.
Kako je f neprekidna funkcija, postoji konstanta M > 0 takva dazai=1,...,n
vrijedi

filw, )l <M, (2,y) € [ro,b] x [~M, M]". (1.41)

Sada za z, T € [rg,w), te i = 1,...,n imamo
=+ [ ft g
yix) =y + | filt,y(t))dt,
zo
@ =u” + | Aty
z0
pa zbog ocjene (1.41) vrijedi

lyi(x) — yi(T)| =

/m fi(t, y(t))dt‘ <Mz —7|. (142)

Prema tome, y; je uniformno neprekidna na [zq,w) pa postoji lim, - y;(z). Za-
klju¢ujemo da se y moze dodefinirati po neprekidnosti u w, odnosno da je tako
dodefinirana funkcija y rjesenje zadanog inicijalnog problema na [zg,w]. Time smo
prosirili maksimalni interval egzistencije rjesenja y pa dolazimo do kontradikcije.
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Prema tome, rjesenje y je definirano na [xg, b].
Analogno dobivamo da je lijevi maksimalni interval egzistencije rjesenja y jednak
[a, z]. O

Napomena: Pri primjeni Teorema o apriornim ocjenama vazno je dokazati da
je rjesenje ograniceno na maksimalnom intervalu egzistencije. Npr., ako imamo
pretpostavke Picardovog teorema, njegovom primjenom dobivamo u pravilu samo
lokalno rjesenje y definirano na nekom intervalu oblika [zg — §, 29 + ¢]. Kako je
funkcija y kao rjesenje inicijalnog problema neprekidna, ona je i ograni¢ena na tom
intervalu. Medutim, to nije dovoljno za primjenu Teorema o apriornim ocjenama
jer ograni¢enost moramo dokazati na ¢itavom maksimalnom intervalu egzistencije.

Primjer 1.10 Zadan je inicijalni problem

Yy = cosys ,
Yo = siny; ,
y1(0) =0, 12(0) =0
Neka je desna strana sustava definirana kao f: Q, := [—a,a] x R? — R2. Neka je

I C [—a,a| maksimalni interval egzistencije nekog rjesenja y inicijalnog problema.
Tada za x € I vrijedi

n) = [ cosm(oyi

pa je [yi(x)| < |z| < a.

Analogno je
yo(z) = / siny; (t)dt
0

pa dobivamo |yz(z)| < |z| < a.

Drugim rijecima rjesenje y je ograniceno na I pa se prema Teoremu o apriornim
ocjenama moze prosiriti do cijelog intervala [—a,a]. Kako je a € R proizvoljan,
rjesenje je prosirivo na R.

Analogan rezultat mogli smo dobiti tako da smo primijenili teorem 1.4, jer je funkcija
f neprekidna i ogranicena na ), te Lipschitz-neprekidna po y varijablama na sva-
kom zatvorenom pravokutniku u €),. Dakle, imamo i jedinstvenost rjesenja. MoZe
se dokazati 1 globalna Lipschitz-neprekidnost funkcije f na €., odnosno imamo 1
pretpostavke teorema 1.5.
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Primjer 1.11 Zadan je tnicijalni problem

o i
1++/Tyl
y(0) =0

Za proizvoljan a > 0 imamo desnu stranu jednadzbe zadanu s f: Q, = [—a,a] xR —

R, gdje je f(x,y) = 1;/\/__ Funkcija f je neprekidna na €, pa moZemo primijeniti

Peanov teorem i dobivamo barem jedno rjesenje y. Pretpostavimo da ga moZemo
prosiriti najvise do intervala I C [—a,a]. Tada za x € I vrijedi

o= | [

Dakle, rjesenje y je ograniceno na svom maksimalnom intervalu egzistencije I pa se
prema Teoremu o apriornim ocjenama moZe prosiriti do citavog intervala [—a, a| za
proizvoljan a > 0 pa samim tim i na citav R.

<l|z|] <a

Primigetimo da je za y > 0
af 1
a_<x7 y) = 2
y 2y(1+ /)
Pretpostavimo da je f Lipschitz-neprekidna po varijabli y na nekom zatvorenom

pravokutniku R C R? oko (0,0). Tada postoji konstanta L > 0 takva da za (z,y) € R
vrijedi

Ako jey > 0, postoji & € (0,y) takav da je

f(xvy) - f(l’,O) = g_i(x7§>y )

odnosno vrijedi
1

2VE(1 + /€)? =t

Medutim, za dovoljno mali y, izraz na lijevoj strani ée biti veci od L, tj. dobili smo
kontradikciju.

Dakle, funkcija f nije Lipschitz-neprekidna ni na jednom pravokutniku oko tocke
(0,0). Znaci ne mozemo primijeniti Picardov teorem pa ne moZemo na taj nacin
dokazati jedinstvenost rjesenja, ali smo pomocu Teorema o apriornim ocjenama us-
pjeli prosiriti svako rjeSenje na citavi skup R. Jedinstvenost rjesenja mozZemo even-
tualno ispitati direktnim rjesavanjem zadanog problema, kao Sto é¢emo napraviti u
sljedecem primgeru.
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Primjer 1.12 Zadan je inicijalni problem

v =ylly—1),

y(0) =0

Promatramo neko rjesenje y zadanog problema. S obzirom da ne znamo je li to
rjesenje ograniéeno, a funkcija f: R* = R, f(x,y) = \/E(y — 1) nije ogranicena
na R? (poput funkcije iz prethodnog primjera), ne moZemo primijeniti Teorem o
apriornim ocjenamda.

Ipak, potrazit cemo eksplicitno rjesenje problema. Rijesimo prvo jednadzZbu uz pret-
postavku y > 0. Separacijom varijabli dobivamo

dy

——— =dx
Vily —1)
iz Cega supstitucijom y = t* (t > 0) slijedi
2dt
=dx .
2 —1
Integriranjem dobivamo
t—1 i
—— ="Ce
t+1

odnosno

Iz y(0) = 0 slijedi C' = —1 pa imamo

(z) 1—em\?

x) = .

Y IT+e?

Uvrstavanjem u pocetnu jednadzbu nakon sredivanja dobivamo 1 — e* = |1 — €*| pa
to rjesenje vrigedi za x < 0.

Analogno, ako je y < 0, jednadzba glasi

Y =v=yly—1).

Separacijom varijabli i supstitucijom y = —t* (t > 0), dobivamo
2dt
— =dx,
t2+1
odnosno

t:tg(zJ;C) .
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Dakle,

__2:1:—|—C'
y= tg( 5 )

Iz poéetnog wvjeta dobivamo C = 2km, odnosno y = — tg? 5. Uvrstavanjem u za-
danu jednadzbu slijedi |tg %‘ = tg 5 pa dobiveno rjesenje zadovoljava jednadzbu ako
je tg§ > 0. Nagsiri povezani interval desno od nule (koji ukljucuje nulu) na kojem
vrijedi ta nejednakost je interval [0, 7).

Zakljucujemo da je

(5)" =<0
y:

—tg?2,0<z <7

jedno rjesenge inicijalnog problema. Primijetimo da je za to rjesenje y'(0) = 0 i
lim, ,o- ¢/ (x) = lim, o+ ¥'(z) = 0 pa je rjesenje uistinu glatko.

Primjecujemo da se ne moze prosiriti na cijeli R (ne postogi lim, .- y(x)). Dakle,
svaka restrikcija tog rjesenja na neki interval oblika (—6,0) za neki 6 < m (odnosno
interval egzistencije kakav dobivamo primjenom Peanovog teorema) moze se maksi-

malno prosiriti ulijevo na R™, ali se ne mozZe prosiriti maksimalno udesno, odnosno
Jr
na R™.

Rjesenje koje smo dobili nije jedino rjesenje problema. Npr. imamo i rjesenje y = 0,
zatim rjesenje

(1—61)2 L2 <0

14-e*
y(x) = ,
0,z>0
kao 1 rjesenje
0,z2z<0
y(r) =

Zakljucujemo da je moguce dobiti i rjesenje koje je maksimalno prosirivo i ono koje
nije maksimalno prosirivo u pozitivnom smjeru.

Da smo mogli primijeniti Teorem o apriornim ocjenama, sva rjesenja bi bila mak-
simalno prosiriva, odnosno globalna.
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Poglavlje 2

Sustavi linearnih jednadzbi

2.1 Egzistencija rjesenja

U ovom poglavlju promatrat ¢emo sustave tipa (1.6) koji su ujedno i linearni. Neka
je I C R otvoren interval. Konkretno, opcenit linearan sustav dan je s

yr = an(2)yr + aa(2)y2 + - + arn(2)yn + bi(2)
Yy = g1 (x)y1 + aze(x)y2 + - - + a2n(€)yn + ba(2) |

Y, = ap1 (2)y1 + ana(2)y2 + -+ - + Gpn(2)yn + bu(2) | (2.1)
pri cemu su a;j, b;: I — R, 4,7 =1,...,n zadane funkcije koje su neprekidne na I.
Ako zadamo jos i inicijalni uvjet y(z¢) = y?, za neke zy € I, y@ € R", opet
se pitamo ima li dobiveni inicijalni problem rjesenje, je li jedinstveno i koji mu je
maksimalni interval egzistencije.
Funkcije f;, i =1,...,n, su definirane s
filz,y) = an(z)yr + a(x)ys + - + i)y, + bi(z) .

Uzmimo proizvoljne tocke (z,y1, ..., Yi—1,Uj Yjt1r- > Yn),
(@, Y1, Yim1, Yjs Yjs1s - - -, Yn) € [a,b] x R™, gdje je [a,b] C I proizvoljan interval.
Tada vrijedi

|fZ(ZE, Yiye - 7yj—17yj7yj+17 e 7yn) - fl(:p? Y1y - - 7yj—17?jj7yj+17 s 7yn)|
= lai;(x)(; — ;)| < My; — ;1 ,
gdje je M = max?;_, [|aijloo,(ap-
Dakle, funkcija f = (f1,..., fn): [a,0] x R™ — R™ je Lipschitz-neprekidna po svim

y varijablama na Citavoj svojoj domeni. Stoga primjenom Picardovog teorema do-
bivamo jedinstveno lokalno rjeSenje promatranog inicijalnog problema na nekom
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intervalu oko o koje se zatim moze prosiriti do ¢itavog intervala [a,b] (v. teorem
1.5). Zbog proizvoljnosti intervala |a,b] konaéno mozemo zakljuciti da postoji je-
dinstveno rjesenje zadanog inicijalnog problema na intervalu I.

2.2 Homogen sustav i fundamentalna matrica

Primijetimo da sustav (2.1) mozemo zapisati u matri¢noj formi. Definiramo

y1(x) aj1(z) app(x) ... ap(x) lb)1 (x)
y(z) = ygfx) CA(r) = a215(x) a222(x) .' agns(x) b(r) = Q(x)
Yn () a1 () ana(x) ... app(x) bn ()

Tada sustav zapisujemo s
y' = A(x)y + b(z) .

Ako je b = 0, sustav je homogen, inace je nehomogen. Prvo ¢emo prouciti strukturu
skupa rjesenja homogenog sustava.

Teorem 2.1 Neka je A € C(I; M,(R)). Rjesenja homogenog sustava y' = A(x)y
¢ine vektorski potprostor od C'(I; M,1(R)) dimenzije n.

Dokaz. Neka su uw i v dva rjesenja zadanog sustava i neka su «, § € R. Dakle,
za v € [ vrijedi u/(z) = A(z)u(z), v'(xr) = A(z)v(z). Definiramo funkciju
z = au + fv. Tada je 2'(x) = au'(x) + pv'(z) = cA(x)u(z) + SA(x)v(x) =
A(z)(au(z) + Pov(z)) = A(x)z(z), © € I. Dakle, funkcija z je takoder rjesenje
zadanog sustava. Prema tome, rjeSenja sustava cine potprostor vektorskog prostora
C(I; My (R)).

Nadalje, zelimo naéi jednu bazu za prostor rjesenja sustava. Neka je {11,...,%,}
neka baza za M,;(R). Odaberimo neki xy € I. Tada za svako i = 1,...,n postoji
jedinstveno rjesenje inicijalnog problema

Yy = A(r)y,
y(wo) = ;.

Oznacimo to rjesenje s ¢;. Znamo da je ¢; € C1(I; M1 (R)).
Dokazimo prvo linearnu nezavisnost skupa {¢; : ¢ = 1,...,n}. Neka su dani
skalari a; € R, ¢ = 1,...,n i neka je > ", a;¢p; = 0. Tada za z = 7 dobi-

vamo Y i, a;¢i(zo) = 0, odnosno Y, a;p; = 0. Zbog nezavisnosti vektora ;,
1 =1,...,nslijedi a; = 0,7 =1,...,n pa su i funkcije ¢;, © = 1,...,n linearno
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nezavisne.

Dokazat ¢emo i da je skup {¢; : i =1,...,n} sustav izvodnica za prostor rjeSenja.
Dakle, zelimo dokazati da se svako rjesenje sustava y’ = A(z)y moze zapisati kao
linearna kombinacija funkcija ¢;, ¢ = 1,...,n. Neka je stoga ¢ neko rjesenje sustava

i neka je ¢(zg) = €. Tada postoje skalari 3; € R takvi da vrijedi & = Y | 5.
Neka je z = > | Bi¢;. S obzirom da je z linearna kombinacija rjesenja zadanog
sustava, i sama funkcija z je rjeSenje istog sustava. S druge strane je z(zy) =
Sov o Bii(xo) = >, Bii = € pa z zadovoljava isti pocetni uvjet kao i ¢p. Zbog
jedinstvenosti rjesenja inicijalnog problema

Yy = A(r)y,
y(ro) =&

dobivamo ¢ =z =" | B;¢;. O

U slucaju da je A konstantna matrica i A € R njezina svojstvena vrijednost, lako
je konstruirati jedno rjesSenje sustava y’ = Ay. Prije svega primijetimo da je zbog
konstantnosti matrice sustava maksimalni interval egzistencije svakog rjesenja sus-
tava jednak R.

Teorem 2.2 Neka je A € M,(R), A € R njena svojstvena vrijednost te neka je
&€ € M,1(R) svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti A. Tada je funkcija
y: R — M,1(R) definirana s y(x) = e*¢ (jedno) rjesenje sustava y' = Ay.

Dokaz. Neka je funkcija y: R — M,;(R) definirana s y(z) = e**¢. Vrijedi
Y'(r) = A€ = N (NE) = M AL = A(NE) = Ay(x)

pa je y rjesenje zadanog sustava. Il

[ako nas u konacnici zanimaju samo realna rjeSenja sustava, ima smisla proma-
trati i kompleksna rjesenja. Neka je dana funkcija y: I — M,,;(C) s y = u + iv,
u,v: I — M,1(R). Ako je y rjeSenje sustava y' = A(z)y, gdje je A € C(I; M,,(R)),
onda za x € [ vrijedi v/(z) = A(x)u(z) i v'(z) = A(z)v(z) pa su u i v takoder
rjeSenja danog sustava, ali radi se o realnim rjeSenjima. U tom smislu, prethodni
teorem vrijedi i ako imamo kompleksnu svojstvenu vrijednost A i kompleksan svoj-
stveni vektor .

Primjer 2.1 Rijesit éemo sustav
, -1 3
Y 9 4 )Y
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: -1 3
]\hakayeA-(2 4

det(A — M) = 0 slijedi \* — 3\ — 10 = 0 pa imamo dva rjesenja \y = —2 i Ay = 5.

Tada je x@@4>=[{(31>}]"Q@):[{(;>}}7

gdje éemo s Va(\) oznacavati svojstveni potprostor matrice A koji odgovara svojstve-
noj vrijednosti . Prema prethodnom teoremu znamo da su funkcije w i v definirane

um:ﬂ%fJ,v@:W(”

dva rjesenja zadanog sustava.

Prvo éemo naci svojstvene vrijednosti matrice A. Iz

Ako su dani skalari aq,as € R takvi da je ayu + asv = 0 na R, onda specijalno za
x =0 dobivamo

30(14-042:0,
—op + 200 =0,

12 Cega slijedi oy = ay = 0. Dakle, funkcije u @ v su linearno nezavisne pa stoga
predstavljaju bazu za prostor rjesenja zadanog sustava. Drugim rijecima, skup svih
rjesenja sustava dan je s

{aiu+ v : ¢1,c0 € R}

Primjer 2.2 Zadan je sustav

;-1

‘ g . . -1 1 o
Svojstvene vrijednosti matrice A = 5 ) zadovoljavaju jednadzbu N\*> + 4 = (
pa dobiwvamo svojstvene vrijednosti Ay = 21 1 Ay = —2i. Dowvoljno je izracunati

svojstvent vektor pridruZen \y. Imamo

xa@D:{{(li%)}]'

Koristeci napomenu iza Teorema 2.2 zakljucujemo da je y: R — M,;(C),

y@):ém(1j2i):(mqmg+mm@@)<1j2i)
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jedno kompleksno rjesenje zadanog sustava. Mi medutim Zelimo naci skup realnih
rjesenja. Kako je
y(z) = u(z) +iv(z),

pri cemu je

cos(2x) sin(2z)

ule) = < cos(2z) — 2sin(2z) ) - vle) = ( 2 cos(2z) + sin(2z) ) 7

zakljucujemo da su funkcije w i v realna rjesenja sustava. Kao i u prethodnom
primjeru, mozZemo dokazati da su ta rjesenja linearno nezavisna. Konacno, kako je
dimenzija prostora rjesenja jednaka dva, prostor rjesenja dan je s

{ciu+ v : ¢1,c0 € R}

Primijetimo da navedena metoda rjesavanja sustava funkcionira za sustave s kons-
tantnim matricama koje se mogu dijagonalizirati, odnosno kojima su algebarske
kratnosti svojstvenih vrijednosti jednake geometrijskima. Ukoliko to nije slucaj,
moramo matricu svesti na Jordanovu formu, ali o tome ¢e vise rijeci biti na kolegiju
”Dinamicki sustavi”.

Sada opet promatramo homogeni sustav s opéenito nekonstantnom matricom sus-
tava definiranom na intervalu /. Sustavu y’ = A(z)y mozemo pridruziti matri¢nu
jednadzbu Y’ = A(z)Y, u kojoj je nepoznanica matri¢na funkcija Y, reda n. Ako
s Y1,...,Y, oznacimo stupce matrice Y, mozemo primijetiti da je ta matricna
jednadzba ekvivalentna s n sustava Y,/ = A(2)Y;, i = 1,...,n. Znamo da je svako
rjeSenje Y; definirano na ¢itavom intervalu I pa je rjeSenje matricne jednadzbe funk-
cijaoblikan Y : I — M, (R). S obzirom da je svaki stupac rjeSenja matricne jednadzbe
jedno rjesenje sustava ¥y’ = A(z)y, linearnom kombinacijom tih stupaca opet do-
bivamo neko rjesenje istog sustava. Dakle, za svaki konstantni stupac ¢ € M,;(R)
funkcija Y e predstavlja jedno rjesenje sustava y' = A(z)y.

Pogledajmo jos i inicijalni problem pridruzen matri¢noj jednadzbi. Neka je zadan s

Y' =A(x)Y ,

Y (20) =Y,
gdjejezg € I, a Y ® € M, (R) proizvoljna matrica reda n. Ozna¢imo njezine stupce
redom s YI(O), . ,Yn(o). Tada je problem ekvivalentan s n (stupcastih) inicijalnih
problema

¥ =A@y,

y(z) = Y,
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1 =1,...,n. Znamo da za svako ¢+ = 1,...,n imamo jedinstveno rjesenje na I pa
zakljucujemo da i inicijalni problem pridruzen matri¢noj jednadzbi ima jedinstveno
rjeSenje na [.

Nadalje definiramo fundamentalnu matricu sustava y’' = A(x)y:

Definicija 2.1 Zadana je neprekidna matricna funkcija A: I — M, (R). Matricna
funkcija ® € CY(I; M,,(R)) je fundamentalna matrica sustava y' = A(x)y ako je
® rjesenje pripadne matricne jednadibe Y' = A(x)Y te ako su stupci matrice ®
linearno nezavisne funkcije u C*(I; My (R)).

Sada zelimo pronaci na¢in na koji ¢emo sto jednostavnije otkriti je li neko rjesenje
matri¢ne jednadzbe Y’ = A(z)Y fundamentalna matrica sustava y’' = A(z)y. U
tome nam moze pomoci sljedeéi teorem kojeg samo navodimo:

Teorem 2.3 (Liouville) Neka je ® rjesenje matricne jednadzbe Y' = A(z)Y i
neka je xg € I. Tada vrijeds

det®(z) = elzo tT(A(t))dtdetq)(:co) , vel.

g

Iz prethodnog teorema mozemo zakljuciti da je determinanta funkcije ® u svakoj
tocki intervala I jednakog predznaka. Takoder, ako je jednaka nula u nekoj tocki
intervala, onda je jednaka nula na cijelom intervalu.

Sada mozemo dokazati sljedece:

Teorem 2.4 Neka je ® neko rjesenje matricne jednadzbe Y' = A(x)Y. Tada
vrijedi:

i) Stupci matrice ® su linearno nezavisne funkcije ako i samo ako je det ®(x) # 0
za svaki x € I;

ii) Stupci matrice ® su linearno zavisne funkcije ako i samo ako je det®(zx) =0
za svaki x € 1.

Dokaz. Dokazat ¢emo samo prvu tvrdnju (druga tvrdnja je ekvivalentna prvoj).

Neka su stupci matricne funkcije ® oznaceni s ®4, ..., ®, i neka predstavljaju line-
arno nezavisne funkcije. Uzmimo neku tocku xg € I. Zelimo dokazati da su i stupci
Dy (x9),...,P,(z0) linearno nezavisni. Uzmimo dakle skalare o;, i = 1, ..., n, takve

da vrijedi 1 | o;®;(z9) = 0. Definiramo nadalje funkciju z = > | a;®;. Pogle-
dajmo inicijalni problem



Primje¢ujemo da je funkcija z rjesenje tog problema. Isto tako i nul funkcija je
rjeSenje tog problema. Zbog jedinstvenosti rjeSenja vrijedi z = 0. Dakle, dobivamo
da je > o;®; = 0. Kako se tu radi o linearnoj kombinaciji linearno nezavisnih
funkcija, slijedi g = -+- = a,, = 0. Dakle, i stupci ®1(xg), ..., P,(z) su linearno
nezavisni pa je det®(zg) # 0. Iz Liouvilleovog teorema sada zakljucujemo da je
det®(x) # 0 za svaki x € .

Obratno, neka je det®(z) # 0 za svako = € I. Neka su dani skalari a; € R, i =
L,...,n,takvidaje ) ", a;®; = 0. Neka je zy € I. Tada vrijedi > | a;®;(x¢) = 0.
Kako je specijalno det®(zg) # 0, stupci ®(zg), ..., ®,(zo) su linearno nezavisni pa
jea; =0,7=1,...,n. Dakle, funkcije ®;, i = 1,...,n su linearno nezavisne. U

Vazno je primijetiti da ne mozemo ispitati linearnu nezavisnost bilo kojih n funkcija
s I u M,;1(R) tako da ih postavimo u stupce matrice i ispitamo vrijednost njezine
determinante u bilo kojoj tocki intervala I. Tu tvrdnju smo dokazali samo za funk-
cije koje su rjesenja sustava ¥y’ = A(z)y. Pogledajmo npr. funkcije u i v zadane

m@:(f),v@:(xﬁ).

Definiramo matri¢nu funkciju Y s

w@:(f$W).

Imamo sada npr. detY (0) = 0, detY (1) = 0, detY (—1) = 2. Dakle, vrijednost de-
terminante je u nekim tockama nula, ali nije na cijeloj domeni funkcije Y, tj. na R.
Drugim rije¢ima, funkcije w i v ne predstavljaju rjeSenja sustava oblika y’' = A(x)y.
Koristedi definiciju linearne nezavisnosti mozemo dokazati da su funkcije w i v line-
arno nezavisne.

Primijetimo jos da ako je ® fundamentalna matrica sustava y’ = A(x)y, onda
se svako rjesenje y tog sustava moze zapisati u obliku y = ®¢, gdje je ¢ € M,,1(R)
neki konstantni stupac. Naime, stupci matrice ® predstavljaju n linearno nezavis-
nih rjesenja danog sustava, odnosno bazu za prostor svih rjeSenja. Dakle, postoje
skalari ¢;, i = 1,...,n takvi da vrijedi y = > | ¢;®; = ®c, gdje je

Ako je zadan jos i pocetni uvijet y(zo) = ¢y, gdje je y© € M, (R), onda vrijedi

®(z0)c =y, Zbog regularnosti matrice ® () slijedi ¢ = (®(z0)) 1y,
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S obzirom da se baza za prostor rjesenja sustava y' = A(x)y moze izabrati na
beskona¢no mnogo nacina, mozemo zakljuéiti da i fundamentalnih matrica za takav
sustav ima beskona¢no. Zanima nas kakva je struktura tog skupa, odnosno kako se
mogu opisati sve fundamentalne matrice.

Teorem 2.5 Neka je ® neka fundamentalna matrica sustava y' = A(x)y, gdje je
A € C(I; M,(R)). Tada je skup svih fundamentalnih matrica tog sustava dan s

S={®C: C € M,(R) je reqularna } .

Dokaz. Dokazimo za pocetak da su sve matri¢ne funkcije iz S fundamentalne ma-
trice zadanog sustava. Kako je ® fundamentalna matrica zadanog sustava, vrijedi
®'(r) = A(x)®(x), det®(z) # 0, z € I. Neka je ¥ € S. Tada postoji regularna
matrica C € M,(R) takva da je ¥ = ®C. Dakle, vrijedi ¥'(z) = ®'(z)C =
A(z)®(x)C = A(x)¥(x), za x € I. Prema tome, ¥ je rjeSenje pripadne matri¢ne
jednadzbe sustava. Za x € I vrijedi jos det ¥(z) = det(®(z)C) = det ®(x)det C.
Kako je C regularna, dobivamo det ¥(z) # 0, za € I. Prema tome, ¥ je funda-
mentalna matrica zadanog sustava.

Obratno, neka je ¥ fundamentalna matrica zadanog sustava. Trazimo regularnu
matricu C € M, (R) takvu da vrijedi ¥ = ®C'. Ako postoji takva matrica, onda
za neki rg € I imamo ¥(zg) = ®(x)C, odnosno C = (®(z)) ' ¥(xg). Dakle,
ideja je definirati C := (®(x0)) W (x0). Zelimo dokazati da jednakost ¥ = ®C,
za tako definiran C, vrijedi za svaki x € I, a ne samo za xy. Neka je zadana ma-
tricna funkcija U: I — M, (R) s U(z) = ®(x)C. Lako je kao i prije dokazati da je
U'(x) = A(x)U (z), x € I, a vrijedi i U(xg) = ¥(x). Dakle, imamo dvije matri¢ne
funkcije W i U koje su rjesenja inicijalnog problema

Y'=A(2)Y ,
Y (zo) = ¥(x0) -

Zbog jedinstvenosti rjesenja tog problema, dobivamo ¥(z) = U(z) = ®(z)C za
svaki z € [.

4

2.3 Eksponencijalna matri¢na funkcija

Sada zelimo naci algoritam za pronalazenje jedne fundamentalne matrice sustava
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y' = Ay, dakle sustava s konstantnom matricom, odnosno autonomnog linearnog
homogenog sustava. Prisjetimo se, za A € M, (R) definiramo eksponencijalnu ma-
tricnu funkeiju e4: R — M, (R) s

eA? = E —AF
k!
k=0

Pritom vrijedi %e“‘“” = Ae?®. Prema tome, eksponencijalna matri¢na funkcija
pridruzena matrici A rjesSenje je inicijalnog problema

Y' = AY
Y(0)=1I.

Takoder, kako je deted” = detI # 0 za x = 0, prema teoremu 2.4 vrijedi i
det e4” #£ 0 za x € R pa je e? fundamentalna matrica sustava y' = Ay.

Primijetimo, ako je zadan inicijalni problem

y = Ay,

y(0) =y,

onda je njegovo rjesenje dano s y(r) = eA%y©).

U sljede¢em teoremu navest ¢emo joS neka svojstva eksponencijalne matricne funk-
cije.

Teorem 2.6 Neka su A, B, C € M,(R) i neka je pritom C regularna matrica.
Tada za svako x,y € R vrijedi

i) eAveAy = eAlty).
ii) (eAT)1 = e~
iii) eCACTT = CeArC1 .

Ako jos vrijedi AB = BA, onda imamo i sljedece jednakosti:

iv) eA*B = BeA?;

'U) eAxeBx — 6(A—l—B)m ]

Napomenimo da se u dokazu tih jednakosti opet pozivamo na jedinstvenost rjesenja
odredenih inicijalnih problema. Dokazimo npr. tvrdnju i).
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Fiksiramo y € R i definiramo funkciju ¥(z) = eA%eA — eA@+Y) Vrijedi
V' (z) = Ae®e — AeACHY) — AW(z) z €R.
Kako je ¥(0) = 0, a nul matrica je takoder rjesenje inicijalnog problema

Y' = AY
Y(0)=0,

zbog jedinstvenosti njegovog rjesenja vrijedi W(z) = 0, za * € R. Zbog proizvolj-
nosti izbora y € R slijedi tvrdnja i).

Eksponencijalnu matriénu funkciju mozemo odrediti npr. pomocéu Putzerovog al-
goritma:

Teorem 2.7 (Putzerov algoritam) Neka je A € M,(R) te neka su \;, i =

1,...,n, svojstvene vrijednosti matrice A. Tada vrijedi
n—1
eAT = Zpk+1($)Mk ;
k=0

je rjesenje inicijalnog problema

A 0 0 ... 0 0 1
1 X 0 ... 0 0 0
. 0 1 X ... 0 0 0
p = : : : . : : p, p(O) - :
0O 0 0 ... A1 O 0
0O 0 0 ... 1 A 0
Dokaz. Prvo primijetimo da medu svojstvenim vrijednostima \; € C, 71 =1,...,n,

mozemo imati i viSestruke vrijednosti. Takoder iz Hamilton-Cayleyevog teorema
slijedi M,, = 0.

Definiramo sada funkciju ®: R — M,(R) s

() = 3 pes ()M
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Imamo ®(0) = M, = I. S druge strane za z € R vrijedi
pi(x) = pi(z), pi(x) =pica(x) + Npi(z) , i=2,...,n.
Vrijedi jos My = (A — \MI)My = AMy_ 1 — MMy, za k = 1,...,n. Dakle,

vrijedi
n—1 n—1
®'(1) = Y Pl (@) My = (@) + Y ploy (1) M,
k=0 k=1

n—1

= Api (@) + Y (@) My, + Nys1pps (7) M)
i

—_

— pu()(A— M)+ () M + pros () (AM — M)

1

= A(p1(z)My) — p1(z) M, + ipk(x)Mk +A (
k=1

i

n—1

Zpk+1($)Mk> - ZPk(I)Mk

=A (ipkﬂ(x)Mk) = AdP(z) .

Dakle, matri¢na funkcija ® je rjeSenje inicijalnog problema

Y =AY, Y(0) =1
pa je opet zbog jedinstvenosti rjesenja ®(z) = eA®. O

Primjer 2.3 Sada éemo riyesiti inicijalni problem

y’—(_21 i)y, y(O)—(_gg)-

Rjesenje sustava smo veé nasli (v. Primjer 2.1) pa pomocéu njega mozemo formirati

jednu fundamentalnu matricu:

36—290 6590
Q('CE) = ( _672:1: 2651‘ ) .

Vidimo da je ®(0) = ( _31 ; > pa ova matricna funkcija nije eksponencijalna.

Rjesenje inicijalnog problema se moze zapisati u obliku y = ®c, pri cemu je ¢ €
M5 (R). Dakle, vrijedi y(0) = ®(0)c pa stupac ¢ nalazimo pomocéu relacije ¢ =
(®(0))"1y(0) ili rjesavamo sustav y(0) = ®(0)c:

301+62:—3,
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—Cl+202:8.

Dakle, imamo ¢y = =2, co = 3. Konacno dobivamo
<x) B _66721 + 365x
YW= 2622 4 gede '

Rijesit ¢emo inicijalni problem i na drugi nacin, koristeci eksponencijalnu matricnu
funkciju, za koju znamo da je jedna fundamentalna matrica sustava. Naci éemo ju
pomocu Putzerovog algoritma.

Prvo imamo Ay = =2, Ay = 5. Dakle, My =1 1

1 3
Ml—A—)\lI—(Q 6)'

Moramo jos rijesiti trokutasti sustav diferencijalnih jednadzbi

pll = _2p1 )
Py = p1+ 5pa
uz uujet p1(0) =1, p2(0) = 0.

Rjesenge prve jednadzbe je pi(x) = Ce™?*, C € R. Iz pocetnog wvjeta slijedi C = 1.
Uvrstimo li py u drugu jednadzbu, dobivamo

/

Py = e 4 5p,y .

Ovu jednadzbu moZemo npr. rijesiti varijacijom konstanti. RjeSenje pripadne ho-
mogene jednadzbe je ng)(a:) = De®®, D € R. Dakle, trazimo rjesenje nehomogene

jednadzbe u obliku pe(x) = D(x)e®. Uvrstavanjem u jednadzbu dobivamo

py(z) = D'(2)e’ + 5D(1)e™ = e > + 5D(x)e’™

odakle slijedi D'(z) = e ™ pa je D(x) = —%e*” +D, DeR. I pocetnog
uvjeta po(0) = 0 slijedi D(0) = 0 te dobivamo D = 1. Konacno imamo pa(z) =
(—% Ty %) e = —%e’m + %65””. Sada moZemo izracunati

Ax __ _ 2z 10 _1 —2x 1555 13
e = pi1(x) My + po(x) My =€ (O 1)+( 76 +7e 5 6

6 —2z 1 5z _ 3 -2z 3 5z
- 726 2 iy 726 5 1762 +67§
_?6_ X + 76 X _6_ X + 2e X

Dakle, rjesenje zadanog inicijalnog problema je y(x) = eA%y(0) pa opet dobivamo
(x) = —6e72 4 35
Y= 9622 4 gede '
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Primjer 2.4 Sada éemo pomocu Putzerovog algoritma pronaci eksponencijalnu ma-
tricnu funkciju pridruZenu matrici sustava iz Primjera 2.2, tj. matrici

a-(51)-

Znamo veé da su svojstvene vrijednosti te matrice jednake \y = 21 i Ay = —2i.
Imamo opet My =1 te

-1 -2 1
N N

Moramo rijesiti i inicijalni problem
Py = 2ip1

ph =p1 — 2ips
p1<0) =1, P2(0) =0.

Opée riesenje prve jednadzbe je pi(x) = Ce*™, C € C. Iz poéetnog uvjeta dobivamo
C =1. Sada druga jednadzba glasi

Py = —2ipy + 7.

Rjesenje pripadne homogene jednadzbe je ng) (r) = De™?* D € C pa rjesenje ne-
homogene jednadzbe trazimo u obliku py(x) = D(z)e **. Uvrstavanjem u drugu
jednadzbu slijedi D'(z)e™?" = ¢**  odnosno D(z) = Le*™ + D, D e C. Vr
jedi jos i pa(0) = 0, odnosno D(0) = 0 pa je D = —+. Konacno dobivamo
pg(ﬁ) _ 4%.62” _ %672751.

Sada vrijedi

e = p1(x) Mo + pa(x) M,
10 1, 1 N[ —1-2 1
_ 2z 26— —2ux
= ¢ (0 1>+<4z€ 1 )( -5 1—2¢>
. 10 1 . —1—2 1
= (cos(2x) + isin(2x)) ( 01 ) + Esm(Q:v) ( 5 1—9 )

B < cos(2z) — 1 sin(2z) L §in(2z) ) |

N —2sin(2x) cos(2x) + 3 sin(2z)

Napomena: Eksponencijalnu matricnu funkciju mozemo naravno ponekad nadi
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i jednostavnije, bez Putzerovog algoritma. Izracunat ¢emo ju koristeé¢i tvrdnje iz
Teorema 2.6 za matricu

1
A=10
0

S =N
=N O

Primijetimo da je A = B + C pri ¢emu je B = I, dok je

C:

o O O
S O N
[anll \V N aw]

Takoder, ocito je i BC = CB pa prema Teoremu 2.6 imamo e4? = ¢B+Cr —

eBreC? Prvo je
0 0
0

eit
B = 0 e
0 0 €*

Kako je C® = 0, imamo e* = I + 2C + %(72, odnosno

1 2z 222
Cr=10 1 22
0 0 1
Konacno je
1 2z 222
eAT=¢" | 0 1 2
0 0 1

2.4 Nehomogeni sustav

Sada se vratimo na nehomogeni sustav y’ = A(z)y+b(x), gdje je A € C(I; M,(R)),
abe C(I; M,;(R)). Promotrimo njegovu strukturu. Ozna¢imo s yp neko njegovo
rjesenje (partikularno rjesenje), a s F vektorski prostor, dimenzije n, rjeSenja pri-
padnog homogenog sustava ¥y’ = A(x)y. Neka je y bilo koje rjesenje nehomogenog
sustava. Tada za x € [ vrijedi

Ozna¢imo z = y — yp. Tada iz prethodnih jednakosti za z € [ imamo z'(z) =
A(x)z(x) pa je z rjeSenje pripadnog homogenog sustava, odnosno z € F. Ana-
logno, svaka funkcija oblika yp + z, gdje je z € F, rjeSenje je nehomogenog sustava.
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Zakljuéujemo da je skup rjesenja nehomogenog sustava dan s yp + F := {yp + 2 :
z € F}, odnosno radi se o linearnoj mnogostrukosti.

Koristeci proizvoljnu fundamentalnu matricu pridruzenog homogenog sustava mozemo
izvesti formulu za (jedinstveno) rjesenje bilo kojeg inicijalnog problema pridruzenog
nehomogenom linearnom sustavu:

Teorem 2.8 Neka je I C R interval. Neka su A: I — M,(R), b: I — M,(R)
neprekidne funkcije i neka je ®: I — M,(R) proizvoljna fundamentalna matrica
sustava y' = A(z)y. Ako je 2o € I i y© € M, (R), tada je rjesenje inicijalnog
problema

= Ay +b(a)
y(zo) =y

dano s

y(z) = @(2)(®(20)) 'y + @(2) /x@(t))_lb(t)dt , vel.

o

Dokaz. S obzirom da postoji jedinstveno rjesenje zadanog inicijalnog problema,
dovoljno je provjeriti da je ponudeno rjesenje y uistinu rjesenje tog problema. Oc¢ito
je y(xo) = y@. Imamo jos i

y'(x) =@'(2)(®(z0)) 'y + @'(2) /x(‘P(t))_lb(t)dt +®(2)(2(2)) ' b(x)

o

= A(7)®(2)(®(x0)) 'y + A(z)®(2) /gc((I)(t))_lb(t)dt + b(x)

zo

— Ae) (@) (@) 'y + 8(0) [ (@) bl0)r) + b0
xo
= A(z)y(z) + b(z) ,
pa je y i rjeSenje zadanog sustava. Il
Primijetimo jos, ako je matrica sustava A konstantna, onda je e? jedna funda-

mentalna matrica sustava y’ = Ax. Prema tome, rjeSenje inicijalnog problema

y = Ay +b(z),
y(z) =y

dobivamo npr. pomoéu formule

y(z) = eAlr=20)4 0 4 eA’E/ e~ Ab(t)dt .

o
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Primjer 2.5 Rijesimo sada inicijalni problem

, (-1 3 1 (1
y—<24y+0 oy =1{ )
Iz Primjera 2.3 znamo da je matrica
36—2x e5:r
@(I) - ( _€—2z 2€5z )
jedna fundamentalna matrica sustava y’ = Ax. Primijetimo da nije jednaka matrici
eA? jer je ®(0) # I. Sada imamo

1 26590 _6590
_1 _
@)t =k (e )
Dakle, rjesenje inicijalnog problema dano je s
() = e~ b 1 2e® —¢° 1
y\xr) = _e~28 95w 73 \ e72 3e2 1
36—2m 65x x 1 265t _e5t 1 dt
T\ g2 g T\ e 3o 0
B i 36—Qz €5m 65
T 7e3 \ —eT% 2% 4e2
1 e~ P T 2e%
‘*‘? ( 2 9pbe >/1 ( oot )dt

1 365—2:r +465m—2
ﬁ _ed2 T Redr—2

+1 36—233 653: > < 62:E 62 )
2\ 2 9 lg=50 | 1=
B 1 362—22: _|_4€53:—5
T2\ 220 4 gesu-s )
1
+§ T 422y Jesas
4

(

(14 220 | 1,50-5
(E_Be + ze )
(

(
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2.5 Stabilnost trivijalnog rjesenja

Primijetimo da je y = 0 jedno od rjeSenja sustava y’ = Ay, za svaku matricu
A € M,(R). Takoder, y = 0 je jedinstveno rjesenje inicijalnog problema

y = Ay,
y(0)=0.

Promotrimo sada sto ¢e se dogoditi s rjeSenjem inicijalnog problema ako napravimo
malu gresku u pocetnom uvjetu. Konkretno, zanima nas kako se ponasa jedinstveno
rjeSenje inicijalnog problema

y = Ay,
y(0) =y

za "male” y© iz > 0. Tako ¢emo mozda intuitivno pretpostaviti da se neée previse
razlikovati od trivijalnog rjesenja, to opéenito ne mora vrijediti. Pogledajmo npr.
inicijalni problem

;o -1 3 _ (0
y—(2 4)y,y(0)—y :

Rjesenje je dano s (v. Primjer 2.3)

— 24T T 0 —2x €T 0
_ [ Gty o (Ret gt >y§§ |
(_%‘97% + %651)91 + (%67% + 5652)?/2

Odaberemo li npr. ygo), yéo) > 0, ocito je da y;(z), ya(z) = 400, kad x — +00.

Sad ¢emo oznaciti rjesenje inicijalnog problema

y = Ay,
y(0) =y

S ¢(7 y(0)>
Imamo sljedec¢u definiciju
Definicija 2.2 Trivijalno rjesenje sustava y' = Ay je

i) stabilno na [0, +00) ako za svaki e > 0 postoji 6 > 0 takav da za ||y < o
vrijedi || ¢z, y V)| < e, x € [0, +00);
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i) nestabilno na [0, +00) ako nije stabilno na [0, +00);

i) globalno asimptoticki stabilno na [0,+00) ako je stabilno na [0,400) i ako za
svako y© € M,;(R) wvrijedi lim,_, o, ¢(x,y ) = 0.

Pomoc¢u svojstvenih vrijednosti matrice A mozemo odrediti stabilnost trivijalnog
rjeSenja. Imamo naime sljedeci rezultat:

Teorem 2.9 (Teorem o stabilnosti) Neka je A € M,(R). Tada vrijede sljedece
tordnje:

i) Trivijalno rjesenge sustava y’ = Ay je globalno asimptoticki stabilno na [0, +00)
ako i samo ako sve svojstvene vrijednosti matrice A imaju realne dijelove strogo
manje od nula,

ii) Trivijalno rjeSenje sustava y' = Ay je stabilno na [0,+o00) (ali ne i globalno
asimptoticki stabilno) ako i samo ako sve svojstvene vrijednosti matrice A
imagu realan dio mangi ili jednak nula, pri cemu postoji barem jedna svojstvena
vrijednost s realnim dijelom jednakim nula, a sve svojstvene vrijednosti kojima
je realan dio nula imaju jednaku algebarsku i geometrigsku kratnost;

iii) Trivijalno rjeSenje sustava y' = Ay je nestabilno na [0,4+00) ako i samo ako
za svojstvene vrijednosti matrice A ne vrijedi nijedan od wvjeta pod i) i ii).

Dokaz. Da bismo dokazali prethodno navedene tvrdnje, primijetimo da je rjesenje
inicijalnog problema y’ = Ay, y(0) = y© dano s y(z) = e2*y©), pri cemu vrijedi
eAr = Pel*P~'. Matrica P je pritom matrica prijelaza matrice A na Jorda-
novu formu J (odnosno vrijedi A = PJP™1), dok matrica e/® ima oblik e/® =
diag(e”1®, ... er®), pri éemu su blokovi u toj matrici pridruzeni razlicitim svojstve-
nim vrijednostima. Svaki od tih blokova je oblika e/i* = diag(eBi®, ..., P,
j=1,...,p (detalji se mogu vidjeti u skripti iz kolegija ” Dinamicki sustavi”).
Neka je elementarni blok eBi** matrice e’* pridruzen nekoj svojstvenoj vrijednosti
A. Ukoliko je A € R, onda je taj blok oblika

1.2 M72 mrn,fl

T (m 2 (m—1)

1 x ... (m = <fn—3g'

po| 001 = =01 (m=a
O 0 0 ... 1 x
O 0 0 ... 0 1

Ako je svojstvena vrijednost A takva da joj se geometrijska i algebarska kratnost
podudaraju, svaki pripadni blok je duljine 1.
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Ako je A € Ci \ = a + bi, tada je elementarni blok oblika

m—2

m—1

£U2 X X
R 2R 5 R (m—gglR (m__12)!R
0 R R Eo R G
e 0 0 R (m—4)! R (m—3)! R ,
0 O 0 R TR
0 0 0 0 R

gdje je
_( cos(bx)
k= ( sin(bz)

Ako je svojstvena vrijednost A takva da joj se geometrijska i algebarska kratnost
podudaraju, svaki pripadni blok je duljine 2.

— sin(bx) ) |

cos(bx)

Komponente rjesenja inicijalnog problema y' = Ay, y(0) = y© zapisuju se kao
linearne kombinacije funkcija koje pripadaju navedenim blokovima. Nadalje, za-
kljuéujemo da ¢e za x > 0 i matrice A koje zadovoljavaju uvjete pod i) i ii) vri-
jediti |(e’®);;] < C, 4,5 = 1,...,n, pri ¢emu je C pozitivna konstanta. Dakle,
[(z, y )| < Cly9), + > 0. Za zadani e > 016 = & imamo da |[yOf< §
povlaci ||¢(x, y V)| < e, z € [0, +00). Prema tome, tada je trivijalno rjesenje sus-
tava y' = Ay stabilno na [0, +00). Iz oblika funkcija u matrici e/ zaklju¢ujemo i
da ée, ako matrica A zadovoljava uvjete pod i), rjesenje ¢ (-, y?) teziti u nulu kad
x — +o00. Ako matrica A zadovoljava uvjete pod ii), tada postoji barem jedna kom-
ponenta matrice e’* koja je konstanta ili periodicka, stoga trivijalno rjeSenje sustava
y' = Ay u ovom slucaju nije asimptoticki stabilno. U svim ostalim slucajevima u
matrici /% imamo barem jednu neograni¢enu funkciju na [0, +00), zbog ¢ega trivi-
jalno rjesenje sustava y’ = Ay nije stabilno na [0, +00). O

Primjer 2.6 Trivijalno rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe y' = y je prema
prethodnom teoremu nestabilno na [0, +00) jer je pripadna svojstvena vrijednost jed-
naka 1. Nestabilnost rjesenja mozZemo lako dokazati v direktno. Naime, inicijalni
problem y' =y, y(0) = yo ima rjesenje y(x) = yoe®. Dakle, za svaki pocetni uvjet
Yo € R rjesenje je neograniceno na [0, +00) (za razliku od intervala (—oo,0] gdje je
ograniceno). Kad bi trivijalno rjesenge bilo stabilno na [0, +00), rjeSenje navedenog
inicijalnog problema bi bilo ograniceno na [0,+00) za pocetni uvjet iz neke okoline
nule, sto ovdje nije slucay.

S druge strane, prema Teoremu o stabilnosti 2.9, trivijalno riesenje jednadzbe y' =
—y je globalno asimptoticki stabilno na [0, +00) jer je pripadna svojstvena vrijednost
jednaka -1. Rjesenje inicijalnog problema y' = —y, y(0) = yo sada je y(x) = yoe~ ™.
Vrigedi |y(z)| < |yo|, © > 0, pa i iz te ocjene vidimo da imamo stabilnost rjesenja.
Takoder je lim, ., y(z) = 0.
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Konacno, jednadzba iy’ = 0 ima konstantna rjesenja pa trivijalno rjesenje nije asimp-
toticki stabilno, nego je samo stabilno na [0, +00). Odgovarajuéa svojstvena vrijed-
nost je nula te stabilnost moZemo opet dobiti v iz Teorema o stabilnostu.

, (0 1

Svojstvene vrijednosti matrice sustava su i, odnosno sve imaju realan dio nula 1
jednostruke su. Dakle, prema Teoremu o stabilnosti moZemo zakljuciti da je trivi-
jalno rjesenje stabilno na [0, +00), ali nije asimptoticki stabilnosti.

Primjer 2.7 Zadan je sustav

Pokazimo to i na sljedeéi nacin. Nadimo rjeSenje sustava uz pocetni uvjet y(0) =
y 0. Imamo v}, = ya, yb = —y1 pa jey +y1 = 0, odnosno y,(x) = Acosz+ Bsinz,
A, B € R. Dakle, yo(z) = yj(x) = —Asinz+ B cosx. Uvrstavanjem pocetnih uvjeta
dobivamo A = y\”, B =y te je ly(z)|| = |y Q|| iz cega slijedi stabilnost trivijal-
nog rjesenja sustava na [0,4+00). Primijetimo da su rjesenja sustava periodicka pa
trivigalno rjesenje nije asimptoticki stabilno.

Primjer 2.8 Promotrimo i sustav

—4 1 2
y = 1 -2 2 Jy.
2 4 -1

Matrica sustava tma svojstvene vrijednosti —5 te —1+£+/10. Kako je —1++/10 > 0,
trivijalno rjesenje je nestabilno na [0, +00).

Primjer 2.9 Ryjesimo sada sustav

01 0 0
, | =10 0 o0
Y= 0o 0o o 1Y

0 0 -1 0

svodenjem na obicne diferencijalne jednadzbe. Iz prve dvije jednadzbe dobivamo
v + 11 = 0 pa je y1(x) = Acosx + Bsinz, A, B € R. Tada je ys(x) = yi(x) =
—Asinz + Bceosz. Analogno iz zadnje dvije jednadzbe dobivamo ys(x) = C cosx +
Dsinz, C,D € R, odnosno ys(r) = —C'sinz+ D cosx. Uz pocetni uvjet y(0) = y©
imamo

yi(z) = yio) cos T + yéo) sinz |
ya(x) = —y§°> sinx + yéo) cos T ,
ys(x) = yéo) cos T + yio) sinz |
ys(x) = —ygo) sinx + yflo) COST .
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Sada vidimo da je z0 v € R (1(2))* + (1(2))* = (1”) + (13”)? i (sa())* +
(a(2))2 = B2 + W\")2 pa je |y(2)|| = ||y Q| iz éega slijedi stabilnost trivijalnog
rjesenja sustava na [0,4+00). Vidimo da je rjesenje sustava periodicko pa ocito ne-
mamo asimptoticku stabilnost trivijalnog rjesenja.

Lako je provjeriti da su svojstvene vrijednosti matrice sustava jednake +i te da su
m geometrigske 1 algebarske kratnosti jednake 2. Primjenom Teorema o stabilnosti
mozemo i direktno zakljuciti da je trivijalno rjesenje sustava stabilno na [0, 4+00) te
da nije asimptoticki stabilno.

Primjer 2.10 Sada é¢emo rijesiti sustav

uz wvjet y(0) = y©). Matrica sustava ima jednake svojstvene vrijednosti kao u pret-
hodnom primjeru, ali ovaj put su im algebarske kratnosti jednake 2, dok su im ge-
ometrigske jednake 1. Iz Teorema o stabilnosti zakljucéujemo da je trivijalno rjesenje
sustava nestabilno na [0, +00).

Uvjerimo se u to 1 rjeSavanjem inicijalnog problema. Kao i u proslom primjeru
dobivamo

ys(x) = yéo) cosT + yflo) sinz |

ys(x) = —yéo) sinx + yflo) COS T .

Prve dvije jednadzbe sustava glase

Y= Yo+ v
Yo =—Y1.
Dakle, imamo vy = —yy = —ya — Y4, 0dnosno

Yo + Yo = yéo) sinz — yflo) COST .

Rjesenje pripadne homogene jednadzbe je yéH) () = Acosz + Bsinz, dok partiku-
larno rjesenje trazimo pomocu metode neodredenih koeficijenata. RjeSenje moZemo
naci u obliku yép) (x) = xz(acosx + bsinx). Uvrstavanjem u jednadzbu dobivamo

2(—asinx + bcosz) = yéo) sinx — yio) CoST ,

odnosno a = —%yéo) b= —%yio). Prema tome je

y2(x) = Acosz + Bsinx — g(yéo) cosz + ¢\ sin x),
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1
y1(z) = —ys(x) = Asinz — Bceosx + é(yéo) cos T + yio) sin x)

X .
+§(—y§0) sinz + y\” cosz) .
Uvrstavanjem pocetnog uvjeta dobivamo A = yéo), B = %yéo) — y§°). Kako god
odabrali pocetni uwvjet, ocito je da je rjesenje pripadnog inicijalnog problema neo-
graniceno na [0, +00) pa trivijalno rjesenje zadanog sustava nije stabilno.

2.6 Periodicki sustavi

Sada ¢emo promatrati periodicke linearne sustave, odnosno sustave oblika y' =
A(z)y, gdje je A: R — M, (R) neprekidna periodicka funkcija s periodom w. Takve
sustave zovemo jos Floquetovi sustavi.

Pitamo se je li rjeSenje inicijalnog problema pridruzenog Floquetovom sustavu uvijek
periodicka funkcija. Pogledajmo za pocetak inicijalne probleme

Yy =A(r)y,
y(zo +w) =y,

za neke 1o € R i y© € M,;(R). Neka je u: R — M,;(R) rjesenje prvog problema,
av:R — M, (R) rjesenje drugog. Definiramo funkciju z sa z(z) = v(z + w),
x € R. Tada je 2/(z) = v'(x + w) = A(x + w)v(r + w) = A(z)z(x). Takoder je
2(z0) = v(zo+w) = y©. Prema tome, funkcija z je takoder rjesenje prvog problema
pa je zbog jedinstvenosti rjesenja z(x) = wu(z), odnosno u(x) = v(x +w), x € R.
Medutim, kako je opéenito u(zg) # u(xg + w), kada prosirujemo rjesenje w s inter-
vala [xg, o+ w], ne dobivamo uvijek periodicko rjesenje prvog inicijalnog problema.

_ el—cosz7

Pogledajmo npr. inicijalni problem ¢ = ysinz, y(0) = 1. Rjesenje je y(x)
§to je periodicka funkcija. S druge strane, rjesenje inicijalnog problema ' = ysin®z,
y(0) = 1 je y(z) = ez 15129 koje nije periodicko. Funkcija z — sin®z je peri-
oda 7. Vidimo da imamo rjesenje za koje je y(0) = 1, y(n) = ez. Dakle, unato¢
periodi¢nosti funkcije koja odreduje jednadzbu nismo postigli periodicko rjesenje
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inicijalnog problema, s obzirom da se vrijednosti rjeSenja u rubovima temeljnog in-
tervala ne podudaraju. U nastavku ¢e nas zanimati uz koje uvjete ¢e rjesenje ipak
biti periodicko.

Rjesenje prethodnog inicijalnog problema u sebi sadrzi kao faktor periodicku funk-
.. 1 , e . . - .. .
ciju p, p(z) = e"75(?) Pokazat ¢emo da se ta ¢injenica moze generalizirati. Za

pocetak izrecimo jedan pomocni rezultat:

Teorem 2.10 Neka je A € M, (R) regularna matrica. Tada postoji (opéenito kom-
pleksna) matrica B redan takva da je eB = A. Matricu B pritom zovemo logaritam
matrice A.

0

Sada mozemo dokazati:

Teorem 2.11 (Floquet) Neka je ® neka fundamentalna matrica Floquetovog sus-
tava y' = A(x)y, gdje je A: R — M, (R) neprekidna periodicka matricna funkcija
s periodom w. Tada je matricna funkcija ¥: R — M,(R) definirana s ¥(z) =
®(z+w), xz €R, takoder fundamentalna matrica tog sustava.

Nadalje, postoje periodicka neprekidno diferencijabilna reqularna matricna funkcija
P:R — M,(C), perioda w, i konstantna matrica B € M,(C) tako da vrijedi
®(z) = P(2)eB*, 2 € R.

Dokaz. Kako je ® fundamentalna matrica zadanog sustava, vrijedi ®'(z) = A(x)®(x),
det®(z) #0, x € R. Prvo je ¥'(z) = ®' (v +w) = Az +w)®(z +w) = A(z)¥(z),

x € R, pa je W rjesenje pripadne matri¢ne jednadzbe sustava. Vrijedi josidetW®(z) =
det ®(x + w) # 0. Dakle, i ¥ je fundamentalna matrica zadanog sustava.

Kako su ¥ i & fundamentalne matrice zadanog sustava, prema Teoremu 2.5 pos-
toji regularna matrica C' € M, (R) takva da je ¥(z) = ®(z + w) = ®(z)C (ako
stavimo npr. x = 0, dobivamo C = (®(0))'®(w)). Neka je B € M,/(C) logaritam
matrice C' i neka je B = %ﬁ Dakle, vrijedi C = eB“. Sada definiramo funk-
ciju P: R — M,(C) s P(x) = ®(x)e B*. Sva svojstva funkcije P su ocita osim
periodi¢nosti. Za x € R imamo

P(z+w) = ®(x +w)e BEH) = @(2)Ce Bt = & (2)eBveBre B = P()
te smo time dokazali da je P perioda w. O

Sada definiramo Floquetove multiplikatore pomoc¢u kojih mozemo dokazati egzis-
tenciju periodickih rjesenja te utvrditi stabilnost trivijalnog rjesenja Floquetovog
sustava.

Definicija 2.3 Neka je ® proizvoljna fundamentalna matrica Floquetovog sustava
y' = A(x)y, gdje je A perioda w. Floquetovi multiplikatori tog sustava su svojstvene
vrijednosti matrice (®(0)) 1P (w).
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Kako fundamentalnih matrica ima beskonacno mnogo, potrebno je provjeriti je
li prethodna definicija jednoznac¢na. Neka je dakle ¥ neka druga fundamentalna

matrica istog sustava. Tada postoji regularna matrica B € M, (R) takva da je
¥ = ®B. Neka je C = (®(0))'®(w) i D = (¥(0))"'¥(w). Tada je

D = ((0)B)"'®(w)B = B~ (®(0))"'®(w)B = B"'CB

pa su matrice C' i D sli¢ne, odnosno imaju isti skup svojstvenih vrijednosti. Time
smo dokazali da je definicija Floquetovih multiplikatora korektna.

Pomocu Floquetovih multiplikatora mozemo ponekad zakljuciti da sustav ima peri-
odicko rjesenje.

Teorem 2.12 Neka je zadan Flogquetov sustav y' = A(x)y, gdje je A perioda w.
Tada je € R Floquetov multiplikator zadanog sustava ako i samo ako postoji
netrivijalno riesenje y sustava takvo da vrijedi y(x + w) = py(x), x € R. Dakle,
zadani sustav ima netrivijalno periodicko rjesenje perioda w ako v samo ako je p =1
Flogquetov multiplikator sustava.

Dokaz. Neka je p € R Floquetov multiplikator zadanog sustava i neka je ® pro-
izvoljna fundamentalna matrica sustava. Tada je p svojstvena vrijednost matrice
C := (®(0))'®(w). Takoder, postoji netrivijalni vektor yo € M, (R) takav da vri-
jedi Cyy = pyo. Definiramo funkciju y(x) = ®(z)yo, + € R. Ona je ocito rjesenje
danog sustava. Iz dokaza Floquetovog teorema znamo da je ®(z + w) = ®(x)C,
z € R. Prema tome, y(r+w) = ®(z+w)yo = Y(v)Cyo = ®(z)(uyo) = n®(x)yo =
py(z), x € R. Pretpostavimo da je y trivijalno rjesenje. Neka je x € R proizvoljan.
Tada je yo = (®(z)) 'y(z) = 0, ¢ime dobivamo kontradikciju.

Dokazimo i obrat. Neka je ;1 € R i neka postoji netrivijalno rjesenje y zadanog sus-
tava za koje vrijedi y(z + w) = py(x), x € R. RjeSenje y se moze napisati u obliku
y = Py, gdje je ® proizvoljna fundamentalna matrica sustava, a yo € M,1(R)
konstantan vektor. Ako je yo = 0, onda je y = 0, sto nije moguée. Dalje je
®(z+ w)yy = p®(x)yo, v € R. Ako uvrstimo = = 0, dobivamo Cyy = uyo, gdje
je C := (®(0))'®(w). Kako je yo # 0, zakljucujemo da je p svojstvena vrijednost
matrice C', odnosno Floquetov multiplikator zadanog sustava. Il

Primijetimo, ako Floquetov sustav nema Floquetov multiplikator 1, to ne mora
nuzno znaciti da nema nijedno periodicko rjesenje. Teorem 2.12 nam u tom slucaju
samo osigurava da nema rjesenje perioda w. Pretpostavimo npr. da Floquetov
sustav nema Floquetov multiplikator 1, ali ima Floquetov multiplikator -1. Tada
prema prethodnom teoremu postoji netrivijalno rjesenje sustava y za koje vrijedi
ylr+w) = —y(x), zr € R, paje y(r+ 2w) = —y(r + w) = y(x), z € R. Drugim
rijeCima, sustav ima netrivijalno periodicko rjesenje perioda 2w.
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Koristeé¢i Floquetov teorem mozemo dokazati da se svaki Floquetov sustav pogod-
nom supstitucijom moze svesti na homogen linearan autonoman sustav:

Teorem 2.13 Neka je ® neka fundamentalna matrica sustava y' = A(x)y, gdje
je A perioda w. Neka je P: R — M, (C) regularna periodicka matricna funkcija s
periodom w i B € M, (C) takva da je ®(z) = P(z)eB®, x € R. Ako je y rjesenje
sustava y' = A(x)y, tada je funkcija z definirana sa z(z) = (P(z)) 'y(z), z € R,
(opéenito kompleksno) rjesenje sustava z' = Bz.

Dokaz. Kao prvo, primijetimo da za zadanu fundamentalnu matricu ®, funkcija P
i matrica B postoje prema Floquetovom teoremu.

Neka je y rjesenje sustava y’ = A(x)y. Tada postoji konstantan vektor ¢ € M,;(R)
takav da je y(z) = ®(z)e, z € R. Neka je z(z) = (P(z)) 'y(z), z € R. Tada
imamo z(z) = (P(z)) 'P(z)eBP%c = eB%c, x € R. Deriviranjem po x dobivamo
Z'(z) = BeB?c = Bz(z) ¢ime je tvrdnja dokazana.

g

Primijetimo, mozemo dokazati i obrat. Neka je z (kompleksno) rjesenje sustava
z' = Bz. Definiramo y(z) = P(z)z(z), x € R. Tada je

Y'(z) = P(x)z(x) + P(z)'(z)
= P'(2)z(z) + P(x)Bz(z) = (P'(z) + P(x)B)z(z) . (2.2)

S druge strane je
®'(z) = (P(2)eP") = (P'(x) + P(z)B)eP” .

Dakle, P'(z) + P(x)B = ®'(x)e B* = A(x)®(z)e B* = A(2)P(z). Uvrstavanjem
u jednakost (2.2) imamo

Prema tome, y je (opéenito kompleksno) rjesenje sustava y' = A(zx)y.

Primijetimo jo$ da je sustav 2’ = Bz opdenito sustav s kompleksnom matricom
B. Dakle pripada siroj klasi sustava od one koju smo dosad promatrali.

U nastavku za matricu R € M,,(C) koristimo operatorsku normu

IR|| = sup || Rw||

weMp1(C), |Jw||=1

pri cemu je [|[w|| = /> p_; |w|?. Vrijedi ||[Rw|| < [|R] - ||lw||, w € M,:(C). Ako
je y neko rjesenje sustava y' = A(x)y, onda prema teoremu 2.13 znamo da se
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funkcija z, definirana s z(z) = (P(z)) 'y(z) moZe zapisati kao z(z) = eB%¢, za

neki ¢ € M,,;(R). Jos vrijedi i

ly(@)|| = [[P(x)z(@)[| < [P(@)]| - |2(2)]| < Cil[z(2)]] ,
lz(2)[| = [I(P()) " y(@)l| < I(P@) ] - ly@)l < Cally(@)]

za neke konstante C;, Cy > 0. Te konstante postoje jer su P i P~! periodicke
funkcije, pa su i ogranicene. Ponasanje funkcije y dobivamo tako da raspisemo izraz
za z na analogan nacin kao u teoremu 2.9 te na taj nacin stabilnost i asimptoticku
stabilnost trivijalnog rjesenja sustava y' = A(x)y povezujemo s matricom B. S
obzirom da su Floquetovi multiplikatori sustava svojstvene vrijednosti matrice eB%,
moguce je, koriste¢i Jordanovu kanonsku formu, dokazati da je skup Floquetovih
multiplikatora sustava jednak {e* : X € o(B)}, gdje smo sa o(B) oznaéili spektar
matrice B. Za svaki Floquetov multiplikator pripadni A ¢emo zvati eksponentom
tog multiplikatora.

Na taj nacin dolazimo do sljedec¢eg rezultata:

Teorem 2.14 Neka je y' = A(x)y Floquetov sustav i neka su py, ..., [, njegovi
Floquetovi multiplikatori. Tada vrijede sljedece tvrdnje:

i) Ako je |u;| < 1,1 = 1,...,n, te ako multiplikatori p sa svojstvom |u| = 1
imaju eksponente koji su jednake algebarske i geometrijske kratnosti, trivijalno
rjesenje sustava je stabilno na [0, +00);

ii) Ako je |p;| < 1,4 =1,...,n, trivijalno rjesenje je globalno asimptoticki sta-
bilno na [0, +00);

ii1) Ako postoji barem jedan multiplikator p takav da je || > 1 ili postoji multi-
plikator p takav da je |u| = 1, a algebarska i geometrijska kratnost njegovog
eksponenta se ne podudaraju, trivijalno rjesenje je nestabilno na [0, 4+00).

U

Napomenimo jos da je stabilnost trivijalnog rjesenja Floquetovog sustava definirana
na posve isti nacin kao i kod linearnog homogenog autonomnog sustava.

Primjer 2.11 Odredit cemo Floquetove multiplikatore sustava

, (-1 0
Y=\ cosz -1 )Y

Iz prve jednadzbe sustava dobivamo y,(x) = Cre®. UvrStavanjem u drugu slijedi
yh = Cre " cosx — Yo pa ya trazimo u obliku ya(x) = Co(x)e™™. Tada je Cy(x)e ™ =
Cie " cosz, odnosno Cy(x) = Cisinx + Cy. Prema tome je opée rjeSenje sustava
jednako

() \ Cie® B e 0
( Yo () ) N ( Cie @sinx + Cye™® ) =G < e Tsinx ) +0 < e > ’
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Nakon sto smo nasl bazu prostora rjesenja, definiramo:

e " 0
O(z) = ( e Tsine e * ) :

S obzirom da je det ®(0) = 1, matricna funkcija ® je uistinu fundamentalna matrica
zadanog sustava. Sada je

(@(0)" L (27) = ( - )_1 ( 5 ) - ( 5 ) |

Sustav dakle ima jedan dvostruki Floquetov multiplikator koji je jednak e 2". Kako
je e < 1, prema teoremu 2.14 zakljucujemo da je trivijalno rjesenje sustava
globalno asimptoticki stabilno na [0,400).
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Poglavlje 3

Autonomni sustavi

3.1 Fazni dijagram

U ovom poglavlju proucavamo sustave oblika

Y =f(y) (3.1)

koji su podvrsta klase sustava (1.6) i zovemo ih autonomni sustavi. Primje¢ujemo
da kod takvih sustava funkcija desne strane sustava ne ovisi o varijabli . Odsad
nadalje pretpostavljat ¢emo da je funkcija f definirana na citavom skupu R” te da
je f: R™ — R"™ neprekidno diferencijabilna. Uz tu pretpostavku mozemo primijeniti
Picardov teorem na inicijalni problem

y' = fly),
y(zo) =y,

za proizvoljne z, € R, y© € R". Inicijalni problem ima jedinstveno rjesenje na
nekom intervalu oko zy. Naravno, opc¢enito nije prosirivo na ¢itav skup R, odnosno
ne dobivamo uvijek globalno rjesenje.

Definicija 3.1 Neka je y neko rjeSenje sustava (3.1) s neprosirivim intervalom
egzistencije (a,w). Skup {y(z) : = € (a,w)} zovemo orbita sustava (3.1).

Primijetimo da orbita predstavlja sliku rjesenja y. Orbita moze predstavljati sliku
viSe rjesenja sustava.

Poseban tip orbite ¢ine orbite koje se sastoje od samo jedne tocke. Kod takvih
orbita, slika pripadnog rjesenja je jednoclan skup, odnosno radi se o slici konstant-
nog rjesenja. U tom sluc¢aju orbita je slika samo jednog rjesenja. Neka je to rjesenje
dano s y = yo, za neki yo € R". Tada iz sustava (3.1) dobivamo f(yg) = 0. Time
dolazimo do sljedece definicije:

Definicija 3.2 Kriticne tocke sustava (3.1) su tocke yo € R" za koje vriedi f(yo) =
0.
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Definicija 3.3 KaZemo da je kriticna tocka yo sustava (3.1) izolirana ako postoji
okolina U te tocke takva da skup U\{yo} ne sadrzi nijednu kriticnu tocku sustava.

Primjer 3.1 Pogledajmo jednadzbu y' = y. Jedina kriticna tocka jednadzbe je
Yo = 0. Ona je slika konstantnog rjesenja y = 0. Dakle, jedna orbita sustava je
tocka 0. Opce rjesenje jednadzbe je dano s y(x) = Ce®, C' € R. Neka je y pro-
izvoljno rjesenge jednadzbe za koje je C > 0. Slika tog rjesenja je skup (0,+00).
Analogno, rjesenja za koja je C < 0 imaju sliku (—oo,0).

Dakle, sustav ima tri orbite: {0}, (0,+00), (—00,0). Pritom je orbita (0,+00)
oryjentirana udesno. Naime, svako rjesenje kojem je ta orbita slika rastuca je funk-
cija. Analogno zakljucujemo da je orbita (—oo,0) orijentirana ulijevo.

Skup svih orbita ¢ini fazni dijagram. Iz faznog dijagrama dakle, za razliku od
dijagrama koji prikazuje grafove funkcija, ne mozemo vidjeti kako konkretno izgle-
daju rjeSenja sustava za zadani pocetni uvjet, odnosno ne mozemo ocitati vrijednost
rjeSenja u pojedinoj tocki, ali mozemo uociti kakve sve vrijednosti rjesenja mogu
poprimiti, mozemo odrediti tok rjesenja, uociti ograni¢enost i periodi¢nost rjesenja
i sli¢no.

Pri crtanju faznog dijagrama vazno je ucrtati sve tipove orbita, odnosno sve karak-
teristicne orbite i njihove orijentacije. Crtanje zapocinjemo odredivanjem kriti¢nih
tocaka sustava. Vazno je takoder uociti da se orbite sustava (3.1) ne mogu sjeéi:

Teorem 3.1 Vrijede sljedecée tvrdnje:

i) Neka je y rjesenje sustava y' = f(y) na intervalu (a,b). Tada je funkcija
y: (a+ h,b+ h) — R" definirana s y(x) = y(x — h) takoder rjesenje istog
sustava;

ii) Ako dvije orbite sustava y' = f(y) imaju zajednicku tocku, onda se one podu-
daraju.

Dokaz.

i) Ako je y definirana na (a, b), ocito je da ¢e g biti definirana na (a + h,b+ h).
Nadalje, za © € (a + h,b+ h) vrijedi

Y(x) =y'(z—h) = fly(z - h)) = f(y(x))
pa je y takoder rjesenje zadanog sustava.

ii) Neka su zadane dvije orbite koje se sijeku u tocki yo € R™. Tada postoje
rjeSenja y i y zadanog sustava kojima su slike jednake danim orbitama i pos-
toje o, To € R takvi da vrijedi y(zo) = y(To) = yo.

Neka je (a,w) maksimalni interval egzistencije rjesenja y. Definiramo sada
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funkciju z: (o + g — To,w + o — To), sa z(z) = Y(x — x9 + Tp). Prema
tvrdnji i), funkcija z je takoder rjeSenje zadanog sustava. Primijetimo da je
z(zo) = Y(To) = y(xo). Kako su y i z rjesenja istog inicijalnog problema, zbog
jedinstvenosti rjesenja imamo y = z na (o + xg — To,w + g — Tg). Konacno,
slike funkcija ¥ 1 z, a samim tim i y su jednake, odnosno zadane orbite se
podudaraju.

i

U nastavku ¢emo (kao i u poglavlju o stabilnosti linearnih autonomnih sustava) s
o(-,y) oznacavati rjesenje inicijalnog problema y' = f(y), y(0) = y©. Dokazimo
sada jedno vazno svojstvo rjeSenja zadanog autonomnog sustava:

Teorem 3.2 (Svojstvo polugrupe) Neka je yo € R™ i neka je (o, w) maksimalni
interval egzistencije riesenja ¢(-,yo) sustava y' = f(y). Tada vrijedi

P (21 + 12,Y0) = P(z1, P(22,Y0))

za 1, o takve da je x4 € (a,w), 11 + T3 € (o, w).

Dokaz. Neka je 25 € (o, w). Definiramo funkciju ¢: (a—z2,w—1x3) = R" s ¢p(x) =
¢(x + 2,Yo). Prema teoremu 3.1 ona je rjeSenje promatranog sustava. Definiramo
nadalje funkciju z sa z(z) = ¢(z, p(x2,y0)). Tada je z(0) = @(x2,yo) = ¥ (0).
Zbog jedinstvenosti rjeSenja inicijalnog problema je z = % na (o — z9,w — 3),
odnosno za x iz tog intervala vrijedi

d(z + 72,90) = d(x, P(72,9Y0)) - (3.2)

Uzmimo z; € (o,w) takav da je z1 + 22 € (a,w). Tada je z1 € (o — z2,w — z2) pa
zbog jednakosti (3.2) vrijedi

d(z1 + 12,Y0) = (71, d(22,Y0)) -
O

Ako je orbita autonomnog sustava slika periodickog rjesenja, ocito je da je ta or-
bita zatvorena krivulja. S druge strane, ako imamo zatvorenu orbitu, nije posve
jasno hoce li se prolasci kroz orbitu odvijati uvijek na posve isti na¢in u vremen-
skom smislu, tj. hoce li orbita biti slika periodickog rjesenja. Medutim, tu tvrdnju
mozemo dokazati pomocu Svojstva polugrupe.

Teorem 3.3 Ako je orbita sustava y' = f(y) zatvorena krivulja, ona je slika peri-
odickog rjesenja.

Dokaz. Neka je y proizvoljno rjeSenje sustava c¢ija je slika jednaka zadanoj orbiti.
Kako je orbita zatvorena, rjesenje je ograniceno pa se prema Teoremu o apriornim
ocjenama moze prosiriti na citav R.
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Neka je yo = y(0). Nadalje, neka je T' > 0 najmanji broj za koji je y(T) = yo (taj
broj postoji jer bi u protivnom zadana orbita sadrzavala kriticnu tocku). Zelimo
dokazati da je y(x +T) = y(x), za svaki x € R. Primijetimo da je y = &(-,yo).
Prema Teoremu 3.2 je

¢z +T,y0) = ¢z, (T, y0)) = d(,Yo) ,

odnosno y(x +7T) = y(z), x € R. O

Neka je sada zadan sustav

x’:f(x,y),
Y =g(z,y),

s nepoznatim funkcijama x = x(t), y = y(t), pri cemu su f, g: R? — R funkcije klase
C'. Fazni dijagram ovakvog sustava moZzemo nacrtati tako da iz njega eliminiramo
varijablu t i dobijemo jednadzbe krivulja kojima pripadaju orbite. Konkretno, ako
je (z,y) neko rjesenje sustava, onda za f(x,y) # 0 vrijedi

dy _a _ 9@y) (3.3)

der & f(z,y)

Svaka od krivulja koja se dobiva rjesavanjem jednadzbe (3.3) moze se opéenito sas-
tojati od vise orbita. Pretpostavimo da je dana krivulja C koja je rjesenje jednadzbe
(3.3). Neka je zg = (0, yo) njezina tocka, koja nije kriticna tocka sustava, za koju
postoji &g > 0 i dvije razlicite orbite sustava, I'; i I's, tako da je za svaki § < ¢y
krivulja CN B(zg, §) unija dviju krivulja T'} i T'? koje se ne sijeku i pritom je '} C Ty,
['? C T'y. Tada, 2 pripada ili orbiti Iy ili orbiti I'y. Neka je npr. zy € 'y te neka je
'y slika rjesenja (z,y) = (z(t),y(t)). Tada imamo dva moguca slucaja:

1. Postoji ty € R takav da je (z(to),y(to)) = 2o 1 interval oblika (a, to] ili [¢o,b)
na kojem je vrijednost rjesenja (x,y) konstantna. Tada je (f(2z¢),9(20)) =
(f (z(t0), y(to)), g(x(t0), y(to))) = (2'(t0), ¥’ (to)) = (0,0), pa je 2o kriticna tocka
sustava, ¢ime smo dosli do kontradikcije;

2. Orbita I'y u tocki zy mijenja orijentaciju i to u trenutku ¢3. Tada postoje in-
tervali oblika (a, o] 1 [to, b) takvi da su slike tih intervala po funkciji z jednake.
Nadalje, postoje nizovi realnih brojeva (am,)men i (bm)men koji oba konver-
giraju prema t, takvi da je a,, € (a,to), by, € (to,b) te z(ay) = z(by), za
svaki m € N. Prema Teoremu srednje vrijednosti tada za svaki m € N postoji
Cm € {am,by) takav da je 2'(c,,) = 0. Kako je funkcija x klase C* i ¢,, — to,
zakljucujemo da je 2'(ty) = 0. Analogno je i y/(t9) = 0 pa kao i u proslom
slucaju zakljucujemo da je (f(20),9(20)) = (0,0), odnosno da je zy kriticna
tocka sustava, ¢ime opet dobivamo kontradikciju.
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Konacno, mozemo zakljuciti da ako na krivulji dobivenoj iz jednadzbe (3.3) imamo
viSe orbita, one su razdvojene kriticnim tockama. Takoder, orbita ni u jednom
trenutku ne moze promijeniti orijentaciju. Naime, neki dio orbite moze biti slika
razli¢itih podintervala maksimalnog intervala egzistencije pripadnog rjesenja, ali pri
svakom prolasku kroz isti dio orbite i orijentacija je ista.

L[] 1 1"l' L
WAL )
II‘-. N "*: _‘.f"’j fj-"'lll:r"';l
AR
\w\x —
Slika 3.1
Primjer 3.2 Promotrimo sustav
xl =Y,
v =x.
Tada je % = —g pa separacijom varijabli i integriranjem dobivamo da orbite sustava

pripadaju krivuljama oblika
> 4+yP=C, C>0,

odnosno kruznicama sa sredistem u ishodistu. Jedina kriticna toéka sustava je (0,0).
Dakle, kruznice ne sadrie kriticne tocke pa su prema prethodnoj napomeni citave
kruznice orbite (slika 3.1). Orijentaciju orbita moZemo ocitati iz bilo koje od jed-
nadzbi. Npr. iz druge jednadzbe vidimo da u prvom kvadrantu y koordinata tocaka
na orbiti mora rasti. Primjecujemo da sustav ima samo jedno konstantno rjesenje i
to je trivigalno rjesenje. Sva ostala rjesenja sustava su prema teoremu 3.3 periodicka
jer su im orbite zatvorene krivulje. Primijetimo da je sustav linearan. Iz Teorema
o stabilnosti znamo da je trivijalno rjesenje sustava stabilno, ali nije asimptoticki
stabilno. Iz faznog dijagrama takoder moZemo ocitati stabilnost trivijalnog rjesenja.
Naime, ako je zadan ¢ >0 i = ¢, tada za 0 < ||y Q| < & promatramo orbitu koja
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prolazi kroz tocku y'©). Ona je kruznica te se ocito ¢itava nalazi u B(0,¢). To znaci
da je ||p(z,y )| < € za 2 > 0, odnosno trivijalno rjesenje je stabilno. Kako se
nijedna orbita, koja nije kriticna tocka, ne priblizava tocki (0,0), trivijalno rjesenje
sustava nije asimptoticki stabilno.

Primjer 3.3 Pogledajmo i sustav

x = 2zy,
y/ — _4y2 )
Da bismo pronasli kriticne tocke sustava, rjesavamo sustav 2zy = 0, —4y? = 0.
Kriticne tocke sustava su dakle sve tocke oblika (x,0), x € R. Primijetimo da ni-
jedna od tih kriticnih tocaka nije 1zolirana.

Imamo Z—x = —2%, iz cega separacijom varijabli slijedi da netrivijalne orbite (za
koje je x, y # 0) pripadaju krivuljama oblika y = m%, C € R\{0}. Iz druge jed-
nadzbe vidimo da su te orbite orijentirane prema dolje.

Preostaje promotriti y-os. Na njoj se nalazi samo jedna kriticna tocka (ishodiste) pa
imamo jos i orbite {(0,y) : y > 0} i {(0,y) : y < 0}. One su takoder orijentirane
prema dolje (slika 3.2).
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! |‘ ‘| |
|I [} ||
[ | | A
III |I| | | II| II'.
.l'|l |I | | II I".
" 'II |I I| Il'. Y
/y RN
e -:_'—:""j \““'-;: ——
= _______:; "\-..\_\h_ /____ —
Y ‘\'-. 1'. IIr | /f e
II\I II| \ |I ||l /
|II |I I| ,'I
IIII ||| || | II| Ill
III | | | | III
Slika 3.2
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Primjer 3.4 Promatramo sada sustav

/
,I‘::y7
3

Yy =x—1a°.

Tada tmamo
dy r—x

de vy
Separacijom varijabli i integriranjem dobivamo jednadzbe krivulja kojima pripadaju
netrivijalne orbite sustava:

4

yQ:an—%—I—C,CGR. (3.4)

Za kriticne tocke sustava vrijedi y = 0 1 x — 2% = 0 pa imamo tri takve tocke:

(—1,0), (0,0), (1,0).

D)
D)

Slika 3.3

Krivulju tipa (3. 4) koja pmlazz kroz kriticnu tocku (0,0) dobivamo za C' = 0, tj.
radi se o krivulji y* = 2® — . Primijetimo da je ta krivulja simetricna s obzirom
na koordinatne osi. Dovoljno Ju je promatrati u prvom kvadrantu, odnosno analizi-

ramo pripadnu funkciju x — |/ x? — %, x> 0. Vidimo da su joj nultocke 0 i /2,

odnosno definirana je samo na |0, \/ﬁ] Maksimum postize u tocki 1, a vrijednost

maksimuma je ‘[ Simetriéno nadocrtamo ostatak krivulje. Na krivulji y? = x° — %
imamo tri orbzte

(O,O),{(:vy)E]R2 0<z<V2, y==+4/22— w;}

8
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4
fnem: ~aercnsmnfog).

Orygentaciju netrivigalnih orbita moZemo ocitati iz prve jednadzbe sustava. S obzi-
rom da su orbite ogranicene, prema Teoremu o apriornim ocjenama rjesenja koja
one predstavljaju mogu se prosiriti maksimalno, odnosno na citav skup R. Primi-
jetimo da ovaj put to mozemo zakljuciti samo iz faznog dijagrama, a me i iz samog
sustava jer desna strana sustava nije ogranicena. Takoder primjecujemo da za takva

rjesenja (x,y) vrijedi lim;_, 4 (z(t),y(t)) = (0,0).

Pogledagmo nadalje za koje je C € R skup zadan jednadzbom (3.4) neprazan. Sta-
vimo supstituciju z = x%. Ako je diskriminanta 14+2C < 0, vrijedi z — % +C <0 za
svaki z € R. Dakle, krivulje mozZemo crtati samo za C' > —%. Za C = —% dobivamo
ostale dvige kriticne tocke (—1,0) i (1,0).

Nadalje razlikujemo dva slucaja:

i) Pretpostavimo da je C' € (—%,0). Imamo cetiri realna rjesenja bikvadratne

jednadzbe x° — % +C =0, atosuzisgs=EV1EV1+2C. Primijetimo

da je
0<\/1-V1it+20<1, 1<\/1+V1+20<V2.

Krivulju v prvom kvadrantu crtamo samo izmedu te dvije tocke. Funkcija
Ty /a? — % + C za x > 0 postize lokalni maksimum v x = 1. Zakljucujemo

da se za ovako odabrani C' krivulja y? = x? — %4 + C sastoji od dva nepovezana
dijela koja su simetricna jedan drugom u odnosu na y-os i predstavljaju dvije
orbite. Svaka od tih orbita je simetricna s obzirom na x-o0s i zatvorena. Prema
tome, te orbite pripadaju periodickim rjesenjima (slika 3.3).

ii) Preostaje razmotriti slucaj kad je C' > 0. Tada imamo dva realna rjesenja

jednadzbe 1 — ‘%4 +C=01tosumzio==EV1++V1+2C te krivulju crtamo

izmedu tih toéaka. Krivulja y* = x* — %4 + C je u ovom slucaju povezana
1 predstavlja jednu orbitu, koja je simetricna s obzirom na koordinatne osi.

Zatvorena je pa je slika periodickih rjesenja. Funkcija v — \/x? — % + C ima
lokalne maksimume v x = +1 te lokalnt minimum v x = 0 pa koristeci tu
¢injenicu mozZemo detaljnije skicirati orbitu (slika 3.3).

Pomocu faznog dijagrama sustava mozZemo analizirati ponasanje rjesenja za neki za-

dani pocetni wvjet. Neka je npr. vrijednost rjeSenja vt = 0 tocka (%, \/ 312) Lako je

provjeriti da ta tocka pripada orbiti {(:p,y) ER?: 0<a<V2, y=+/22— %}

Prema tome, znamo da je lim;—, 1 (x(t),y(t)) = (0,0). Nadalje funkcija = raste na
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intervalu (—oo,a) za neki a > 0 (ne moZemo ga odrediti iz faznog dijagrama) do
maksimalne vrijednosti \/2, te nakon toga pada i priblizava se nuli kad t — +o0.

Funkcija x je strogo pozitivna. S druge strane, funkcija y raste na intervalu (—oo, b)
do maksimalne vrijednosti ‘/75 Znamo da je x(b) =110 < b < a. Takoder je
y(a) = 0. Nakon t = b funkcija y pada na intervalu (b,c), gdje je ¢ > a, do mini-

malne vrijednosti —‘/75, a zatim opet raste i pribliZava se nuli kad t — +00.

Slika 3.4

Slika 3.5
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Primjer 3.5 Sad proucavamo gibanje matematickog njihala. Masa m spojena je na
stap duljine ( zanemarive mase (slika 3.4). Stap moze slobodno rotirati oko objesista
O. Na masu m djeluju sila teza ?g 1 napetost Stapa ﬁ pa jednadzba gibanja glasi
(v. npr. kolegij "Metode matematicke fizike”)

mﬁz?gjLﬁ.

U cilindrickim koordinatama ta jednadzba glasi

m | = 1@ P+ o (6 Bo| = myleos o7 — sin g @o) ~ NTo

Kako je v konstanta funkcija, odnosno r(t) = £, uz vektor ?0 mamo
mlyp” = —mgsinp .

Sada skaliramo vrijeme, odnosno wvodimo supstituciju (t) = x(7), gdje je T = \/9t.
Tada je 2" (1) = —sinx(7), pri ¢emu smo oznacili (1) = %(7). Stavimo josy = x’
pa dobivamo sustav

’
r =Y,

y = —sinx .

Poznato je jos da je ¥ = r'7q + (r¢') Bo = (') Bo. Prema tome, || V|| = (||
Dakle, tocka (x,y) u faznom dijagramu odgovara polozaju njihala (kutu) i njegovoj
brzini (do na multiplikativnu konstantu,).

Iz % = -2 dJobivamo
x Yy

y* =2cosx + C . (3.5)

Kriticne tocke sustava su oblika (km,0), k € Z i one odgovaraju slucaju kad masa
stoji u najviso] ili nagnizoj tock:, v brzina joj je nula.

Orbitu koja spaja kriticne tocke (—m,0) i (w,0) odredujemo uvrstavanjem tih tocaka
u jednadzbu (3.5). Dobivamo C = 2. Radi se zapravo o dvije orbite koje zadovolja-
vaju to svojstvo, 1 one su simetricne s obzirom na x-os. Svaka od orbita je simetricna
s obzirom na y-0s. Zbog periodicnosti krivulja, za svaki C' dovoljno je proucavati or-
bite za koje je x € [—m,w]. Krivulje su neprazni skupovi ako je y* = 2cosx +C > 0
za barem jedan x. Dakle, trebamo imati rjeSenje nejednadsbe cosz > —<, a to

2
mamo za —% <1, odnosno C' > —2.
Ako je C € (—=2,2), krivulja (3.5) sijece x-o0s u dvije tocke iz intervala [—m, 7],

koje su medusobno simetricne. Krivulja je zatvorena v simetricna s obzirom na ko-
ordinatne osi. Predstavlja naravno periodicka rjesenja.
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Za C > 2, krivulja (3.5) nema presjek s x-osi. Funkcija y(z) = v2cosz + C ima
lokalni minimum v x = £x ¢ lokalni maksimum v x = 0.

Dijagram kogi smo nacrtali za x € [—m, 7| periodicki prosirimo. Krivulja (3.5) za
C = 2 dakle razdvaja dva razlicita tipa orbita pa ju moZemo zvati separatorom.

Ako odaberemo tocku pocetnog kuta i brzine na nekoj orbiti koja je unutar sepa-
ratora (slika 3.5), gibanje je periodicko i odvija se izmedu dva poloZaja, simetricna s
obzirom na najnizi poloZaj njihala. Pritom, njihalo ni v jednom trenutku ne dostize
najvist moguci polozayj.

Ako odaberemo pocetne podatke na separatoru, pripadna rjesenja su zbog ogranicenosti
orbita, prema Teoremu o apriornim ocjenama, definirana na R i njihalo ée se za
t — £o0 priblizavati asimptoticki prema najvisem poloZaju, ali ga nikad nece dostici.

Ako je tocka pocetnog kuta i brzine izvan separatora, gibanje je opet periodicko.
Naime, orbite nisu zatvorene, ali pomak kuta za 2k, k € 7 predstavlja fizikalno isti
poloZaj pa ipak dobivamo periodicko gibanje. Pritom ce njihalo periodicki dostizati
najvist moguci polozZaj, odnosno sve moguce poloZaje. Drugim rijecima, gibanje je
kruzno.

[
X 0o

Slika 3.6

Primjer 3.6 Sada promatramo poznati problem iz biologije, tzv. plijen-grabezljivac
model. S g = g(t) oznacavamo funkciju koja prati broj grabeZljivaca u nekoj po-
pulaciji. S druge strane, p = p(t) je funkcija koja opisuje broj Zivotinja u popula-
cigi koje su pligen. Postavljamo sljedeci sustav diferencijalnih jednadzbi koji opisuje
medusobnu ovisnost te dvije velicine:

p/=ozp<1—%)—ﬁgp,
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g =gp—dg,

gdje su «, B, v, 06 > 0 konstante. Konstanta k > 0 predstavlja kapacitet okolisa.
Primijetimo da je prva jednadzba nastala prosirenjem logisticke jednadzbe

y=ar(1-2)

koja opisuje rast populacije plijena u okolisu u kojem nema grabeZljivaca. Kriticne
tocke te jednadzbe sup =0 i p = k. Na slici 3.6 vidimo fazni dijagram jednadzbe.
Pritom nas naravno, zbog prirode problema, zanima samo dio dijagrama izmedu
tocaka 01 k.

Odredimo sada kriticne tocke sustava. Za njih vrijedi

Oép<1—%)—5gp=0

Ygp — g =0

Rjesenja tog sustava su tocke (p,g) € {(0, 0), (k,0), (%, 3 <1 — j—k>) } Dakle, imamo
tri razlicite kriticne tocke, osim u slucaju 6 = vk kad imamo samo dvije kriticne

tocke (0,0) i (k,0).

Crtange faznog dijagrama za ovaj sustav metodom eliminacije vremenske varijable je
prekomplicirano, kao i eksplicitno rjesavanje sustava. O ponaSanju orbita moZemo
ponesto naslutiti odredivanjem tocaka dijagrama u kojima je tangenta na pripadnu
orbitu paralelna nekoj od osi dijagrama. Imamo da je p' = 0 ako i samo ako je
p=01ig= %(1—%), dok je ¢ =0 z2ag=01ip= %. Smjerove orbita u tim
tockama vidimo na slici 3.7. Na temelju informacija o derivacijama rjesenja sus-
tava mozZemo nacrtati smjerove orbita i u ostalim podrucyima dijagrama iako je za
to prakticnije iskoristiti neki program poput Matlaba. Te su nam informacije jos
uvijek nedovolyne da odredimo ponasanje orbita oko kriticnih tocaka. Na kolegiju
”Dinamacks sustavi” vidjet cemo da moZemo odrediti tip kriticne tocke, u ovisnosti

o parametrima sustava, tako da sustav prethodno lineariziramo.

U nastavku ¢emo nacrtati fazne dijagrame nekoliko linearnih sustava. Pritom ¢emo
koristiti eksplicitna rjesenja sustava jer je kod ovakvih sustava prekomplicirano
koristiti metodu eliminacije nezavisne varijable. Proucit ¢emo nekoliko razli¢itih
slucajeva, ovisno o predznacima svojstvenih vrijednosti matrice sustava. Iz Te-
orema o stabilnosti 2.9 znamo da svojstvene vrijednosti, posebno predznaci njihovih
realnih dijelova, znatno utjec¢u na stabilnost rjesenja. Vidjet ¢emo da je stabilnost
trivijalnog rjesenja moguce ocitati i iz faznog dijagrama.
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Slika 3.7

Primjer 3.7 Za pocetak promatramo sustav

¥ =3r+vy,
Yy =2x+2y.

Sustav je linearan pa mu moZemo naci opée rjesenje. Svojstvene vrijednosti matrice
sustava su 1 1 4. Pripadni svojstvent vektori su redom

(=) (1)

Prema tome, opce rjesenje sustava je

x(t) = Cre' + Cye™ |
y(t) = —QClet + 0264t .

Jedina kriticna tocka sustava je (0,0). Pogledajmo rjesenja za koja je C1 = 0. Tada
je x(t) = y(t) pa orbite tih rjesenja leze na praveu y = x (slika 3.8). Kriticna
tocka razdvaja orbite rjeSenja za Cy > 0 (nalaze se u prvom kvadrantu) i Cy < 0.
Analogno, ako je Cy = 0, imamo y(t) = —2x(t), pa odgovarajuce orbite pripadaju
praveu y = —2x. Orbita rjesenja za Cy > 0 pripada ¢etvrtom kvadrantu.

U ostalim slucajevima moZemo primijetiti sljedece:

. T t 3t\ “+00 s CQ >0
tl}}l/—nool(t) a t£+mooe (Ol + Ce ) - { —0oQ , Cy<0 7
lim z(t) =0 ,
t——o00
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lim y(t) = lim e'(—2C; + Cye) = { +oo, Cy>0

t—+o00 t—+o00 -0, Cy<0 7
li =0 .
AT Y =0

Ispitagmo jos pribliZavaju li se orbite u beskonacnosti nekim pravcima. Racunamo

. (t) . —201€t -+ 0264t —2016_3t -+ 02

lim == = lim = lim =1,
t—otoo x(t)  totoo (el + Cohett t—too  (Che 3t + (O

. y(t) . —QC’let + 0264t . —201 + C’ge?’t

lim == = lim = lim ——=-2.

t——00 I(t t——o0 C’let + 0264t t——o00 Cl -+ C’ge?’t

Dakle, kad t — 400, orbite se pribliZavaju pravcu y = x, a za t — —oo pribliZavaju
se praveu y = —2x. Na slici 3.8 se to svojstvo ne uocava jer se konvergencija pocinje
primjecivati tek za "jako velike” t.

Takoder, 1z ponasanja rjesenja kad t — 400 wvidimo da orbite desno od pravca
y = —2x odgovaraju rieSenjima sustava za koje je Cy > 0. Da bismo odredili ovis-
nost o konstanti Cy, zapisimo rjesenja u obliku

x(t) = Ore' + Cye* = *(Cre™™ + Cy) |
y(t) = —20 e 4 Coe = (2017 + Oy) .

Kad t — —o0, predznak funkcija x iy ovisi o konstanti Cy. Za Cy > 0 je funkcija
x pozitivna, a y negativna kad je orbita u okolini ishodista i taj slucaj odgovara
orbitama koje su ispod pravca y = x.

Primjer 3.8 Pogledajmo i sustav

¥ =-3r—y
Yy = —2x—2y.

Primjecujemo vezu sa sustavom iz prethodnog primjera, odnosno da su pripadne
matrice sustava medusobno suprotne. Stavimo stoga supstituciju u(t) = z(—t),

u(t) = y(=1).
Tada je

u'(t) = —a'(—t) = 3x(—t) + y(—t) = 3u(t) + v(t) ,
—y'(—t) = 2z(—t) + 2y(—t) = 2u(t) + 2v(t) .

S
<
—~
~
S~—
I

Prema tome, fazni dijagram koji sadrzi orbite koje su slike rjesenja sustava za funk-
cije u 1 v jednak je fazmom dijagramu iz prethodnog primjera. S obzirom da se
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funkcije (x,y) razlikuju od funkcija (u,v) samo u orijentaciji vremena, fazni dija-
gram dobivamo pomocu dijagrama iz prethodnog primgera tako da samo promijenimo
orijentaciju svake orbite.

Iz faznog dijagrama zadanog sustava (koji se dobiva promgjenom orijentacija na slici
3.8) mozemo ocitati i da je (0,0) stabilna kriticna tocka, odnosno da je trivijalno
rjesenje sustava stabilno. Naime, odaberimo proizvoljan ¢ > 0 4 bilo koju tocku
(w0, y0) € R? unutar kruga B(0,¢) te uocimo orbitu kojoj ta toc¢ka pripada. Orbita
je npr. slika rjesenja (-, xo,yo). Pripadna desna poluorbita je skup {p(t,xo, o) :
t > 0}, odnosno dio orbite koji se nalazi nakon tocke (xo,vo), pri cemu uzimamo
u obzir orijentaciju orbite. Iz faznog dijagrama naslucujemo da je svaka, tako iz-
abrana, desna poluorbita u cijelosti sadrzana unutar kruga B(0,€) pa je trivijalno
rjesenge sustava stabilno na [0,4+00) (zbog oblika orbita u ovom primjeru ipak ne
mozemo s potpunom sigurno$éu ocitati stabilnost iz faznog dijagrama). Kako se sve
orbite priblizavaju k (0,0) za t — 400, trivijalno rjesenje je i globalno asimptoticki
stabilno.

Puno je lakse ocitati stabilnost rjesenja u primjeru 3.7. Ako odaberemo proizvo-
ljan 6 > 0 i proizvoljnu tocku (xg,y) € R?* unutar B(0,0), iz dijagrama na slici 5.8
vidimo da je limy_, o ||@(t, xo,Yo)|| = +00 pa je ocito da se desna poluorbita nece
zadrZati unutar nekog kruga oko ishodista za svaki t > 0. Prema tome trivijalno
rjesenge sustava nije stabilno na [0, +00).

>0, C,<0

Slika 3.8
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Primjer 3.9 Zadan je sustav

¥ =bx— Ty,
y = 2x — 4y .
Svojstvene vrijednosti matrice sustava su Ay = —2 i Ao = 3. Pripadni svojstveni

vektori su

1 7
1 ’ 2 )
Opcée rjesenje sustava je prema tome dano s

z(t) = Cre ™ 4+ 70,¢e*
y(t) = Cre ™ + 2Cye™ .

Jedina kriticna tocka je (0,0). Rjesenja za koja je Cy = 0 oblika su x(t) = TCoe™,
y(t) = 2Cse3, Cy € R pa pripadne orbite leZe na pravcu y = %x Analogno, kad
je Cy = 0, dobivamo orbite na pravcu y = x. Primijetimo da su orbite na pravcu
Yy = %a: oryentirane od ishodista, dok su one na pravcu y = x orijentirane prema
ishodistu. Veé 1 1z orijentacija tih orbita moZemo zakljuciti da trivijalno rjesenja
sustava nije stabilno, s obzirom da postoje orbite koje se udaljavaju od ishodista
prema beskonacnosti.

C4>0,C,>0

C4>0, C,<0

=

=

C4<0, C,>0

C4<0, C,<0

Slika 3.9

Ponasange ostalih orbita moZemo odrediti iz sljedecih cinjenica:



. - +00, Ci >0
tkl;noox(t) N { —o0, C7 <0 7
. . +00, Cy >0
tlg-nooy(t) N { —o0, Cy <0 7’
. . +00, Ci >0
tkl;nooy(t) N { —o0, C1 <0 7’
. y(t) o Cre 2 4206 Cie ®t+20, 2
lim =—< = lim = lim ———— = -,
t—too x(t)  totoo Che 2 + T7Che  totoo Cre > +T7Cy 7
y(t) o Che 4205 o O 4205

m = lim = lim ————M= —
t—w—oco x(t)  to—oo Cre 2 + T7Che3t  t——o0 O + TCedt

Zakljucujemo da se orbite za t — 400 pribliZavaju prema pravcu y = %:v, a za

t — —oo prema praveu y = x. Ti pravci dijele orbite na cetiri tipa orbita (slika
3.9). Na temelju ponasanja rjesenja u beskonacnosti, mozemo odrediti kojem tipu
orbite odgovara koje rjesenje, ovisno o predznacima konstanti Cy i Cs.

Primjer 3.10 Pogledajmo i sustav

¥ = -2z,

Kriticna tocka sustava je (0,0). Iz sustava slijedi % = 2, iz cega dobivamo y = Cx.

Dakle, sve ostale orbite leze na pravcima koji prolaze kroz ishodiste fazne ravnine
(slika 3.10) i iz sustava vidimo da su usmjerene prema ishodistu. Trivijalno rjesenje
je ocito globalno asimptotick: stabilno.

Slika 3.10
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Primjer 3.11 Zadan je sustav

¥ =ax+by,
Yy = —bx +ay .

Promatrat éemo slucajeve kad je a # 0 (kad je a =0, b # 0, fazni dijagram se sas-
toji od koncentricnih kruznica, a za a = b =0 svaka tocka fazne ravnine je kriticna
tocka). Svogstvene vrijednosti matrice sustava su Ao = a £ bi. Iz Teorema o stabil-
nosti znamo da je trivijalno rjesenje globalno asimptoticki stabilno na [0, +00) ako
je a <0, odnosno nestabilno ako je a > 0.

N
-/

6
N

-/

Slika 3.11: @ > 0,b <0

3
-/

Slika 3.12: a < 0,b >0

Da bismo nacrtali fazni dijagram, prijedimo na polarne koordinate. Neka je
x(t) = r(t) cos p(t)
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N

N

2

Slika 3.13: @ > 0, b > 0

2
&

pa za r(t) # 0 imamo

Analogno iz

deriwviranjem dobivamo

3

e

2

Slika 3.14: a < 0,b <0

y(t) = r(t)sing(t) .

GAUNNE —bx a z(t) — (ax
s = (b0 a(®)a) ~ (e (t) + by(e)(0)
odnosno
') b))’ + (y(1)?)
cos? p(t) (r(t))? cos? p(t
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pa je '(t) = —b.
Dakle, rjesenje sustava moZemo zapisati kao
r(t) =Ce™ | p(t)=—-bt+ D,

gdje su C' >0 1 D € R konstante. Orbite su zbog oblika funkcije ¢ spirale. Razliku-
jemo éetiri slucaja, ovisno o predznacima koeficijenata a 1 b (slika 3.11-5.14).

3.2 Stabilnost kriticnih toc¢aka i Ljapunovljeva funk-
cija

Dosad smo promatrali stabilnost trivijalnog rjesenja autonomnog homogenog line-
arnog sustava. Sad ¢emo poop¢iti definiciju stabilnosti, odnosno definirat ¢emo sta-
bilnost kritiéne tocke proizvoljnog autonomnog sustava, za koju znamo da je slika
konstantnog rjesenja sustava. Neka je yo kriticna tocka sustava y' = f(y). Ona
je ujedno rjesenje inicijalnog problema vy’ = f(y), y(0) = yo. Zanima nas dakle
ponasanje rjeSenja inicijalnih problema vy’ = f(y), y(0) = z, za tocke z koje su
"bliske” tocki yo i x > 0.

Definicija 3.4 Neka je zadan sustav y' = f(y) i neka je yo njegova kriticna tocka.
Kazemo da je yo

i) stabilna kriticna tocka (na intervalu [0, +00) ) ako za svaki e > 0 postoji § > 0
takav da za svaki y € R™ za koji je ||y — yol| < d i svaki x € [0,400) vrijedi

lo(x, y) = yoll <e;

ii) nestabilna ako nije stabilna,

iii) (lokalno) asimptoticki stabilna ako je stabilna i postoji a > 0 takav da za
ly = yoll < a vrijedi ¢p(x,y) — yo, kad x — +00;

iv) globalno asimptoticki stabilna ako je stabilna i ako za svaki y € R™ vrijedi
o(x,y) — Yo, kad x — +o0.

Primijetimo da u definiciji stabilnosti imamo da su za pocetne tocke y € B(yg,9)
pripadne desne orbite unutar B(yy, ), odnosno da su pripadna rjesenja ograni¢ena
na desnom maksimalnom intervalu egzistencije (u odnosu na z = 0). Poznato je da
je desni maksimalni interval oblika [0, w), a iz Teorema o apriornim ocjenama pro-
izlazi da je w = +00. Stoga je definicija stabilnosti korektna. Takoder, prisjetimo
se da kod autonomnih homogenih linearnih sustava mozemo imati samo globalnu
asimptoticku stabilnost, a ne i lokalnu.

U odredivanju stabilnosti kriticne tocke moze nam pomoc¢i Ljapunovljeva teorija
stabilnosti koja se temelji na egzistenciji Ljapunovljeve funkcije.
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Definicija 3.5 Ljapunovljeva funkcija sustava y' = f(y) na otvorenom skupu U
oko kriticne tocke yo je funkcija V: U — R klase C' za koju vrijedi

i) V(yo) =0 ;
i) V(y) >0, yeU\{yo} ;
iit) VV(y)- f(y) <0, yeU .

Primijetimo da je VV (yo) - f(yo) = 0 tako da nejednakost u treéem uvjetu ne
mozemo nikad zamijeniti sa strogom nejednakoséu. Medutim, ako uz i) i ii) vrijedi

iwi) VV(y) fly) <0, yeU\{yo},

funkciju V' zovemo stroga Ljapunovljeva funkcija.
Neka je y € R" i pretpostavimo da je = iz domene funkcije ¢(-,y) takav da je
¢(z,y) € U. Tada je prema nejednakosti iii)

d

SV, y) = TV (9, ) Tl y) = VV((r,y) - F(@r ) 0.

Zakljucujemo da je V' padajuc¢a na dijelu pripadne orbite koji se nalazi unutar U.
Ako je V stroga Ljapunovljeva funkcija, analogno pokazujemo da je V' strogo pa-
dajuca na dijelu orbite koji se nalazi unutar U.

Sada mozemo iskazati Ljapunovljev teorem stabilnosti:

Teorem 3.4 (Ljapunov) Neka postoji Ljapunovljeva funkcija V- sustavay’ = f(y)
na otvorenom skupu U oko kriticne tocke yo. Tada je kriticna tocka yo stabilna na
0, 400). Ako je V stroga Ljapunovljeva funkcija, onda je yo (lokalno) asimptoticki
stabilna.

Dokaz. Neka je zadan proizvoljan € > 0. Tada postoji 0 < € < ¢ takav da je
B(yo,&) C U. Definiramo

m = min{V(y) : |1y - yoll = 2}

Primijetimo da, zbog kompaktnosti skupa {y € R : ||y — yo|| = €}, taj minimum
postoji. Kako je V(y) > 0, za y € U\{yo}, zakljucujemo da je m > 0.

Nadalje, definiramo skup
m
A= {y ceU: V(iy) < 5} N B(yo, ) .

Primijetimo da je A kao presjek praslike otvorenog skupa po neprekidnoj funkciji i
otvorene kugle takoder otvoren skup. Takoder jeiyy € A, s obzirom da je V(yg) = 0.
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Prema tome, oko yo, mozemo opisati kuglu B(yg,d) C A, za neki § > 0. Sada uz-
mimo y € B(yo,0). Gledamo desnu poluorbitu {¢(z,y) : = > 0}. Dio te poluorbite
koji se nalazi u B(yo, ) nalazi se i unutar skupa U pa funkcija V' pada na tom dijelu
poluorbite. Kad bi taj dio orbite izasao izvan skupa B(yo, &), dosegnuo bi u nekom
trenutku x = xo tocku s ruba te kugle, gdje su vrijednosti funkcije V' vece ili jednake
m. Medutim, od trenutka x = 0 do trenutka x = x4, funkcija V' na promatranoj
orbiti postize vrijednosti manje od % (jer orbita pocinje u tocki u kojoj je vrijednost
od V manja od % inakon toga V' pada) pa zbog neprekidnosti funkcije V' dobivamo
kontradikciju, odnosno zaklju¢ujemo da desna poluorbita rjesenja ¢(-,y) ne moze
izaéi iz B(yo,€). Prema tome, za y € B(yo,0) je ¢(x,y) € B(yo.2) C B(yo.€),
x > 0 pa je yo stabilna kriti¢na tocka.

Sad ¢emo pretpostaviti da je V' stroga Ljapunovljeva funkcija. Odaberimo neki

e > 0, takav da je B(yo,e) C U. Prema prethodnom dijelu dokaza, znamo da pos-
toji 6 > 0 takav da za ||y — yo|| < 0 vrijedi ||d(x,y) — yo| <&, z > 0.

Dokazat ¢emo da za y € B(yo,0), ¢(x,y) — yo, kad + — +oo. Pretpostavimo
suprotno, da postoji neki y € B(yo,d) za koji ta tvrdnja ne vrijedi. Tada postoji
niz x; — 400 takav da niz (¢(xy, y))ren ne konvergira prema yg, odnosno takav da
je ¢(xr,y) € (B(yo,r))°, k € N, zaneki r > 0. Kako je niz (¢(zy, y))ren ogranicen,
postoji podniz koji konvergira prema y; # yo. Oznac¢imo ga opet s (¢(zk, Y))ren,
radi jednostavnosti. Primijetimo da y; ne moze biti kriticna tocka, jer bi to bilo
u kontradikciji s uvjetom iii) iz definicije stroge Ljapunovljeve funkcije. Tocka y;
nalazi se u B(yo,e) C U. Uzmimo neki t > 0 takav daje ¢(z,y;) € U,za0 <z < .

Imamo prvo, prema Svojstvu polugrupe, ¢(xp+t,y) = @d(t, ¢(rk,y)), k € N. Prema
Kamkeovom teoremu je limy ¢(t, p(xr,y)) = ¢(t,y1). Kako je V' strogo padajuéa
funkcija na dijelu orbite sustava koji je u U, imamo V(¢(t,y1)) < V(¢(0,y1)) =
V(y1). Takoder je limy V(p(xy + t,y)) = lim, V((t, d(zr,y))) = V(d(t,y1)) pa
postoji neki m € N za koji je V(¢p(zp +t,y)) < V(y1).

S druge strane, postoji p € N takav da je x, > z,,, + ¢ pa imamo V(¢p(z,, +t,y)) >
V(p(zp,y)) > V(yr), jer je V strogo padajuca na desnoj poluorbiti rjesenja ¢ (-, y),
i time smo dobili kontradikciju . O

Iz Ljapunovljevog teorema mozemo ponekad zakljuciti da je zadana kriticna tocka
asimptoticki stabilna, ali ne mozemo precizno odrediti skup tocaka koje su pocetne
tocke orbita koje se priblizavaju spomenutoj kriti¢noj tocki. Specijalno, pomocu
Ljapunovljevog teorema ne mozemo dokazati globalnu asimptoticku stabilnost. U
tome nam ponekad moze pomodi sljedeci teorem:

Teorem 3.5 (LaSalle) Neka je V' Ljapunovijeva funkcija sustava y' = f(y) na
ogranicenom otvorenom skupu U oko kriticne tocke yo. Neka je ¢ > 0 konstanta i
neka je S = {y € U : V(y) < ¢} zatvoren skup u R". Ako ne postoji y # yo u S
takav da je funkcija V' konstanta na skupu {¢(z,y): x > 0}, onda za svakiy € S,
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o(z,y) = Yo, kad x — +oo.

Primjer 3.12 Zadan je sustav
v = —x —xy?,
Y = —y+32%y .

Lako je provjeriti da je (0,0) jedina kriticna tocka sustava. Potrazit éemo Ljapu-
novljevu funkciju oko (0,0) u obliku V(z,y) = ax® + by*, gdje su a, b > 0 te
p, ¢ € N konstante. Ocito je da takve funkcije zadovoljavaju prva dva uvjeta iz de-
finicije Ljapunovljeve funkcije. Odredit cemo konstante tako da vrijedi i treéi uvjet.

Imamo

~( 2apz*! —x — xy?
VV(x,y) ) f($7y) = < 2bqy2q—1 ) ) ( —y+3x2y

= —2apz® — 2apxy? — 2bqy*? + 6bqx’y?? .

Primigetimo da ée se zap=q=11ia=3,b=1 drugi ¢ ceturti ¢lan u prethodnom
wzrazu ponistiti. Tako dobivamo

VV(ZL’,y) : f(xay) = —6IE2 _2y2 < 07 (xvy) S R2 .

Prema tome, definiramo V(x,y) = 32 + y?, za (z,y) € R%  Primijetimo i da je
VV(z,y) - f(x,y) < 0, (x,y) # (0,0), pa je V i stroga Ljapunovljeva funkcija.
Prema Ljapunovljevom teoremu o stabilnosti zakljucujemo da je (0,0) asimptoticki
stabilna tocka. Iz Ljapunovljevog teorema ne mozemo zakljuciti je li (0,0) globalno
astmptoticki stabilna.

Dokazat cemo globalnu asimptoticku stabilnost kriticne tocke pomocu LaSalleovog
teorema. Neka je ¢ > 0 proizvoljna konstanta i neka je

S={(z,y) eR*: V(z,y) <c} ={(z,y) eR*: 32> +¢y* < ¢} .

Primijetimo da je S wvijek zatvoren skup u R%. Neka je z € S i pretpostavimo da
je V' konstantna na skupu {¢(t,z): t > 0}. Tada je

3(01(t,2)* + (6a(t.2))* =C, t=0
za neku konstantu C. Deriviranjem po t za t > 0 dobivamo
d d
6¢1 (t, Z)E¢1 (t, Z) + 2¢2(t, Z)E¢2(t7 Z) =0. (36)
Kako je ¢(-, z) rjesenje zadanog sustava, imamo
d
£¢1(t7 Z) = _¢1(t7 Z) - (bl(t? Z)(¢2(t, Z))2 )
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d
a@(t, z) = —¢a(t, 2) +3(¢1(t, 2)) da(t, 2)
pa uvrstavanjem tih izraza u jednakost (3.6) dobivamo

—6(¢1(t, 2))* — 2(2(t,2))* = 0.

Dakle, za t > 0 imamo ¢1(t, z) = ¢o(t, z) = 0. Zbog neprekidnosti je z = ¢(0,z) =
(0,0). Funkcija V je definirana na skupu R%. Sada promatrajmo njezinu restrikciju
na ogranicen skup U C R? takav da je S C U. Primijetimo da vrijedi S = {(x,y) €
U:V(x,y) <c}. Primijenimo li LaSalleov teorem s tako definiranom restrikcijom,
zakljucujemo da za svaki z € S wvrijedi ¢(t,z) — (0,0), kad t — +o00. Kako c
mozemo odabrati proizvoljno, zakljucujemo da za svako z € R?, ¢(t,z) — (0,0),
kad t — +o00, odnosno (0,0) je globalno asimptoticki stabilna kriticna tocka na
[0, +00).

Pretpostavimo sada da je zadan gradijentni sustav, odnosno autonomni sustav oblika
y' =-Vh(y),

gdje je h: R? — R klase C?. Neka je yo kriti¢na tocka sustava. Ona je ujedno
stacionarna tocka funkcije h, tj. tocka za koju vrijedi Vh(yg) = 0. Pretpostavimo
da je yo izolirana stacionarna tocka i tocka strogog lokalnog minimuma funkcije h.
Tada postoji okolina U tocke yq, koja ne sadrzi nijednu drugu kriticnu tocku sustava,
takva da je h(y) > h(yo), y € U\{yo}. Definiramo sada funkciju V: U — R s
V(y) = h(y) — h(yo). Ocito je V(yo) =01 V(y) >0, y € U\{yo}. Vrijedi i

VV(y)- f(y) = Vh(y)- (=Vh(y)) = =VAy)|* <0, y € U\{yo} .

Prema tome, V je stroga Ljapunovljeva funkcija sustava na U te je prema Ljapu-
novljevom teoremu y, asimptoticki stabilna kriti¢na tocka na [0, 4+00).

Pomocu sljedeé¢eg teorema mozemo provijeriti je li zadani sustav gradijentni.

Teorem 3.6 Ako je Q C R? I-povezano podrucje, funkcija f = (fi1, f2) klase C1 je
potencijalna na ) ako i samo ako vrijeds

U sljede¢em primjeru ¢emo pokazati kako mozemo odrediti potencijal funkcije koja
odreduje gradijentni sustav.
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Primjer 3.13 Zadan je sustav

¥ =2z —4y—4,
y = —4x — 24y + 8 .

Kako je
O(—2x —4y —4)  0(—4x — 24y + 8)
oy N Ox ’
prema teoremu 3.6 zadani sustav je gradijentni. Pronadimo funkciju h: R? — R
tako da je desna strana sustava jednaka —Vh.

Dakle, vrijedi

%(w,y} =2r+4y+4
pa je
h(z,y) = 2 + 4oy + 42 + o(y) . (3.7)
Dalje je 1z sustava
oh
a—y(a:,y) =dxr+ 24y — 8,

te iz jednakosti (3.7) dobivamo
4o+ ' (y) = 4o + 24y — 8 .

Dakle
e(y) =12y> -8y + C,

gdje je C € R konstanta.
MozZemo tada jednostavno uzeti

h(z,y) = 2* + 4oy + 12y* + 4z — 8y .
Kriticna tocka zadanog sustava je rjeSenje sustava

20 + 4y = —4
4o + 24y = 8,

odnosno tocka (—4,1). To je ujedno i stacionarna tocka funkcije h. Hesseova ma-
trica je konstantna, odnosno jednaka je

2 4
H_(4 24)‘

Kako je det H > 0, lako mozZemo zakljuciti (pomocu Sylvesterovog kriterija) da se
radi o pozitivno definitnoj matrici pa je (—4,1) tocka strogog lokalnog minimuma
funkcije h. Prema tome, funkcija V: R? — R definirana s

V(z,y) = h(z,y) — h(=4,1) = 2° + 4oy + 12¢° + 4z — 8y + 12
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je stroga Ljapunovljeva funkcija zadanog sustava na nekom otvorenom skupu oko
kriticne tocke (—4,1) te je stoga ta kriticna tocka prema Ljapunovljevom teoremu
(lokalno) asimptoticki stabilna na [0,400).

Za kraj napomenimo da supstitucijom T = x + 4, y = y — 1 svodimo sustav na
homogent linearan sustav

T =21 — 43,
Y = —47 — 24y .

Kako su svojstvene vrijednosti matrice prethodnog sustava jednake —13 ++/137, one
su negativne te je prema teoremu 2.9 trivijalno rjesenje sustava globalno asimptoticki
stabilno na [0, +00). Time dobivamo da je konstantno rjesenje (z(t),y(t)) = (—4,1)
pocetnog sustava i globalno asimptoticki stabilno na [0,+00). Dakle, za bilo koji
pocetni uvjet rjeSenje se za t — +oo priblizava tocki (—4,1).
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