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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Osnovni pojmovi

——— i

Kolika je vjerojatnost da cemo
izvuci crvenu kuglicu?
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

] Kolika je vjerojatnost da ¢emo
I izvuci crvenu kuglicu?

@

® e -
rvenih kuglica

® O Crvenih kugl 6

. ‘ Crnih kuglica 4

Ukupno 10

Vjerojatnost: 6/10=0.6
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

@ Vjerojatnosni eksperiment je proces koji zavr§ava dobro
definiranim rezultatom koji nazivamo elementarni dogadaj.

@ Elementarni dogadaj je rezultat jednog ponavljanja
vjerojatnosnog eksperimenta.

@ Prostor elementarnih dogadaja je skup svih elementarnih
dogadaja.

@ Dogadaj se sastoji od jednog ili viSe elementarnih dogadaja.
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Vjerojatnosni Prostor elementarnih
eksperiment dogadaja

Bacanje novci¢a Pismo, glava

Bacanje kocke 1,2,3,4,5,6

Odgovor na da/ne pitanje lIstina, laz

Bacanje dva novcica Pismo-pismo, glava-glava,
pismo-glava, glava-pismo

Zadatak. Odredite prostor elementarnih dogadaja za izvlaenje karte
iz 8pila s 52 karte.

Rjesenje.

10203040540 6MA708094 1060 .0 QaKa
1620 304050607080 90 100 J0 QO KO
102030405060 708090 10040 Q0 KO
1R 28 3 45556 7H859&% 10&JH Qs KS
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Osnovni pojmovi

Vjerojatnost

Zadatak. Odredite prostor elementarnih dogadaja za bacanje dvije

kocke.

Rjesenije.
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Dogadaj

Eksperiment: Bacanje dva novcica.

Dogadaj: Palo je barem jedno pismo.

Prostor elementarnih dogadaja: PP PG GP GG
Palo je barem jedno pismo. = PP PG GP

Zadatak. Od kojih se elementarnih dogadaja sastoji dogadaj da iz
Spila s 52 karte izvuéemo asa?

Rjesenije.

1028030 40546A 708094 1060 J&o Qh Ko
10 253040506070 8H90 100 J0 QO KO
102030405060 7080 90 100J0 Q0 KO
1 2 3 4555 6H7H859&% 106 Jb Q& Kd
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Racunanje vjerojatnosti dogadaja
(kada su svi elementarni dogadaji jednako
vjerojatni)

E - dogadaj

P(E) = broj povoljnih elementarnih dogadaja
~ ukupan broj elementarnih dogadaja
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Primjer. Kolika je vjerojatnost da iz Spila s 52 karte izvu¢emo kralja?

Rjesenje.

18283040540 6HA7A038094 1060 .0 Qb Ka
1602030455560 708090 100 J0 QO KO
102030405060 7080 9010040 Q0 KO
TR 2% 3% 4 S5H 6578689 1086 Jb Q8 K&
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Primjer. Kolika je vjerojatnost da iz Spila s 52 karte izvu¢emo 6 tref?

Rjesenje.

1820304054 6HA7038094 1060 .0 Qa Ka
1620630455560 708090 100 J0 QO KO
102030405060 7080 90 10040 Q0 KO
Th 28 3% 45 586656 7688 9&% 10&% Jb Qb K&

1
P(E) = g5 = 0.00192
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Svojstva vjerojatnosti

@ Vjerojatnost svakog dogadaja E je izmedu 0i 1:
0< P(E)<1.
@ Ukoliko se dogadaj E ne moZe dogoditi (nemoguci dogadaj) tada
je P(E) =0.
@ Ukoliko je dogadaj E siguran, tada je P(E) = 1.

@ Ukoliko je P(E) vjerojatnost da Ce se dogadaj E dogoditi, tada je
vjerojatnost da se dogadaj nece dogoditi jednaka 1 — P(E).

@ Zbroj vjerojatnosti svih elementarnih dogadaja je 1.
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

—(—

Kolika je vjerojatnost da ¢emo
izvuCi crvenu kuglicu?

Crvenih kuglica 6
Crnih kuglica 4

Ukupno 10

Vjerojatnost: 6/10=0.6
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

—(—

Vjerojatnost je ista kao i relativne frekvencije!

Kolika je vjerojatnost da
¢emo izvuéi crvenu/crnu
kuglicu?

I Pi

Crvenih kuglica 0.6 0.6
Crnih kuglica 04 04

Ukupno 1.0 1.0
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Primjer. Odredite vjerojatnosti sljedecih dogadaja kod bacanja dvije
kocke:

a) Zbroj je 6.
b) Par (dva ista broja).
c) Zbrojje 7ili 11.
d) Zbroj je veciod 9.
)

e) Zbroj je maniji ili jednak 4.
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Osnovni pojmovi

Vjerojatnost

Rjesenje a). Zbroj je 6.
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Rjesenje b). Par (dva ista broja).

1. kocka 2. kocka
1 2 3 4 5 6
1 (1,1 (1,20 (1,.3) (1.4 (1,9 (1,6)
2 2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5 (2,6)
3 (3,1 (3,20 (3,3) (3,4 (3,5 (3,6
4 4,1) 42 4,3) (44) 4,5 (4.6
5 (5,1 (5,20 (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
6 (6,1) (6.2) (63) (6.4 (6,5 (6,6)

P=_—=0.1667
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Rjesenje c). Zbroj je 7 ili 11.

36

1. kocka 2. kocka
1 2 3 4 5 6
1 11 1.2 (1,3 (1.4 (1,5 (1,6)
2 2,1) (2,20 (2,3) (2,4) (2,5 (2,6)
3 (3,1 (3,2) (3,3) (3.4 (3,5 (3,6
4 4,1) 42 (4,3) 44 4,5 (4.6
5 (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5 (5,6)
6 (6,1) (6,2) (6,3) (64) (6,5) (6,6)
P = 6+2 = 8 = 0.2222
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Rjesenje d). Zbroj je veéi od 9.

1. kocka 2. kocka
1 2 3 4 5 6
1 1,1y (1,2 (1,3) (1,4 (@,5 (1,6)
2 2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5 (2,6)
3 (3,1 (3,20 (3,3) (3,4 (3,5 (3,6)
4 4,1) 42 4,3) (4.4 (45 (4.6
5 (5,1) (5,20 (5,3) (5,4) (5,5 (5,6)
6 (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5 (6,6)
P= 6 = 0.1667
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Rjesenje e). Zbroj je maniji ili jednak 4.

1. kocka 2. kocka
1 2 3 4 5 6
1 (1,1 (1,2) (1,3) (1,4 (1,9 (1,6)
2 (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5 (2,6)
3 (3,1 (3,2 (3,3 (34) (385 (3,6)
4 4,1) 42 4,3) 44 4,5 (4.6
5 (5,1 (5,20 (5,3) (5,4) (5,5 (5,6)
6 (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5 (6,6)
P= 6 = 0.1667
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Primjer. U kutiji se nalazi 5 crvenih, 2 bijele i 3 zelene kuglice. Ukoliko
je kuglica izvucena slu¢ajno, odredite vjerojatnost da je izv€ena
kuglica:

a) crvena

b) zelena

c) crvena ili bijela
d) nije zelena

€) nije crvena

Rjesenje.
a) P(crvena) = % =05
b) P(zelena) = % =0.3
2
c) P(crvena ili bijela) = 5% =07

d) P(nije zelena) =1 — P(zelena) =1 —-0.3=0.7
e) P(nije crvena) =1 — P(crvena)=1—-0.5=0.5
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Primjer. Kolika je vjerojatnost da iz Spila s 52 karte izvu¢emo 3 ili
karo?

Rjesenje.

TO2A3A405A6CAT7ABM0A 1040 JA QA Ko
102030405060 708090100Jd0 QO KO
102030405060 708090100 J0 Q0 KO
1h 26 3% 45 5465 7488598 10& J6 Q& K&

P(E) = ;g = 0.3077
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Pravilo zbrajanja vjerojatnosti

Za dva dogadaja Ai B, vjerojatnost da se dogodi dogadaj Aili B je
P(Aili B) = P(A)+ P(B) — P(Ai B).

Primjer. Kolika je vjerojatnost da iz Spila s 52 karte izvu¢emo asa ili
srce?

Rjesenije.

P(as ili srce) = P(as) + P(srce) — P(as i srce) = 542 + ;g 512 = ;g
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Dva dogadaja su medusobno iskljuciva (disjunktna) ukoliko se
ne mogu dogoditi u isto vrijeme.

Primjer.
@ Kod bacanja novci¢a su dogadaiji da je palo pismo i da je pala
glava medusobno iskljucivi.

@ Kod bacanja kocke su dogadaji pao je paran broj i pao je neparan
broj medusobno iskljucivi.

@ Kod bacanja kocke dogadaiji pao je broj 3 i pao je neparan broj
nisu medusobno iskljuivi.

@ Kod bacanja kocke dogadaji pao je neparan broj i pao je broj
maniji od 4 nisu medusobno iskljucivi.
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Kada su dogadaji A i B medusobno iskljucivi, tada je
dogadaj A i B nemoguci dogadaj pa je P(Ai B) = 0.

Tada je
P(Aili B) = P(A) + P(B).

Primjer. U kutiji se nalaze 3 crvene kuglice, 2 plave i 1 bijela kuglica.
Odredite vjerojatnost da ¢e slucajno izvu¢ena kuglica biti crvena ili
bijela.

Rjesenje.

ol W
o =
ol

P(crvena ili crvena) = P(crvena) + P(crvena) =
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Uvjetna vjerojatnost

Uvjetna vjerojatnost dogadaja B u odnosu na (uz uvjet) dogadaj
A je vjerojatnost da ¢e se dogadaj B dogoditi nakon $to se

dogodio dogadaj A.
Oznaka: P(B|A).
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Primjer. U kutiji se nalaze 3 crvene kuglice i 2 plave kuglice. |1z kutije
sluéajno izvlacimo jednu po jednu kuglicu i to tako da ih ne vracamo
nazad u kutiju. Odredite vjerojatnost da ¢e u drugom izvlacenju biti
izvuCena crvena kuglica ako je prva izvu¢ena kuglica bila plava.
Kolika bi bila ta vjerojatnost da je u prvom izvlacenju izvuCena crvena
kuglica?

Rjesenje. Dogadaiji:

A - u prvom izvlaCenju je izvucena plava kuglica
B - u drugom izvlaCenju je izvu€ena crvena kuglica

Trazimo P(BJA).

Ako je u 1. izvlaCenju izvucena plava kuglica tada je u kutiji ostalo 3
crvene i jedna plava kuglica pa je

P(B|A) = P(2. crvenall. plava) = g
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Primjer. U kutiji se nalaze 3 crvene kuglice i 2 plave kuglice. 1z kutije
slu¢ajno izvlagimo jednu po jednu kuglicu i to tako da ih ne vracamo
nazad u kutiju. Odredite vjerojatnost da ¢e u drugom izvlacenju biti
izvuCena crvena kuglica ako je prva izvu¢ena kuglica bila plava.
Kolika bi bila ta vjerojatnost da je u prvom izvlacenju izvuCena crvena
kuglica?

Rjesenje. Dogadaiji:

C - u prvom izvlaCenju je izvuCena crvena kuglica
B - u drugom izvlaCenju je izvu€ena crvena kuglica

Trazimo P(B|C).

Ako je u 1. izvlaCenju izvucena crvena kuglica tada je u kutiji ostalo 2
crvene i 2 plave kuglica pa je

2
P(B|C) = P(2. crvenall. crvena) = 2
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Dva dogadaja Ai B su nezavisna ako je

P(B|A) = P(B).

Gornji uvjet je ekvivalentan uvjetu

P(A|B) = P(A).

Dogadaiji Ai B su nezavisni ako pojavljivanje dogadaja A ne utjeCe na
vjerojatnost dogadaja B. (I obratno.)
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Primjer. Izvlacimo kartu iz $pila s 52 karte. Dogadaji izvucen je tref i
izvucen je as su nezavisni.

Dogadaiji:

A - izvucen je tref

B - izvuCen je as Rezultat drugog bacanja kocke na nikoji nacin ne
ovisi o rezultatu 1. bacanja.

Racunamo:
P(BJA) = P( as | tref ) = 113
Jer je
P(B):P(as):i:l
52 13
Dakle
P(BJA) = P(B).

i dogadaji su nezavisni.
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Mozemo promatrati i

P(AIB) = P( tref | as ) = %

Jer je
13 1
P(A)_P(tref)_5—2_Z
vrijedi
P(A|B) = P(A).
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Primjer. Dogadaji dobiti 6 kod 1. bacanja kocke i dobiti 3 kod 2.
bacanja su nezavisni dogadaji.

Rezultat drugog bacanja kocke na nikoji nacin ne ovisi o rezultatu 1.
bacanja.
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Pravilo mnozenja vjerojatnost

Za dva dogadaja A i B, vjerojatnost da se dogodi dogadaj Ai B je

P(AiB) = P(A)- P(B|A) = P(B) - P(A|B).

Ukoliko su dogadaji A i B nezavisni, tada je P(B|A) = P(B) i

P(AiB) = P(A)- P(B).
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Primjer. Kod bacanja 1 novci¢a i jedne kocke, odredite vjerojatnost
pojavljivanja pisma na novcCicu i broja 4 na kocki.

Rjesenije.

P(pismo i 4) = P(pismo) - P(4) =

N =
o =
—_
N
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Primjer. U kutiji se nalaze 3 crvene kuglice, 4 plave i 2 bijele. Redom
izvlaCimo jednu po jednu kuglicu i to tako da nakon svakog izvlaenja
izvu€enu kuglicu vratimo u kutiju. Kolika je vjerojatnost da éemo:

a) udva izvlaCenja izvuci dvije crvene kuglice?
b) u dva izvlaCenja izvu¢i redom crvenu pa plavu kuglicu?

c) u tri izvlaCenja izvuci redom bijelu pa plavu pa crvenu kuglicu?
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

RjeSenje. a) u dva izvlacenja izvuci dvije crvene kuglice

Ako izvu€emo dvije crvene kuglice to znaci da smo
@ u 1. izvlaCenju izvukli crvenu kuglicu i
@ u 2. izvlaCenju izvukli crvenu kuglicu.
Vjerojatnost za prvo izvlacenije je
1

P(1. crvena) = g =3

Jer je zbog vrac¢anja kuglice u drugom izvla¢enju broj kuglica isti kao i
u prvom izvlacenju, vrijedi:

1
P(2. crvena|1. crvena) = P(2. crvena) = g =3
Sada je:
P(dvije crvene) = P(1.crvenai?2. crvena) =

= P(1. crvena) - P(2. crvenal1. crvena)

= P(1. crvena) - P(2. crvena) = % : % =
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

b) u dva izvlaCenja izvu¢i redom crvenu pa plavu kuglicu

P(1. crvenai2. plava) = = P(1. crvena)- P(2. plaval1. crvena) =
= P(1. crvena) - P(2. plava) =
3 4 4

99 27

c) u tri izvlaCenja izvu¢i redom bijelu pa plavu pa crvenu kuglicu

P(1. bijelai 2. plavai 3. crvena) =
= P(1. bijela) - P(2. plava i 3. crvena|1. bijela) =
= P(1. bijela) - P(2. plava i 3. crvena) =
= P(1. bijela) - P(2. plava) - P(3. crvena|2. plava ) =
= P(1. bijela) - P(2. plava) - P(3. crvena) =
2 4 3 8
T 999 243
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

Primjer. U kutiji se nalaze 3 crvene kuglice, 4 plave i 2 bijele. Redom
izvlaCimo jednu po jednu kuglicu i to tako da nakon svakog izvlaenja
izvu€enu kuglicu NE vratimo u kutiju. Kolika je vjerojatnost da ¢emo:

a) udva izvlaCenja izvuci dvije crvene kuglice?
b) u dva izvlaCenja izvu¢i redom crvenu pa plavu kuglicu?

c) u tri izvlaCenja izvuci redom bijelu pa plavu pa crvenu kuglicu?
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

RjeSenje. a) u dva izvlacenja izvuci dvije crvene kuglice

Ako izvu€emo dvije crvene kuglice to znaci da smo
@ u 1. izvlaCenju izvukli crvenu kuglicu i
@ u 2. izvlaCenju izvukli crvenu kuglicu.
Vjerojatnost za prvo izvlacenije je
1

P(1. crvena) = g =3

Jer kuglica nije vracena u kutiju, u drugom izvlaCenju se u kutiji nalazi
8 kuglica. Od toga su dvije crvene pa vrijedi:

2 1
P(2. crvenal1. crvena) = 8= a1
Sada je:
P(dvije crvene) = P(1.crvenaiZ2. crvena) =

P(1. crvena) - P(2. crvenall. crvena) =
1

12°

w| =
I[N
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Vjerojatnost Osnovni pojmovi

b) u dva izvlaCenja izvu¢i redom crvenu pa plavu kuglicu

P(1. crvenai2. plava) = = P(1. crvena)- P(2. plaval1. crvena) =
_34_1
9 8 6

c) u tri izvlaCenja izvu¢i redom bijelu pa plavu pa crvenu kuglicu

P(1. bijelaii 2. plavai 3. crvena) =
= P(1. bijela) - P(2. plava i 3. crvena|1. bijela) =
= P(1. bijela) - P(2. plaval1. bijela) - P(3. crvenal1. bijelai 2. plava )

[(e]l\V}
|
~N| W
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Vjerojatnost Slucajna varijabla

Slucéajna varijabla

—(—

Kolika je vjerojatnost da ¢emo
izvuCi crvenu kuglicu?

Crvenih kuglica 6
Crnih kuglica 4

Ukupno 10

Vjerojatnost: 6/10=0.6
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Vjerojatnost Slucajna varijabla

Slucéajna varijabla

—(—

Boja kuglice:
obiljezje, varijabla

Boja izvucene kuglice:

slu€ajna varijabla
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Sluéajna varijabla:
@ varijabla Cije su vrijednosti odredene slu¢ajno

@ slucajnost je posljedica slucajnog ishoda pokusa (eksperimenta)
@ vrijednost znamo tek nakon obavljenog pokusa

@ za svaku vrijednost slu€ajne varijable postoji vierojatnost da se ta
vrijednost pojavi

@ nemamo frekvencije i distribuciju frekvencija ve¢ vjerojatnosti i
distribuciju vjerojatnosti

vrijednost sluCajne varijable - vjerojatnost pojavljivanja

vrijednost varijable - broj pojavljivanja
(frekvencija /
relativna frekvencija)
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Varijabla: Boja kuglice u kutiji

Distribucija (relativnih) frekvencija:

Vrijednost ri

——

Crvena kuglica 0.6
Crna kuglica 0.4

Ukupno 1

Slucajna varijabla: Boja izvucene kuglice

Distribucija vjerojatnosti:

Vrijednost pi

Crvena kuglica 0.6
Crna kuglica 0.4

Ukupno 1
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Vjerojatnost Slucajna varijabla

Kolika je vjerojatnost da ¢emo izvuéi
crvenu/crnu kuglicu?

—(—

li Pi
Crvenih kuglica 0.6 0.6
Crnih kuglica 04 04

. . ‘ Ukupno 1.0 1.0

Vjerojatnost je ista kao i relativne frekvencije!
Kod slu¢ajnog izvlacenja, vjerojatnost pojavljivanja
vrijednosti jednaka je odgovarajucoj relativnoj frekvenciji.

— Distribucija vjerojatnosti slu€ajne varijable jednaka je distribuciji
frekvencija varijable. 44140



Vjerojatnost Ocekivanje slu¢ajne varijable

Ocekivanje slucajne varijable

Ukoliko slu¢ajna varijabla X poprima vrijednosti x1, X2, X3, ..., Xk, S
pripadnim vjerojatnostima p1, p2, s, - . . , Pk, 0Cekivanje slucajne
varijable X je

E(X) = ZpiX,'
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Vjerojatnost Ocekivanje slu¢ajne varijable

Vazno.

Formula je slicna kao formula za srednju vrijednost varijable.

Ukoliko varijabla X poprima vrijednosti x1, X, X3, ..., Xk, S pripadnim
relativnim frekvencijama ry, ro, 13, . . ., I, srednja vrijednost varijable X

e
p= Zrixi
i

Kod slucajnog izvlacenja je oCekivanje slucajne varijable
jednako srednjoj vrijednosti obiljezja populacije.
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Vjerojatnost Ocekivanje slu¢ajne varijable

Primjer. IzraCunajte oCekivanje za slu€ajnu
varijablu X definiranu s

1 - ako je izvucena crvena kuglica,

—(—-

0 - ako nije izvu€ena crvena kuglica.

. ‘ Rjesenje. Distribucija vjerojatnosti:

Xi  pi
0 0 1 06

0 04

E(X)=) pix;=06-1+04-0=0.6.
i
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Primjer. Ukoliko kod bacanja nov¢ica pismo oznac¢imo s 1 a glavu s 0,
izraCunajte oCekivanje za slucajnu varijablu X definiranu kao ishod
bacanja novcica.

Rjesenje. Moguce vrijednostisu 0i 1.
Distribucija vjerojatnosti:

Xi  Pi
1 05
0 05

E(X)=) pix;=05-1+05-0=0.5.
i
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Primjer. IzraCunajte oCekivanje za slu€ajnu varijablu X definiranu kao
ishod bacanja igrace kocke.

Rjesenje. Moguce vrijednostisu 1,2, 3,4, 5i 6.
Distribucija vjerojatnosti:

Xi  Pi
E(X) = Zpix,-:
i

1 1 1 1 1
21
= E_3.5.

o o~ W N
o= o= o= o= o= ol
o =
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Vjerojatnost Ocekivanje slu¢ajne varijable

Uocite:

@ Ocekivanje ne treba biti jednako niti jednoj mogucoj vrijednosti
slu€ajne varijable.

@ Ocekivanje nije (ne treba biti) jednako najvjerojatnijoj vrijednosti.
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Vjerojatnost Varijanca slucajne varijable

Varijanca slucajne varijable

Ukoliko slu¢ajna varijabla X poprima vrijednosti x1, X0, X3, ..., Xk, S
pripadnim vjerojatnostima p;, po, p3, . . ., Pk, varijanca slucajne
varijable X je

Var (X) = 3 pilxi — E(X))?

Alternativna formula za varijancu
Var (X) = > pix? — [E(X)PP
i

il
Var (X) = E [(X . E(X))Z} = E(X?) - [E(X)
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Vjerojatnost Varijanca slucajne varijable

Formula je slicna kao formula za varijancu varijable varijable.

Ukoliko varijabla X poprima vrijednosti xy, X2, X3, .. ., Xk, S pripadnim
relativnim frekvencijama rq, r2, r3, . . ., g, varijanca varijable X je

O‘2 = ZI’,‘(X,‘ — ,u)z

i

Kod slucajnog izvlacenja je varijanca slu€ajne varijable
jednako varijanci obiljezja populacije.
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Vjerojatnost Varijanca slucajne varijable

Standardna devijacija

Standardna devijacija:

St (X) = /Var (X) — \/Z pi(x; — E(X))?
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Vjerojatnost Varijanca slucajne varijable

Primjer. lzraCunajte varijancu za slu€ajnu

varijablu X definiranu s

—(—

1 - ako je izvucena crvena kuglica,

Rjesenje. Distribucija vjerojatnosti:

“ Xi  Pj
‘.‘ 1 0.6

0 04

E(X)=06

Var (X) = Zpi(Xi—E(X))zz

06-(1-06)2+04-(0-06)=
= 06-042+0.4-0.4%=0.24

‘ 0 - ako nije izvu€ena crvena kuglica.
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Vjerojatnost Varijanca slucajne varijable

Primjer. Ukoliko kod bacanja novc¢i¢a pismo ozna¢imo s 1 a glavu s 0,
izraCunajte varijancu za sluc¢ajnu varijablu X definiranu kao ishod
bacanja novcica.

Rjesenje. Moguce vrijednostisu 0i 1.
Distribucija vjerojatnosti:

Xi  Pi _
< 05 E(X)=0.5
0 05

Var (X) = ZPI(XI—E(X))zz

= 05-(1-0.5)2+0.5-(0-0.5)% =
= 05-05%2+05-05%°=025
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Vjerojatnost Varijanca slucajne varijable

Primjer. IzraCunajte varijancu za slu€ajnu varijablu X definiranu kao
ishod bacanja igrace kocke.

Rjesenje. Moguce vrijednostisu 1,2, 3,4, 5i 6.
Distribucija vjerojatnosti:

E(X) =35

Xi  Pi
1—; Var (X) = ZPI(XI—E(X))zz
2 1 /

e _ 1.(1_35)2+1 (2—35)2+1-(3—35)2+
3 & 6 ' 6 ' 6 '
41 bo(4-35P+ (5357 + (6357 =

1
5 % _ 175 59
6 1 6
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Vjerojatnost Varijanca slucajne varijable

Primjer. Distribucija vjerojatnosti za broj jednodnevnih izleta gorskog
vodica tijekom tjedna prikazana je u tablici. IzraCunajte oCekivanje,
varijancu i standardnu devijaciju.

Broj izleta (x;)

2 3 4 5 6

Pi

Rjesenje.

= Z PiXi
i

0.30 0.40 0.20 0.05 0.05

=0.30-2+040-3+0.20-4+0.05-5+0.05-6 =3.15

Var (X) = Zp, —E(X))?

= 0.30 -(2-3.15)> +0.40 - (3 - 3.15)> +0.20 - (4 — 3.15)?
+0.05- (5 —3.15)% +0.05 - (6 — 3.15)> = 1.13

Std.(X) = +/Var(X)=+Vv1.13=1.06

57/140



Vjerojatnost Varijanca slucajne varijable

Linearna transformacija slucajne varijable

Neka je varijabla Y dana s:
Y=aX+b.
Tada je

EY = aEX+b
Var Y = & Var X
Std. Y = |g Std. X
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Vjerojatnost Varijanca slucajne varijable

Primjer. Ukoliko kod bacanja nov¢i¢a pojavljivanje pisma oznacimo s 2
a pojavljivanje glave s 1, odredite oCekivanje i varijancu ovako
definirane slu¢ajne varijable.

Rjesenje. U prijasnjem primjeru smo pokazali da za slu€ajnu varijablu
(X) dobivenu tako da smo pismo oznacili s 1 a glavu s 0 vrijedi

EX = 05
Var X = 0.25

Ukoliko slu¢ajnu varijablu iz zadatka oznac¢imo s Y, tada je
Y=X+1.
Tada je

EY = EX+1=05+1=15
Var Y = Var X=0.25
Std. Y = VVar Y =v025=0.5
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Vjerojatnost Varijanca slucajne varijable

Primjer. U kutiji se nalazi deset nov€anica od 10 kn, pet od 20 kn, tri
od 50 kn, jedna od 100 kn i jedna od 1000 kn. Igra se sastoji od toga
da igra¢ za ulog od 200 kn ima pravo sluc¢ajno izvuéi jednu novéanicu.
IzraCunajte oCekivanje dobitka. Da li je igra pravedna?

Igra je pravedna ukoliko je ocekivanje dobitka 0. Ukoliko
je oCekivanje dobitka pozitivno, tada je igra u korist igraca, a ukoliko je
ocekivanje dobitka negativno tada je igra u korist organizatora (kuce).

Rjesenje. Za iznos slu€ajno izvucene novénice (slucajna varijabla X)
distribucija vjerojatnosti je dana u tablici:

Novcanica (x;) | 10 20 50 100 1000
f; 10 5 3 1 1
pi 0.50 0.25 0.15 0.05 0.05
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Vjerojatnost Varijanca slucajne varijable

Novcanica (x;) | 10 20 50 100 1000
fi 10 5 3 1 1
pi 0.50 0.25 0.15 0.05 0.05
E(X) = ) pixi=
i
= 050-10+4+0.25-20+0.15-50+ 0.05-100 + 0.05 - 1000 =
= 7250

Bududi da je dobitak jednak iznosu izvu€ene novcanice umanjenom za
ulog (200 kn):
Dobitak = X — 200,

vrijedi
E (Dobitak) = E (X) — 200 = 72.50 — 200 = —127.50

Dakle, igra nije pravedna, ve¢ je u korist kuce.
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Uniformna distribucija

Uniformna distribucija je distribucija vjerojatnosti kod koje sve

moguce vrijednosti sluCajne varijable imaju jednaku vjerojatnost
pojavljivanja.

Primjeri uniformne distribucije:
@ bacanje novci¢a

@ bacanje kocke

@ izvlacenje broja na Lotu
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Bernoullijeva distribucija

Bernoullijeva distribucija je distribucija vjerojatnosti kod koje
slu€ajna varijabla poprima samo dvije vrijednosti: 0i 1.

Primjeri Bernoullijeve distribucije:
@ bacanje novcica
@ izvlaCenje kuglice iz kutije s kuglicama dvije boje

@ 1 - pozitivan ishod eksperimenta,
0 - negativan ishod eksperimenta
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Slucajne varijable koje poprimaju samo dvije vrijednosti Cesto se
nazivaju dihotomne varijable (te vrijednosti ne trebaju biti 0 i 1).

Kod dihotomnih varijabli mi uvijek mo?emo jedan ishod ozna?itis 0 a
drugi s 1 te dobiti Bernoullijevu distribuciju.

—(—-

Mozemo definirati novu sluc¢ajnu vari-
‘ jablu s vrijednostima 0i 1:

1 - ako je izvucena crvena kuglica
. ‘ 0 - ako nije izvucena crvena kuglica (1j.
‘ . izvucena je crna kuglica).
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Vjerojatnost Bernoullijeva distribucija

Bernoullijeva distribucija:

Xi P i Xi |0 1
0 q pi|gq P
1. p

Bududéi da zbroj vjerojatnosti treba biti 1, vrijedi

p+q=1.

Bernoullijeva distribucija: L‘M
pi|1-p p
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Vjerojatnost Bernoullijeva distribucija

Ocekivanje i varijanca Bernoullijeve distribucije

Ocekivanje:
E(X)=0-(1-p)+1-p=p
Varijanca:
Var(X) = (1-p)-(0—p)>+p-(1-p)?° =
= (1-p)-PP+p-(1-pP°=
= (1=-p)-p-(p+(1-p)=
= (1-p)-p

Ocekivanje i varijanca Bernoullijeve distribucije

E(X) = p
Var(X) = (1-p)-p
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Primjer. Bacanje novci¢a.
p = 05
qg = 05
E(X) = p=05
Var(X) = p-(1-p)=05-05=0.25

Primjer. IzvlaCenje kuglice iz kutije s 6 crvenih i 4 crne kuglice.
Ukoliko je izvucena crvena kuglica vrijednost slu¢ajne varijable je 1.

p = 06
qg = 04
E(X) = p=06
Var(X) = p-(1—-p)=06-04=0.24
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Primjer. Slucajnu varijablu X definiramo kao broj koSeva postignutih u
tri bacanja. Vjerojatnost postizanja koSa u jednom bacaniju je 0.8.
Odredite distribuciju vjerojatnosti, ocekivanje i varijancu slucajne

varijable X.

Rjesenje. Slucajna varijabla X poprima vrijednosti 0, 1, 2 i 3. Mogudi

ishodi tri bacanja su:

1ib 2b 3b | X
0 0 010
0 0 1 1
0 1 0o |1
0 1 1 |2
1 0 0o |1
1 0 112
1 1 0 |2
1 1 113

P(000)

P(001)

P(110)

P(111)

P(0) - P(0) - P(0) =
0.2-0.2-0.2=0.008
P(010) = P(100) =
P(0)- P(0) - P(1) =
0.2-0.2-0.8=0.032
P(101) = P(011) =
P(1)- P(1) - P(0) =
0.8-0.8-02=0.128
P(1)-P(1) - P(1) =
0.8-0.8-0.8=0.512
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P(X=0) = P(000)=0.008

(
P(X=1) = P(100ili 010ili 001) =
= P(100) + P(010) + P(001) = 3-0.032 = 0.096

(

(

(

P(X=2) = P(110ili101li011) =
= P(110) + P(101) + P(011) = 3-0.128 = 0.384

P(X=3) = P(111)=0512

Distribucija vjerojatnosti slu¢ajne varijable X:

x| o 1 2 3
pi | 0.008 0.096 0.384 0512
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xi| O 1 2 3
p; | 0.008 0.096 0.384 0.512

Ocekivanje, varijanca i standardna devijacija:
E(X) = Y pixi=
= O.IOO8 -0+0.096-1+0.384-2+0.512-3 =2.400
var(X) = > pi(x —E(X))? =
i

= 0.008 - (0 — 2.400) + 0.096 - (1 — 2.400)? +
+0.384 - (2 — 2.400)? + 0.512 - (3 — 2.400)? = 0.480

/Var (X) = v/0.480 = 0.693

St.d. (X)
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Bacanje novcica kao zbroj tri varijable
Neka su

@ Xj - rezultat 1. bacanja (0/1)
@ X, - rezultat 2. bacanja (0/1)
@ Xj - rezultat 3. bacanja (0/1)

Uocimo da je vrijednost pojedine varijable broj postignutih koSeva u
pojedinom bacanju.

Slucajna varijabla X je broj postignutih koSeva u tri bacanja. Vrijedi

X:X1+X2—|-X3
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Vjerojatnost Bernoullijeva distribucija

Ocekivanja zbroja slucajnih varijabli

Neka su X i Y slu€ajne varijable s o¢ekivanjem E (X) i E(Y).
Tada je
E(X+Y)=E(X)+E(Y).

72/140



Za jedno bacanje smo pokazali da je
E(Xi) =E(X2) =E(X3) =0.8.
Kako je broj postignutih koSeva u tri bacanja jednako
X=X1+Xo+ Xs,
vrijedi

E (X) =E (X1 +X2+X3) =E (X1 )+E (X2)+E (X3) =0.8+0.84+08=24
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Nezavisne slucajne varijable

Ako slucajna varijabla X moze poprimiti vrijednosti x1, x2, X3, . .. tada je
X = x; dogadaj kada slucajna varijabla X poprima vrijednost x;.

Sli¢no, ako slucajna varijabla Y moze poprimiti vrijednosti y1, yo, ya, . . .
tada je Y = y; dogadaj kada slucajna varijabla Y poprima vrijednost y;.

Slucajne varijable X i Y su nezavisne ako su dogadaji X = x; i Y = y;
nezavisni za sve moguce vrijednosti x; i y;.

Dva dogadaja A i B su nezavisna ako je
P(BJA) = P(B).
Varijable X i Y su nezavisne ako je
P(Y = yi|X =x;) = P(Y = ).

za sve moguce vrijednosti x; i y;.
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Sluc¢ajna varijabla odgovara vjerojatnosnom pokusu (eksperimentu).
Slucajne varijable su nezavisne ukoliko su nezavisni odgovarajuci

slu€ajni pokusi, tj. rezultat jednog pokusa ne ovisi o rezultatu drugog
pokusa.

Primjer. Ako je X rezultat bacanja jedne kocke a Y rezultat bacanja
druge kocke tada su sluCajne varijable X i Y nezavisne.
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Primjer. Promatramo izvlaCenje karte iz Spila s 52 karte.
@ Varijabla X je boja izvuCene karte (pik, karo, herc, tref)

@ Varijabla Y je vrijednost izvucene karte (1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8,9, 10,
J, D, K)

Varijable X i Y su nezavisne.
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Rjesenje. Ve¢ smo pokazali da su dogadaji 'izvucen je as’ i 'izvucen je
tref’ nezavisni.

Istim zaklju€ivanjem mozemo pokazati da to vrijedi za bilo koju
vrijednost i bilo koju boju.

Neka je x bilo koja boja i neka je y bilo koja vrijednost. Tada je
1
P(Y_y]X_x)_ﬁ
jer u svakoj boji imamo to€¢no 13 mogudih vrijednosti.

Jer u cijelom $pilu imamo to€no 4 karte s vrijednoS¢u y, vrijedi

_4_1
~ 52 13

pa su dogadaji X = x i Y = y nezavisni za bilo koje vrijednosti x i y.
To znaci da su slucajne varijable X i Y nezavisne.

P(Y =y)
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Vjerojatnost Bernoullijeva distribucija

Varijanca zbroja slucajnih varijabli

Neka su X i Y nezavisne slucajne varijable s varijancom Var (X) i
Var (Y). Tada je

Var (X 4 Y) = Var (X) + Var (Y).

Napomena. Nezavisnost slu€ajnih varijabli je bitna pretpostavka.

Ukoliko slu¢ajne varijable nisu nezavisne tada formula ne treba
vrijediti, tj. ne mozemo je koristiti.
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Primjer. U primjeru s brojem postignutih koSeva u tri bacanja smo
pokazali da se broj postignutih koSeva X moze prikazati kao

X=X1+Xo+ X3

gdje su Xy, Xo, X3 rezultati pojedinog bacanja.
Vjerojatnost pogotka je p = 0.8 i X7, X5, X3 su Bernoullijeve slu¢ajne
varijable te je

Var (Xy) = Var (X3) = Var(Xz) =p-(1—p)=0.8-0.2=0.16
Jer su Xi, X5, X3 nezavisne, vrijedi
Var (X) = Var(Xj+ Xo+ X3)
= Var(Xj)+ Var(Xz) + Var(X3) =0.16 + 0.16 - 0.16 = 0.48

Vazno. Pojedino bacanje je nezavisno od preostala dva bacanja, tj.

slu€ajne varijable X, X> i X3 su nezavisne.
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Primjer.

IzraCunajte oCekivanije i varijancu za zbroj pri bacanju dvije igraCe
kocke.
Rjesenije.

@ Xj - rezultat bacanja 1. kocke

@ X, - rezultat bacanja 2. kocke

@ X = X; + Xo zbroj nakon bacanja dvije kocke
Pokazali smo da je

E(X;) = E(Xo)=35
Var(Xi) = Var(Xp) =292
Ocekivanje:
E(X)=E(Xi1+X2) =E(X{)+E(X2)=35+35=7

Varijanca

Var (X) = Var (X1 + X2) = Var (Xj) + Var (X)) =2.92 +2.92 = 5.84

80/140



Vjerojatnost Binomna distribucija

Binomna distribucija

Faktorijele
n=1.2.3 n
0 =1
Primjer.
3 = 1.2.3=6
4 = 1.2.3-4=24
5l = 1.2-3:4.5=120
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Primjer. Koliko troznamenkastih brojeva u svom zapisu sadrzi po
jednu znamenku 2, 4 i 5.

Rjesenije.

Na prvom mjestu moze biti bilo koja od 3 znamenke (3 slucaja).

U svakom od ta tri sluCaja na 2. mjestu je po jedna od preostale dvije
znamenke (po 2 sluéaja, ukupno 2 - 3 slu¢aja).

U svakom od tih 2 - 3 slu¢aja na 3. mjestu se nalazi (jedna) preostala
znamenka.

Ukupan broj slu¢ajeva: 3-2-1 = 3! = 6.

245 425 524
254 452 542
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Primjer. J.K., M.S., K.Z. i A.P. se natjeCu u slalomu. Koliko ima
mogucih zavrsnih redoslijeda natjecanja (ne uzimajuci u obzir
mogucnost istih vremenskih rezultata)?

Rjesenje.
Na prvom mjestu moze biti bilo koja od 4 natjecateljke (4 slucaja).

U svakom slucaju jedna od preostale 3 natjecateljke mo?e biti 2. (po 3
slu€aja).

Zatim, u svakom od tih slu€ajeva, po jedna od preostale 2 natjecateljke
moze biti 3, te na kraju, 4. je jedina preostala skijaSica.

Ukupan broj sluGajeva: 4 -3-2 -1 =41 = 24,
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Vjerojatnost Binomna distribucija

Binomni koeficijenti

(k) =row

Binomni koeficijent se ¢esto oznacava s ,Cy.

Iz skupa od n jedinki mozemo izabrati k jedinki na ,Cy razli¢itih nacina.
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Vjerojatnost Binomna distribucija

Primjer.

w ~ N o - A
N— N———— N———— N————

S/ N I/ N I/~

&~

4 44,
1@a—1) 113 1.6
58 _ 5 _120 o
21(5-2)! 2131 2.6
7! 70 567
31(7-3)! 34 6-6 =3
7! 7!
a7 -4y as P
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Binomna distribucija

@ Bernoullijev pokus je pokus kod kojeg su moguéa samo dva
ishoda (1 - uspjeh, 0 - neuspjeh).

@ Vjerojatnost uspjeha oznac¢avamo s p.
@ (Vjerojatnost neuspjehajeondag=1-p.)
@ Bernoullijeva razdioba

@ Ukoliko Bernoullijev pokus ponovimo n puta (s time da su svi
pokusi nezavisni) s brojem uspjesnih ishoda je definirana nova
slu¢ajna varijabla.

@ Distribuciju vjerojatnosti ove sluCajne varijable nazivamo binomna
distribucija.
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Vjerojatnost Binomna distribucija

Binomna distribucija
Vjerojatnost da se u n ponavljanja pokusa pojavi to¢no k
pozitivnih (uspjesnih) ishoda je

ﬂ@z(ﬁ)ﬂf”

gdje je:
— n - broj ponavljanja pokusa,
— k - broj pozitivnih ishoda,
— p - vjerojatnost pozitivhog ishoda u jednom pokusu,
— g =1 — p - vjerojatnost negativnog ishoda u jednom pokusu.
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@ Uocite da za razliCite vrijednosti ni p dobijamo razliCite distribucije.
@ Ukoliko zadamo ni p, jednoznacno smo zadali i distribuciju.

@ Brojevi ni p se nazivaju parametri binomne distribucije.

Ukoliko slu¢ajna varijabla X ima binomnu distribuciju koja odgovara
ponavljanju n pokusa pri ¢emu je vjerojatnost pojedinog ponovljenog
pokusa jednaka p, piSemo

X ~ B(n,p)
(Citamo: slu&ajna varijabla X ima binomnu distribuciju s parametrima

nip.)
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Primjer. Odredite distribuciju vjerojatnosti za broj postignutih koSeva iz
tri bacanja ukoliko je vjerojatnost pogotka u svakom bacanju jednaka
0.8.

Rjesenje. Uzastopno bacanje je ponavljanje jednog bacanja viSe puta.
Vijerojatnost pozitivnog ishoda (pogotka) u jednom bacanju je
p=0.8,
a vjerojatnost negativnog ishoda (promasaja) je
g=1-p=0.2
Broj pogodaka iz tri bacanja je binomna slu¢ajna varijabla:

X ~ B(3,0.8).
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P(0) = < 3 >0.8°-0.23_°

0 < 3 > 0.8°.0.2%2 = 0.2° = 0.008

0
P(1) = ( ? )0.81 L0281 = ( ? >0.81 .0.22 =
— 3.0.8-0.2°2 =0.096

P(2) = ( g >0.82 02372 = ( g )o.s2 02" =

— 3.0.82.0.2=0.384

P(3) = < 2 )o.s3 02878 = < g )o.s3 .0.20

= 0.8%3=0512
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Ocekivanje i varijanca binomne distribucije

Neka je X binomna slu¢ajna varijabla definirana kao broj uspjesnih
ishoda u n ponavljanja pokusa. Neka su

X - ishod 1. pokusa

Xo - ishod 2. pokusa

Xn - |shod n-tog pokusa

Tada je
X=Xi+Xo+ ...+ X,

Za nezavisne pokuse su i sluCajne varijable Xi, X, ..., X, nezavisne.

Ukoliko je p vjerojatnost uspjeha pojedinog ponavljanja pokusa,
pokazali smo da je

B(X) = E()=...=E(X)=p i
Var(X) = Var(Xp) =...=Var(Xa) = p(1 - p)
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Vjerojatnost Binomna distribucija

= EXi))+E(X2)+...+E(Xn) =
= p+p+...+p=
= n-p
Var (X) = Var(Xy+Xo+...+ Xn) =
= Var(Xjy) + Var(Xz) + ... + Var(X,) =
p-(1-p)+p-(1-p)+...+p-(1—-p)=
= n-p-(1-p)
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Vjerojatnost Binomna distribucija

Za slucajnu varijablu X s vjerojatnostima distribuiranim prema
binomnoj distribuciji s parametrima ni p (X ~ B(n, p)) vrijedi

E(X) = n-p
Var(X) = n-p-(1-p).
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Primjer. Odredite distribuciju vjerojatnosti, o¢ekivanje i varijancu za
broj pojavljivanja broja 6 kod bacanja pet igra¢ih kocaka.

Rjesenje. Bacanje pet kocaka odgovara pokusu od pet uzastopnih

bacanja kocke (pet puta ponavljamo isti pokus).

Vjerojatnost pozitivhog ishoda (da padne broj 6) u jednom bacanju je
p= 6

a vjerojatnost negativnog ishoda (da ne padne broj 6) je

g=1-p="2.
6
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Vjerojatnost Binomna distribucija

Dakle, radi se 0 binomnoj razdiobi s parametrima

1
n=>5 p_é.
Ocekivanje i varijanca:
E(X) = n-p=5 1—§—0833
- TPErETe T
Var(X) = n-p (1—p):5-;-2—§2:0.694
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Distribucija vjerojatnosti zadana je s

- (3= (D) @

zak =0,1,2,3,4,5.

o = (8)(2) Q)" o
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Primjer.

IzraCunajte vjerojatnost da ¢e se kod bacanja pet kocaka broj 6
a) pojaviti barem 4 puta.
b) pojaviti barem jednom.
c) pojaviti barem dva puta.

Rjesenje. Distribuciju vjerojatnosti smo izraCunali u proSlom primjeru:

P(k)
0.4019

0.4019
0.1608
0.0322
0.0032

0.0001
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a) Vjerojatnost da Ce se broj 6 pojaviti barem 4 puta:

P(4ili 5) = P(4) + P(5) = 0.0032 + 0.0001 = 0.0033

b) Vjerojatnost da ¢e se broj 6 pojaviti barem jednom:
P(1ili2ili 3ili 4ii5) =1 — P(0) = 170.4019 = 0.5981
c¢) Vjerojatnost da ¢e se broj 6 pojaviti barem 2 puta:

P(2ili 3ili4ili5) =1— P(0)— P(1) = 1 — 0.4019 — 0.4019 = 0.1962
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Binomna razdioba vjerojatnosti, n =5

0.7 0.7
0.6 - 0.6 1
5E p=0,1 b p=0,3
g 0.4 4 g 04 4
2 03 e 03 -
0.2 - 0.2+
0.1 1 01
0+ 0-
o 1 2 3 4 5 [ 2 3 4 5
k k
0.7 07
0.6 p=05 0.6 7 p=0,7
0.5 A 051
g 0.4 1 g 04
203 - & 0.3
0.2 - 0.2 -
0.1 1 01
0 0
0o 1 2 3 4 5 0o 1 2 3 4 5
k k
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Binomna razdioba vjerojatnosti, p = 0.3

04 04
n=5 n=10
0.3 1 0.3 -
=45 =45
E-DQ F 02
01 1 01 1
0 0
0 1 2 3 4 5 0123 45678910
k k
0.4 0.4
= n=20
03 1 n=1a 03 1
= =
T 029 T 0219
0 'I A, ‘I‘l‘-. . . 0~ 'I ALL ‘I‘l'. e
15 0 15 20
k k
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Binomna razdioba vjerojatnosti, n- p = 1

P(k)

P(k)

0.4

0.3 1

0.2 1

0.1 1

n=20,p=0,05

0.4 4

0.3 1

P(k)

0.2

0.1 7

n=10,p=0,1

n =50, p=0,02
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Beskonacan (prebrojiv) skup vrijednosti slucajne
varijable

Primjer. Slu€ajna varijabla je definirana kao broj uspejesnih bacanja u
pokusu u kojem loptu bacamo na ko$ sve dok ne promasimo. Odredite
distribuciju vjerojatnosti slu¢ajne varijable ako je vjerojatnost
uspjesSnog bacanja (pogotka u jednom bacanju) 0.8. Kolika je
vjerojatnost da ¢emo imati tocno 5 uspjesnih uzastopnih bacanja?

Rjesenje. Moguce vrijednosti sluCajne varijable su
0,1,2,3,4,5,...
Uocite da vrijednost slu€ajne varijable moze biti bilo koji broj.

Vijerojatnost pogotka je
p=0.8,
a vjerojatnost promasaja je

g=1-p=0.2
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Oznacima uspjeSno bacanje s + a neuspjeSno s -. Sada je

P(+)=08 i P(-)=0.2—

Ako smo imali 0 uspjesnih bacanja, to znaci da smo promasili u prvom
bacanju pa je
P(0) = P(-)=0.2.

Ako je vrijednost varijable 1, to znaci da smo u prvom bacanju pogodili
ko$ (vjerojatnost tog dogadaja je 0.8) a u drugom bacanju smo ga
promasili, pa je vjerojatnost da smo imali jedno uspjesSno bacanje u
nizu jednaka

P(1)=P(+-)=P(+)-P(-)=0.8-02=0.16.

Vjerojatnost za dva uspje$na bacanja u nizu je
P(2)=P(++-)=P(+)-P(+)-P(-)=0.8-0.8-0.2=0.128.
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Ukoliko je vrijednost varijable k, to znaci da smo imali k uspjesnih
bacanja u nizu i k 4+ 1-vo bacanje je bilo neuspjesno:

P(K) = P(+...4-)=
= P(+)~7°(+)-- P(+)-P(-) =
= 0.8'0.8\;..,(.-0.8‘0.2:
= o.ek.o.g

P(5) = 0.8°-0.2 = 0.065536

Ovo nije binomna distribucija.
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N il i dtioucic

Funkcija distribucije

Primjer. Kolika je vjerojatnost da ¢e u 5 bacanja biti postignuto
a) najvise 3 kosa;
b) barem 3 ko$a,

ukoliko je vjerojatnost pogotka jednaka 0.8?

Rjesenje. U jednom od prethodnih primjera smo izraCunali distribuciju
vjerojatnosti za 3 bacanja.

Na isti nacin izratunamo distribuciju vjerojatnosti za 5 bacanja (n = 5).
k| P(k)

0.00032

0.00640

0.05120

0.20480

0.40960

0.32768

o8 0 00 = o
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Vjerojatnost Funkcija distribucije

b) najvise 3 kosa
Oili 1ili 2ili 3 kosa

P(k)
0.00032
0.00640
0.05120
0.20480
0.40960
0.32768

O WON=OXx

P(najviSe 3 koSa) = 0.00032+0.00640+0.05120+0.20480 = 0.26272
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Vjerojatnost Funkcija distribucije

a) barem 3 kosa
3ili 4ili 5 koSeva

P(k)
0.00032
0.00640
0.05120
0.20480
0.40960
0.32768

aswND =2 O x

P(barem 3 koSa) = 0.20480 + 0.40960 + 0.32768 = 0.94208
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Primjer. Kolika je vjerojatnost da ¢e u 300 bacanja biti postignuto
a) najvise 250 koSeva;
b) barem 250 koSeva,

ukoliko je vjerojatnost pogotka jednaka 0.8?

Postupak iz prethodnog primjera zahtijeva previse racunanja.
Prakti¢no je neprimjenjiv u ovom slucaju.
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Izracunajmo kumulativne vjerojatnosti u primjeru s 5 bacanja.

k| P(k) |P()+...+ Pk
0 | 0.00032 0.00032
1| 0.00640 0.00672
2 | 0.05120 0.05792
3 | 0.20480 0.26272
4 | 0.40960 0.67232
5 | 0.32768 1.00000

Zbroj vjerojatnosti nam predstavlja vjerojatnost da je broj pogodaka

maniji lil jednak k.
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Vjerojatnost za barem najviSe 3 pogotka u pet bacanja oCitavamo

direktno iz tablice:

P(k)

P(1)+ ...+ P(k)

0.00032
0.00640
0.05120
0.20480
0.40960
0.32768

OO wWND-—=2OX

0.00032
0.00672
0.05792
0.26272
0.67232
1.00000

P(najviSe 3 kosa) = 0.26272

Ako je X broj postignutih koSeva, ovo mozemo zapisati kao

P(X < 3) = 0.26272
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Da je postignuto 3 i vise koSeva zapisujemo kao X > 3.
Pripadnu vjerojatnost ne mozemo ociteti iz tablice.

X > 3 je suprotan dogadaj od X < 3, 1. X < 2. Zato je

P(X>3)=1-P(X<2)

k P(k) P(1)+ ...+ P(k)
0 | 0.00032 0.00032
1 | 0.00640 0.00672
2 | 0.05120 0.05792
3 | 0.20480 0.26272
4 | 0.40960 0.67232
5 | 0.32768 1.00000

P(X >38)=1— P(X <2)=1-0.05792 = 0.94208
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Vjerojatnost Funkcija distribucije

definirana s

Za slu€ajnu varijablu X funkcija distribucije (vjerojatnosti) je

F(x) = P(X < x).

Kod binomne distribucije smo postupnim zbrajanjem vjerojatnosti

izraGunali funkciju distribucije:

k

P(k)

F(k)

ab~hwOwND-—=O

0.00032
0.00640
0.05120
0.20480
0.40960
0.32768

0.00032
0.00672
0.05792
0.26272
0.67232
1.00000
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Vjerojatnost Funkcija distribucije

Kako rijesiti problem sa 300 bacanja?
Vrijednosti su tabelirane.

@ StatistiCke tablice.

@ Statisticki racunalni paketi.

R

@ RijeSimo primjer s 5 bacanja pomoc¢u R-a.
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Vjerojatnost Funkcija distribucije

Primjer statisticke tablice

Binomna distribucija, n = 5, p = 0.8, funkcija distribucije

1 8 TaBLEs
"
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Vjerojatnost:
> dbinom (3, size=5, prob=0.8)
0.2048

Funkcija distribucije:
> pbinom (3, size=5, prob=0.8)
0.26272

Primjer s 300 bacanja: > pbinom (250, size=300, prob=0.8)
0.9377926
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Vjerojatnost Funkcija distribucije

Vjerojatnost da ¢e biti postignuto najvise 250 koSeva:

P(X < 250) = 0.937793
Vjerojatnost da ¢e biti postignuto barem 250 koSeva:
P(X>250) = 1-P(X<250)=1—P(X <249)=

= 1-0.917037 = 0.082963

> pbinom (249, size=300, prob=0.8)
0.9170369
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Poissonova distribucija

Primjer. Arsenal kao domacin po utakmici postize u prosjeku 1.89
gola. Kolika je vjerojatnost da ¢e na utakmici (kod kuce) postiéi to¢no 3
gola?

Rjesenje. Distribucija? Binomna?

Tijekom utakmice n posjeda lopte.

Iz svakog posjeda vjerojatnost pogotka je p.

Broj uspjeha u n ponavljanja (posjeda) — Binomna distribucija, B(n, p).
Koliki su ni p?

1.89 golova po utakmici — Ocekivanje je n- p = 1.89

Iz zadatka ne mozemo saznati koliki su ni p.
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Za veliki nimali p (n- p reda veli¢ine 1) binomna distribucija je slicna

Poissonovoj distribuciji.

Usporedba binomne (n- p = 1) i Poissonove razdiobe vjerojatnosti

(A=1)

0.4

0.3 A

P(k)

0.1 A

04

03 4

P(k)

0.4 4

0.2

024

P(k)

P(k)

04

03

02

01

0.4

03

0.2

0.4
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Poissonova distribucija

Distribucija vjerojatnosti Poissonove distribucije je dana s

k
P(X = k) = A7ef*,

- k=0,1,2,...

A je parametar distribucije: Po()\)
Ocekivanje za Poissonovu distribuciju:  E (X) = A

Ako binomnu distribuciju aproksimiramo Poissonovom distribucijom
stavlamo A = n- p.
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Vjerojatnost Funkcija distribucije

Vratimo se na zadatak.

1.89 golova po utakmici — Oc¢ekivanjeje A =n-p=1.89

Poissonova distribucija: Po(1.89).

1.893
—€

P(X=3)= —3

R:

~189 = 0.1700
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Vjerojatnost Funkcija distribucije

Kolika je vjerojatnost da ¢e Arsenal posti¢i barem 3 zgoditka?
P(X>3)=1-P(x<3)=1-P(X<2)=

> ppois (2, lambda=1.89)
0.7064193

=1-0.706419 = 0.293581
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Vjerojatnost Funkcija distribucije

Normalna (Gaussov) distribucija

Neka je X binomna slu¢ajna varijabla s parametrima nii p.
Promatrajmo standardiziriranu slu¢ajnu varijablu

Z_X—E(x)_ X—n-p
©oSed.(X)  \/p(1—p)n’

Za standardiziranu varijablu je E (X) = 0 i Var (X) = 1.
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Distribucija vjerojatnosti standardizirane binomne varijable
(p=10.5,n= 10,100,500, 10000)

n =500 n = 10000
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Vjerojatnost Funkcija distribucije

Funkcija distribucija vjerojatnosti standardizirane binomne varijable
(p=0.5;n=10,100,500, 10000)

n =10000
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Uocljivo je da se distribucija ove standardizirane varijable stabilizira
kada je n velik.

Za veliki n je distribucija standardizirane varijable slicna distribuciji pod
nazivom normalna distribucija.

Normalna distribucija spada u klasu neprekidnih distribucija (slu¢ajna
varijabla s normalnom distribucijom moze poprimiti sve moguce
vrijednosti).
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Neprekidna distribucija.

Za distribuciju vjerojatnosti slu¢ajne varijable kazemo da je
neprekidna ukoliko postoji funkcija f takva da je

X
P(X < x) = / f(t)alt.

—0o0

Vjerojatnost je zadana povrdinom ispod krivulje:

1

f
%x_)\

X
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Funkcija gustoce vjerojatnosti.

Funkcija f se naziva funkcija gustoce vjerojatnosti.

Svojstva funkcije gustoce:

@ f(x) > 0 - vjerojatnost je uvijek pozitivha

° / f(t)dt = 1 - vjerojatnost sigurnog dogadaja je 1.

Ocekivanje neprekidne slucajne varijable:

E(X):/ootf(t)dt

—0o0

Varijanca:
Var (X) = E(X — E(X))? = E(X?) — (E(X))?
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Vjerojatnost Normalna distribucija

Normalna distribucija.

Funkcija gustoce vjerojatnosti za normalnu distribuciju:

1 _x=w?
e 202
over

u, o - parametri normalne distribucije

f(x) =

Ocekivanje za normalnu distribuciju:
E(X) = p
Varijanca za normalnu distribuciju:

Var (X) = 02
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Vjerojatnost Normalna distribucija

Jedini¢na normalna distribucija

uw=0,0=1
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Vjerojatnost Normalna distribucija

Funkcija gusto¢e za normalnu distribuciju (x =0, o = 0.5,1,2)

1
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Vjerojatnost Normalna distribucija

Funkcija gusto¢e za normalnu distribuciju (x = —2,0,2, o = 1)

1

w=—2 1

e
N
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Vjerojatnost Normalna distribucija

Funkcija distribucije za normalnu distribuciju (« =0, 0 = 0.5,1,2)

1
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Vjerojatnost Normalna distribucija

Funkcija distribucije za normalnu distribuciju (x = -2,0,2, 0 = 1)

1

134/140



Vjerojatnost Normalna distribucija

Ako varijabla X ima normalnu razdiobu onda i a- X + b takoder ima
normalnu razdiobu!

Za normalnu varijablu X s o&ekivanjem y i varijancom o2,
standardizirana varijabla

ima normalnu razdiobu s ocekivanjem 0 i varijancom 1.
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Vjerojatnost Normalna distribucija

Primjer. Ako slucajna varijabla X ima normalnu razdiobu N(3,4),
kolika je vjerojatnost da ¢e vrijednost slucajne varijable biti manja od
5?

Rjesenje. u =3, 0°=4, o0c=2

P(X < 5)=?
> pnorm (5, mean=3, sd=2)

0.8413447

P(X < 5) = 0.8413
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Vjerojatnost Normalna distribucija

Kako izraCunati P(a < X < b)?

f
m

a 0 b

P(a< X < b)=P(X < b)— P(X < a)

Uocite da je kod neprekidnih distribucija P(X = a) = 0 za
svaki a.
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Vjerojatnost Normalna distribucija

Primjer. Kolika je vjerojatnost da ¢e slu¢ajna varijabla s normalnom
razdiobom N(0, 1) poprimiti vrijednost izmedu -1i27?

Rjesenje. u1 =0, o?>=1, o=1

P(—1<X<2)=P(X<2)—P(X<-1)

\4

pnorm (2, mean=0, sd=1)
0.9772499
> pnorm (-1, mean=0, sd=1)

0.1586553

P(-1<X<2) = PX<2)—P(X<-1)=
— 0.977250 — 0.158655 = 0.818595
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Vjerojatnost Normalna distribucija

-1 0 1
99.7% podataka

Plu—oc<X<pu+oc) = 0.682689
Plu—2-c<X<pu+2-0) = 0954500
P(u—3-0<X<u+3-0) = 0.997300
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Vjerojatnost Normalna distribucija

Jo$ neke neprekidne distribucije
@ Studentova (t) distribucija
@ F distribucija
@ x? (‘chi’ kvadrat) distribucija
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