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1. DUALNI PROSTOR

1.1. Uvodne napomene. Ovaj kolegij se nastavlja na ranije kolegije iz
linearne algebre. Neke pojmove i rezultate od ranije koristiti ¢emo. Njih
¢emo ponoviti kroz teorijske zadatke koji se nalaze na sluzbenom web-u
kolegija.

Uvodimo notaciju koju ¢emo koristiti u cijelom kolegiju:
e K je polje; za nas najcesce polje realnih brojeva R ili polje komplek-
snih brojeva C
V,W,U,... oznacava, ako se ne naglasi drugacije, kona¢no dimenzi-
onalan vektorski prostor nad K
v,w,u, T,y, ... su oznake za vektore
A, B,C,... su oznake za linearne operatore ili matrice
0 oznacava nul-vektor ili nulu u K
skalari su obi¢no oznaceni grékim slovima a, 3,7, . . ..

1.2. Linearna kombinacija vektora. Linearna nezavisnost vektora.
U sljedeéih nekoliko definicija V' je proizvoljan vektorski prostor. Neka su
V1,...,00b EViag,...,a, € K. Tada se vektor

a1V + QU + - - -+ QpUp

naziva linearna kombinacija vektora vy, ..., v, s koeficijentima asq, ..., a,.

Neka je S C V bilo koji neprazan podskup. Iz linearne algebre znamo da
je skup svih linearnih kombinacija [S] vektora iz S vektorski potprostor u
V. Kazemo da S razapinje V ako [S] = V. Ponekad ¢emo za konacan skup
S ={ai,...,a;} pisatii [S] = (a1,...,ax).

Skup S5 se sastoji od linearno nezavisnih vektora ako za svaki konacan niz
V1,...,U, €5 vrijedi

oaqvy +oagvg+ -+ apv, =0 — g =ay=---=a, = 0.

Tada nul-vektor nije element skupa S.

Neka je S C V bilo koji neprazan podskup koji se sastoji od linearno
nezavisnih vektora. Kazemo da je S baza za V ako je [S] = V.

Neka je V' vektorski prostor razli¢it od nul-vektorskog prostora tj. V #
{0}. Neka je S C V bilo koji neprazan podskup koji razapinje V. Tada
postoji 8" C S koji je baza za V.

V' je konacno dimenzionalan nad K ako postoji konacan i neprazan skup
S koji razapinje V. Posebno, prema prethodnome paragrafu, postoji baza
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S s kona¢no mnogo elemenata. Sve baze imaju isti broj elemenata i taj broj
nazivamo dimengzija prostora V.

1.3. Koordinatizacija. Od sada su svi vektorski prostori kona¢no dimen-
zionalni. Uredena baza za V, n = dimV je uredena n-torka vektora iz

v
e=(e1,...,en).
takva da je
S = {61,...,€n}
baza za V. Razlog za prelazak na uredenu bazu je koordinatizacija od V
koja je temeljena na slijede¢em principu:
Zasvakiv € V postoji jedinstvena uredena n-torka skalara (A1, A, ..., Ap)
takva da

v =Are1 + Ageg + -+ Aep.

To nam omogudcuje identifikacije

A
A2
Ve Myxi(K), v+— | .
An
ili
Ve Mign(K), ve— (A, Aoy oor 3 A0

My xn(K) je vektorski prostor svih matrica koje imaju m redaka i n
stupaca:

a1 192 o qln
Qo1 Q2 o Qop

A:(Oéij): . . . R OzijEK.
am1 Om2 - Omp.

Njegova je dimenzija mn.

1.4. Linearni operatori. Preslikavanje A : V' — W naziva se linearan
operator ako vrijedi

Az + py) = Nz + pAy, Va,y eV, VA u € K.

Skup svih linearnih operatora V' — W oznacavamo s L(V, W). Skup L(V, W)
je vektorski prostor uz uobicajene operacije zbrajanja i mnozenja vektora s
skalarom:

o (A+B)z™ Az + B, A, Be L(V,W), z€V;
o M)z Nz, AcL(V,W), zeV, \e K.
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1.5. Kompozicija linearnih preslikavanja. Neka je A € L(V,W) i B €
L(W,U). Tada definiramo linearan operator BA € L(V,U) kao kompoziciju

preslikavanja:

(BA)x  B(Az), zeV.

1.6. Linearan operator zadan na bazi. Matrica operatora. Neka je
e = (e1,...,e,) baza za V i wy,...,w, bilo koji niz vektora iz W. Tada
postoji jedinstven linearan operator A € L(V, W) takav da

A, =w; i=1,... n.
Eksplicitno, za vektor
v=MAer+ e+ -+ ey, €V,

imamo
Av = Mwi + Aows + -+ - + A\ wp,.
Ako je f = (f1,..., fm) baza za W. Onda mozemo pisati

Aer = anfi+asifo+ -+ amifm
Aey = anafi +asafa+ -+ amafm

Ae, = alnfl +a2nf2 + - +amnfm

te na taj nacin operatoru A pridruzujemo matricu

a1 a12 e A1n

21 Q22 e Q2n
A(fe) =

am1 Om2 - Qmp.

Matrica A(f,e) naziva se matrica operatora A u paru baza f i e. Na taj
nac¢in dolazimo do identifikacije

A<+— A(f,e), L(V,W) <+— Mpxn(K),
koja pokazuje da je
dim L(V,W) =mn =dimV - dim W.

Ova identifikacija ovisi o izboru baze e za V' i baze f za W.

1.7. Jezgra i slika operatora. Neka je A € L(V,W). Tada definiramo:

e Slika operatora A je vektorski potprostor u W zadan s R(A) =

d
imA % {weW; FweV, w= Av}. Dimenzija vektorskog pros-
tora R(A) naziva se rang operatora A i oznacava s r(A).

e Jezgra operatora A je vektorski potprostor u V' zadan s N(A) =

ker A % {veV; Av=0}. Dimenzija vektorskog prostora N(A)
naziva se defekt operatora A i oznacava s d(A).



VEKTORSKI PROSTORI 7

Neka je A € L(V,W). Iz Linearne algebre znamo:
e A je injektivan ako i samo ako N(A) = {0} ako i samo ako d(A) = 0;
e A je surjektivan ako i samo ako R(A) = W ako i samo ako r(A) =
dim W.
e Teorem o rangu i defektu: r(A4) + d(A) = dim V.

1.8. Dualan prostor. Dualni prostor, u oznaci V' (ili V*), prostora V
definirase s V' = L(V, K). Kako je K jednodimenzionalan vektorski prostor
nad K to nalazimo da je

dimV’' =dim L(V,K) =dimV - dim K = dimV - 1 = dim V.

Elemente (ili vektore) prostora V' nazivamo linearni funkcionali: f: V — K.
Uocimo da je f(v) € K za svaki v € V. Nadalje, funkcija f : V — K je
linearan funkcional na V' ako vrijedi

fQx +py) = Af(x) + pfly), Yo,y eV, VA ue K.

Neka je e = (ey,...,e,) baza za V. Tada definiramo n-torku funkcionala
e =(e,...,e)

na sljedeé¢i nacin:

en(er) =0 e (e2) =0 e,(e3)=0... el (en) =1

Lema 1.2. ¢ je baza vektorskog prostora V'. Takva baza naziva se dualna
baza baze e. Nadalje, za svaki f € V', vrijedi slijedeci prikaz u bazi €':

f=fler)ey + flex)ey + -+ flen)er,.

Dokaz. Kako je dim V' = n, dovoljno je dokazati da su funkcionali €], ... e
linearno nezavisni. Neka je

/
n

el + - Apel, = 0.
Uoc¢imo da je 0 u toj relaciji nul-funckional.
Relacija je ekvivalentna sa
e (v) + - Apel(v) =0, YoeV.

Sada uzimajuéi redom v = ey, ..., e, i koristeéi (1.1) nalazimo da je A\ =
0,....,A\, =0.

Ostaje dokazati zadnju tvrdnju u lemi. Kako je prema prvom dijelu do-
kaza ¢’ baza za V', to postoje skalari aq,...,a, € K tako da

/ / /
f=oa1e] +agey + -+ ane,.
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Ova relacija je ekvivalentna sa
f(v) = a1€y(v) + azez(v) + -+ + aney, (v), YveV.

Sada uzimajuéi redom v = ey, ..., e, i koristeéi (1.1) nalazimo da je a; =

f(el)aﬂ-aan:f(en)’ O

1.9. Kanonska bilinearna forma. Neka je V vektorski prostor i neka je
V' dualan prostor. Cesto se koristi oznaka

(, fly = f(z) ilisamo (z,f) = f(z).
Tada je preslikavanje
VxV =K, (z,f)—(z,f)
bilinearno, tj. linearno u svakom argumentu:

(a1v1 + ague, f) = a1 (vr, f) + ao(va, f)
(v, B1fr + Baf2) = Bi(v, fr) + B2(v, fa),

gdje su ay,a9,31,82 € K, v,v1,v9 € V, f,f1,fo € V'. Primijetimo da
je linearnost u prvom argumentu u stvari linearnost funkcije f € V/, a
linearnost u drugom argumentu je u stvari definicija zbrajanja funkcija i
mnozenja funkcija skalarom.

Bilinearnu formu ( , )y zovemo kanonskom bilinearnom formom. Ko-
riste¢i ove oznake i Kroneckerov simbol 4;;, definiciju dualne baze mozemo
zapisati kao

(ei,e;>:5¢j, ’i,j:1,...,n.

1.10. Adjungirani operator. Neka je A € L(V,W) zadan. Tada za svaki
linearan funkcional g € W' = L(W, K) definiramo linearan funkcional na
sljedeéi nacin:

v g(Av) Yo e V.

Lagano se uvjerimo da smo na taj na¢in dobili linearan funkcional na V.
Taj funkcional ozna¢imo s f = A'g.

Uocimo nadalje da smo na taj nac¢in dobili preslikavanje W’ — V' koje
preslikava funkcional g na funkcional f = A’g za svaki g € W’. Dakle imamo

(1.3) F(v) = (Ag)(v) = g(Av) Vo € V.

Uvjerimo se da je zapravo to preslikavanje linearno tj. A’ € L(W’, V).

Zaista, treba pokazati

A Mg+ X2g2) = MA' g1 + XAge, Vgi,92 € W', VA1, X € K.
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Ekvivalento, treba pokazati

(A" (A1g1 + A2g2)) (v) = A1 (A'g1)(v) + Aa(A'ga) (v),

zasve v €V, g1,g0 € W, A, 0 € K.

Koristeéi (1.3), drugacije zapisana gornja relacija poprima ekvivalentan
oblik

(A1g1 + A2g2) (Av) = A1g1(Av) + Aaga(Av),

koji je oc¢igledno tocan.

Neka je A € L(V,W). Operator A’ € L(W', V') nazivamo adjungirani
operator operatora A. Koristeéi uvedene oznake za kanonsku bilinearnu
formu definiciju adjungiranog operatora mozemo zapisati kao

(@, A'g)v = (Az, g)w.

Ako je e baza za V i f baza za W, onda vrijedi:

Propozicija 1.4.
A 1) = A(f,e)',

gdje t oznacava transponiranu matricu.

Dokaz. Stavimo

o Q12 Qg

Q21 22 e (0%77)
A(fa 6) -

Am1 Om2 - Qe

ili ekvivalentno

Aey =anfi+aafo+ -+ amifm
Aes = anafi +aafo+ -+ amafm

Aep, = aipfi +oonfo+ -+ @mn fm-

Takoder, stavimo

Bu Bz - Bim
A f) = 5:21 5:22 52:m
ﬁnl 6n2 e /Bnm

ili ekvivalentno

A'fl = Bri€] + Paieh + -+ + Bnrel,
A = Bro€] + Pazeh + - - - + Bnaer,

A/f;n = /Blmell + B2m6/2 + -+ ﬂan;L
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Imamo

k=1

= (A,fg,) (€:)

= fi (Ae;)

= f; <Z akifk) =3 anif] (fr)
k=1 k=1

= aj;

1.11. Kanonski izomorfizam. Stavimo
V"= (V).
Ocigledno imamo sljedece
dim V" =dim V' = dim V.
Nadalje, imamo kanonsko preslikavanje v — v” sa V u V" definirano ovako

(1.5) V'(f) = f(v), VfeV.

Lema 1.6. Kanonsko preslikavanje je linearno i bijektivno (= izomorfizam
vektorskih prostora) izmedu V i V. To nam omoguéuje identificirati V sa
dualom od V'. U tom smislu, svaka baza e prostora V je dualna baza svoje
dualne baze €.

Dokaz. 1z Linearne algebre znamo da je dovoljno pokazati da je kanonsko
preslikavanje linearno i injektivno. Dokaz linearnosti je slican dokazu da je
A’ linearan operator i moze se provesti ovako.
Neka su z,y € V, a, 8 € K. Treba dokazati da vrijedi
(ax + By)" = az” + By".

Ekvivalentno

(az + By)" (f) = o (f) + BY"(f), VfeV'

Koristedi (1.5), nalazimo

flaz + By) = af(z) + Bf(y),

a to je definicija linearnosti od f.

Kako smo pokazali da je kanonsko preslikavanje linearno, ostaje vidjeti da
je injektvno, a za to je dovoljno pokazati da z” = 0 povlaci x = 0. Zaista,
opet koristeéi (1.5), nalazimo

0=2"(f) = f(x), VfeV.
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Dakle, z € V zadovoljava da f(x) = 0 za svaki linearan funkcional. Ako z
ne bi bio nuzno nul-vektor, onda bismo mogli konstruirati bazu e tako da
e1 = x. Medutim tada €} (z) = €| (e1) = 1. To je kontradikcija. O

U svjetlu identifikacije V' i V” promotrimo pojam adjungiranog operatora.
Kako je V' =V i W” = W, zanima nas $to je adjungirani operator A” od
A’ gdje je A € L(V,W) zadan. Po definiciji vrijedi A" € L(W',V"). Zato

A" e LV W) = L(V,W).
Nadalje, ako (1.3) primjenimo na A’ to nalazimo

(A"2")(g) = 2" (A'g), Vx € V,Vge W'
Raspisano u svjetlu identifikacija (u kojima je z” = x), gornja jednakost
glasi
9(A"z) = (A'g)(2).

Konaéno, desna strana se zbog (1.3) moze napisati kao

9(A"z) = (A'g)(z) = g(Ax).
Ostaje sjetiti se da ovo vrijedi za svaki g € W/ ix = 2” € V. Dakle

A'x = Ax.

To povlaci A = A”.

1.12. Anihilatori skupova u V i V’. Neka je S C V. Onda definiramo
anihilator od S

SO={feV' f(s)=0, Vse S}
Jednostavno se utvrdi da se radi o vektorskom potprostoru u V’. Isto tako
za T C V' definiramo

T°={veV; tlv)=0, Vt € T}.

Jednostavno se utvrdi da se radi o vektorskom potprostoru u V.

Lema 1.7. Neka je W potprostor uw V. Tada vrijedi:

(i) dim W% = dim V — dim W'.

(i) (W) =W,
Dokaz. Neka je e = (eq,...,e,) baza za V takva da je (ey,...,ex) baza
za W ukoliko je W # {0}, a inace bilo koja baza i stavimo k = 0. Neka
je, kao §to je uobicajeno, € dualna baza od e. Tada (1.1) pokazuje da
€1 € € WO A ako je f € WO, onda iz (vidi lemu 1.2)

f=fler)er + flea)ey + -+ flen)en = flert1)er + - + flen)en.
Dakle, (€}, ---,ey) je baza za WO, Dakle

dmW?=n—(k+1)+1=n—k=dimV — dimW.

Ovim je (i) dokazano.



12 GORAN MUIC I MIRKO PRIMC

Za dokaz tvrdnje (ii), uoc¢imo da polazeci od baze (e}, ,..., €y, €},...,€})

za V' &iji pocetak je baza za W0 dualna baza je upravo (€41, - -, €n, €1, - - -, €k).
Stoga, dokaz tvrdnje (i) pokazuje da je baza za (WO)O upravo (eq,...,eg).
Ovim je (ii) dokazano. O

1.13. Rang adjungiranog operatora.

Teorem 1.8. Neka je A € L(V,W). Tada vrijedi
(i) N(A") = R(A)° (ili ekvivalentno R(A) = N(A")°).
(i) N(A) = R(A") (ili ekvivalentno R(A") = N(A)?).
(iii) r(A") =r(A).

Dokaz. Iskazana ekvivalencija tvrdnji u (i) i (ii) je posljedica prethodne
leme 1.7 (ii). Nadalje, (ii) slijedi iz (i) primjenom na operator A’ umjesto
A te uz identifikaciju A = A”. Zato, za dokaz (i) i (ii) dovoljno je dokazati
samo N(A') = R(A)° .
Podsjetimo da je A" € L(W’,V’). Imamo redom:
gEN(A) <= Ag=0 = Aglv)=0,YveV
— g(Av) =0,Yvo eV
— g(w) =0,Yw € R(A)
— g€ R(A)".
Ovim je N(A’) = R(A)° dokazano.
Ostaje dokazati jos (iii). Imamo
r(A) = dim R(A) = (zbog (1))
= dim N(A")? = (lema 1.7 (i))
= dim W’ — dim N (A') =
= dim W' — d(A’) = (teorem o rangu i defektu)
=r(A").
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2. MINIMALNI POLINOM LINEARNOG OPERATORA

2.1. Algebra operatora. Neka je K polje realnih brojeva R ili polje kom-
pleksnih brojeva C i V' kona¢no dimenzionalan vektorski prostor nad K,

dimV = n.

Vektorski prostor L(V, V') linearnih operatora sa V' u V obi¢no ozna¢avamo
kao L(V). To je isto kona¢no dimenzionalan vektorski prostor,

dim L(V) = (dim V)? = n2.
Osim operacija zbrajanja A + B i mnozenja skalarom \A za A, B € L(V)
i A € K, na L(V) imamo i operaciju mnozenja AB operatora definiranu kao
kompoziciju preslikavanja AB = A o B, tj.
o (AB)z ™ A(Bx), A, BeL(V), zeV.
Opcenito je kompozicija preslikavanja asocijativna jer je po definiciji
(A(BC))(z) = A(BC)(x)) = A(B(C(x))) = (AB)(C(z)) = (AB)C)(x),
pa posebno za mnozenje u L(V') vrijedi asocijativnost
A(BC) = (AB)C.
MnozZenje operatora je distributivno u odnosu na zbrajanje, tj. za sve
operatore A, B,C € L(V) vrijedi
(A+ B)C = AC + BC,
A(B+C)=AB+ AC.

Prva relacija slijedi iz definicija mnoZzenja i zbrajanja jer za svaki z € V
imamo

(A+B)C)z = (A+B)(Cz) = A(Cz)+B(Cx) = (AC)z+(BC)z = (AC+BC)z.

Na slican nacin dokazujemo i drugu relaciju koristeéi definicije mnozenja i
zbrajanja operatora i aditivnost preslikavanja A:

(A(B+C))z = A((B+C)x) = A(Bx+Cz) = A(Bx)+A(Cz) = --- = (AB+AC)zx.

Na slican se nacin provjerava i homogenost mnozenja operatora u odnosu
na mnozenje skalarom, tj. za sve A € K i operatore A, B € L(V) vrijedi

(M)B = \(AB),
A(AB) = AM(AB).
Na kraju, identitetu I € L(V),
Ir=x zasve xz €V,
zovemo jedini¢nim operatorom jer s obzirom na mnozenje imamo
IA=AI=A
za svaki A € L(V).

Zbog svih navedenih svojstava zbrajanja, mnozenja skalarom i mnozenja
u L(V) kazemo da je L(V') asocijativna algebra s jedinicom 1.
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2.2. Regularni operatori. Za operator A € L(V') kazemo da je regularan
ako ima inverz u algebri operatora L(V'), tj. postoji operator B € L(V)
takav da je

AB=BA=1.
Takav B je jedinstven (jer AC = CA =1 povla¢ci C =CI =CAB=1B =

B) i oznacava se B = A~L.

Lema 2.1. Linearni operator A € L(V) je regularan ako i samo ako je
AV =V bijekcija, tj. ima inverzno preslikavange iz V u V.

Dokaz. Ako je A regularan i B njegov inverz, onda Ax = Ay i BA = 1
povlaci
y=1Iy=BAy = BAx = Iz = x.
Znaci da je A injekcija. Relacija AB=11ix €V daje
xr=1Ir = ABux,

pa je A surjekcija.

Obratno, ako je A bijekcija, onda postoji inverzno preslikavanje B. Za
z iy uV postoje jedinstveni u i v takvi da je x = Au iy = Av. Zbog
aditivnosti preslikavanja A imamo

B(x +vy) = B(Au+ Av) = B(A(u+v)) = I(u+v) = u+ v = Bx + By,
a zbog homogenosti preslikavanja A za A € K imamo
B(A\x) = B(Au) = B(A(A\u)) = I(Au) = Au = ABzx.
Znaci da je B linearno. No onda je B inverz od A u L(V). O
Podsjetimo se da iz teorema o rangu i defektu slijedi da je za operator

A € L(V) ekvivalentno:

e A je bijekcija,

e A je injekcija,

e A je surjekcija.

Iz dokaza leme 2.1 i gornje tvrdnje vidimo da je za operatore A, B € L(V')
ekvivalentno

e AB=BA=1,

e BA=1,

e AB=1.
2.3. Koordinatizacija. Neka je e = (ej,ea,...,e,) uredena baza za V.
Tada za svaki v € V postoji jedinstvena n-torka skalara (A1, Aa,...,A,)
takva da

(2.2) v = A1e1 + doea + - + Apen.
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Tu n-torku skalara zovemo koordinatama vektora v u uredenoj bazi e i
obi¢no je zapisujemo kao vektor-stupac v(e),

Al
v(e) = /\:2
Ao
Preslikavanje v — wv(e) zovemo koordinatizacijom vektorskog prostora V'
u uredenoj bazi e. Buduéi da je koordinatizacija linearna bijekcija, ona

nam omogucuje identifikacije vektorskog prostora V s vektorskim prostorom
jednostupcéanih matrica M, «1(K) = K",

A1
A2

Ve Mpa(K), veovle)=] .

An

Svojstvo linearnosti koordinatizacije mozemo zapisati kao

(2.3) (v+w)(e) =v(e) +wle), (av)(e)=av(e),

pri ¢emu su na lijevim stranama jednakosti operacije u V', a na desnim

stranama operacije u K.

2.4. Matrica operatora i algebra matrica. Ako je e = (e1,...,€p)
uredena baza za V', onda za operator A: V — V imamo matricu opera-
tora u paru baza

A(e) = Ale,e),

tj. imamo n x n matricu A(e) = («;;) definiranu relacijama

n
A@j: E Q;5€4.
=1

To znaci da j-ti stupac matrice operatora A(e) ¢ine koordinate vektora Ae;
u bazi e, tj. vektor-stupac Aej(e), a ¢itavu matricu po stupcima mozemo
zapisati kao

Ale) = (Aei(e), ..., Aey(e)).
Zbog linearnosti operatora A za vektor (2.2) imamo

Av = M Aey + AgAes + - - - + N\, Aey,.
Odavle linearnost koordinatizacije (2.3) povlaéi
(Av)(e) = A1(Aer)(e) + Aa(Ae2)(e) + -+ - + A\ (Aeyn)(e),

Sto obi¢no zapisujemo kao produkt matrice A(e) i vektora v(e), tj.

(2.4) (Av)(e) = A(e)v(e).
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Veé smo rekli da preslikavanje A — A(e) daje identifikaciju vektorskog
prostora linearnih operatora i vektorskog prostora matrica, u nasem slucaju

A Ale), L(V) < Myxn(K).
Zadatak 2.5. Dokazite da A < A(e) daje identifikaciju asocijativnih algebri
s jedinicom, tj.
* (AB)(e) = A(e)B(e),
o [(e) = I,, = jedini¢na n X n matrica.

Ako je f = (f1,..., fn) neka druga uredena baza u V, onda je matrica
prijelaza

T11 712 ... Tin

21 722 ... Ton
T:

™1l Tn2 ... Tnn

iz baze e u bazu f definirana relacijama

n
fi = mijes
i=1

To znaéi da j-ti stupac matrice operatora 1T’ ¢ine koordinate vektora f; u bazi
e, tj. vektor-stupac fj(e), a ¢itavu matricu po stupcima mozemo zapisati
kao

T = (fi(e), ..., fule)).
Buduéi da su stupci matrice T baza u K™, to je T regularna matrica, tj.
ima inverz T!.
Zbog linearnosti koordinatizacije (2.3) za vektor
v=pafit o+ pnfn

prikazan u bazi f imamo

v(e) = lel(e) +ee ann(e)y

Sto obi¢no zapisujemo kao produkt matrice 7' i vektora v(f)

M1
v(e) = pafi(e) + -+ pnfnle) = (frle), ..., fale)) | = | =Tu(f).
Hn

Zbog regularnosti matrice prijelaza T" dobivamo formulu

(2.6) v(f) =T u(e)

kojom su koordinate vektora u “novoj”’ bazi f izrazene pomocéu matrice
prijelaza i koordinata vektora u “staroj” bazi e. S druge strane, matrica
operatora u “novoj” bazi f dana je pomoc¢u matrice operatora u “staroj”
bazi e formulom

(2.7) A(f) =T A(e)T.
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Naime, za y = Ax iz (2.4) slijedi y(e) = A(e)z(e) i y(f) = A(f)z(f), a to i
(2.6) povlaci
A(Nz(f) = y(f) =T y(e) = T A(e)a(e) = T~ A(e)Ta(f)

za sve vektore z(f) u K".

2.5. Determinanta i svojstveni polinom operatora. Za n x n matricu
B = (B;j) definiramo determinantu

det B= Y (=1)7Bo1)1Bs(2)2 - - Bonns
oeS(n)
pri ¢emu sumiramo po grupi S(n) svih permutacija o skupa {1,2,...,n},
a (—1)? € {1,—1} oznacava predznak permutacije o. U Linearnoj algebri
dokazana su Cetiri vazna teorema

e Matrica B je regularna ako i samo ako je det B # 0,
e Binet-Cauchyjev teorem: det(BC') = (det B)(det C),
e karakteristicni ili svojstveni polinom matrice
kp(x) = det(xl, — B)
je normirani polinom stupnja n, tj polinom oblika
2"+ ap_ 1z 4z +ag

s vodedim koeficijentom a,, = 1 i

e Hamilton-Cayleyjev teorem: kp(B) = 0, tj.
B"+ap_1B" '+ -+ B+agl, = 0.

Ako je e uredena baza u V' i A linearan operator na V', onda determinantu
operatora definiramo kao determinantu njegove matrice u bazi e, tj.

det A det A(e).
Ova definicija ne ovisi o izboru baze od V jer nam formula (2.6) i Binet-
Cauchyjev teorem daju
det A(f) = det(T ' A(e)T) = det T~ det A(e) det T = det A(e) det T det T~ !
= det A(e) det(TT 1) = det A(e) det(I,,) = det A(e).

Bududi da je preslikavanje A — A(e) izomorfizam algebri, iz prve dvije
tvrdnje za matrice slijedi:

e A€ L(V) je regularan operator ako i samo ako je det A # 0 i

e za operatore vrijedi Binet-Cauchyjev teorem: det AD = det Adet D.

Naravno, karakteristi¢éni ili svojstveni polinom operatora A € L(V') defi-
niramo kao
ka(z) = det(zl — A).

Vrlo ¢esto pisemo k4(A) umjesto ka(z). Iz druge dvije tvrdnje za matrice
slijedi:
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e karakteristi¢ni (svojstveni) polinom operatora
ka(z) =det(zl — A)
je normirani polinom stupnja n, tj polinom oblika
2"+ ap1x 4+ +ag

s vodedim koeficijentom «,, = 1 1
e Hamilton-Cayleyjev teorem: k4(A4) = 0, tj.

A" + OénflAn_l + -+ OélA + Oéo] = 0.

2.6. Algebra polinoma i evaluacija. U prethodnom razmatranju govorili
smo o polinomu matrice f(B) ili polinomu operatora f(A) ako je zadan
polinom f(x) = apa™+---+ajz+ag. “Uvrstavanje operatora A u polinom
f(x)” zasluzuje malo paznje:

Buduéi da je polinom u potpunosti odreden svojim koeficijentima, for-
malno polinom definiramo kao niz koeficijenata

Ay XLy e ooy Oy e v

u polju K od kojih je najvise kona¢no mnogo razli¢itih od nula. Za takav
polinom piSemo
F(X) = apx*
k>0
i kazemo da je polinom u varijabli X. Ako je a;, # 01 ap = 0 za sve k > m,
onda kazemo da je a,, vodedi koeficijent polinoma f(X) i da je polinom
stupnja m, pisemo deg f(X) = m. Kazemo da je polinom normiran ako mu

je vodedi koeficijent jednak 1 € K.
Operacije zbrajanja i mnozenja skalarom definirane su na uobicajen nacin:

FX) +9(X) = X+ grx* o > (o + Br) XF,

k>0 k>0 k>0
nf(X) =1y XP N ey xk,
k>0 k>0

Lako je provjeriti da je skup svih polinoma K[X] s koeficijentima u polju K
beskona¢no dimenzionalan vektorski prostor s bazom

LX, X2, Xx™

PICIRITI

I mnozenje polinoma definiramo na uobicajen nag¢in:

090 = [ Saxt | [ x| CS | S s | x5

i>0 >0 k>0 | it+j=k
1,j>0
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Mnozenje polinoma je asocijativno, bilinearno® i ima jedinicu 1. Naravno,

mnozenje je i komutativno, pa kazemo da je K[X] asocijativna komutativna
algebra s jedinicom. Valja se podsjetiti da za polinome razli¢ite od nule
vrijedi

deg(f(X)g(X)) = deg f(X) + deg g(X).

Kazemo da g(X) dijeli f(X) i pisemo g(X)|f(X) ako je f(X) = h(X)g(X)
za neki polinom h(X).

Ako je A asocijativna algebra s jedinicom I, npr. algebra operatora
A = L(V) ili algebra n x n matrica A = M;,x,(K) ili polje A = K, i
A element algebre A, onda na bazi vektorskog prostora K|[X]| definiramo
linearno preslikavanje

Xt AL i=0,1,2,... ,

tj. 1— 1, X+— A, X?+— A% ... . Zbog linearnosti imamo
FXO) =) apXF s f(A) =) apdr,
k>0 k>0

Zato to preslikavanje f(X) — f(A) zovemo evaluacijom polinoma na ele-
mentu A. Za operator A kazemo da ponistava polinom f(X) ako je

J(A) = 0.
Buduéi da su oba mnozenja asocijativna imamo
XiXT=X" i AAT = A" gzasve i,j=0,1,2,... .

Lako je vidjeti da iz ovih relacija slijedi da je evaluacija homomorfizam
algebri, tj. da pored linearnosti vrijedi

f(X)9(X) = f(A)g(A) zasve f,ge K[X],
odnosno
(f9)(A) = f(A)g(A).
To ¢e nam biti vazno kasnije kada ¢emo zakljucivati da formula
f(X) = h(X)g(X) +r(X)

za dijeljenje polinoma f(X) polinomom ¢(X) s ostatkom r(X) povlaé¢i od-
govarajuc¢u formulu za operatore

f(A) = h(A)g(A) +r(A).

1tj. mnozenje polinomom s lijeva i mnozenje polinomom s desna je distributivno u
odnosu na zbrajanje i homogeno u odnosu na mnozenje skalarom
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2.7. Minimalni polinom operatora. Neka je A € L(V). Promatrajmo

niz od n? + 1 operatora
2

1A A2, .. A7

Buduéi da je n? +1 > dim L(V) = n?, taj je niz operatora linearno zavisan,
a jednoclani niz I je linearno nezavisan jer je I # 0. Znac¢i da postoji
1 < m < n? takav da je niz operatora

I,A A% ... A"
linearno zavisan, a niz
I,A A% . AT
linearno nezavisan. To znaci da postoji netrivijalna linearna kombinacija
(2.8) — piod — A — poA? — o+ A =0

i da mora biti y,, # 0. Smijemo pretpostaviti da je u,,, = 1, jer inace relaciju
(2.8) podijelimo s fiy,. Stavimo

(2.9) pA(X) = X" = fly 1 X — = X — g
Tada iz relacije (2.8) slijedi da A ponistava polinom p4(X), tj.
pna(A) = 0.

Teorem 2.10. Neka je A € L(V). Tada imamo

(1) pa(X) € K[X] je jedinstveni normirani polinom najmanjeg stupnja

kojeg A ponistava.

(2) Ako A ponistava f(X) € K[X], onda pa(X) dijeli polinom f(X).

(3) pa(X) dijeli svojstveni polinom ka(X) i degpa(X) < dimV.
Dokaz. (1) Kad bi postojao polinom f(X) # 0 stupnja r < m kojeg A
ponistava, onda bismo imali netrivijalnu linearnu kombinaciju

aol + aq A+ asA? + -+, A" =0,
a, # 0, suprotno izboru m. Kad bi postojao normirani polinom f(X) #
1a(X) stupnja m kojeg A ponistava, onda bismo imali polinom f(X) —
1a(X) # 0 stupnja manjeg od m kojeg A ponistava, suprotno ve¢ dokaza-
nom.
(2) Neka A ponistava f(X). Dijeljenjem polinoma dobijamo
fF(X) = h(X)pa(X) + r(X),

pri ¢emu je ostatak r(X) polinom stupnja < m. No f(A) =01 pa(A) =0
povlagi r(A) = 0, pa prema prvom dijelu dokaza mora biti r(X) = 0.
(3) slijedi iz (2) i Hamilton-Cayleyjevog teorema. O

Primijetimo da je zbog gornjeg teorema minimalni polinom p4(X) dan
formulom (2.9).

Teorem 2.11. Neka je A € L(V).
(1) A je regularan ako i samo ako je pa(0) # 0.
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(2) Ako je A regularan, onda je

1 _
(2.12) Al 2 ogm-1 _Hmol o gm2 Mg
Ho Ho Ho
Dokaz. Neka je
pA(X) = X" — fy 1 X — o — i X — p.
Tada je pa(0) = —pug. Ako je A regularan, tj. ima inverz A~!, onda je

1o 7 0. Naime, u protivnom bismo imali da A poni§tava normirani polinom
stupnja m — 1,

0=A"pa(A) = A" (A™ — py 1 A" — o — g A)
— AT AT
a to je prema prethodnom teoremu nemoguce.
Obrat. Ako je ug # 0, onda u relaciji
pa(A) = A™ — p g A" — g A — gl =0

¢lan —pugl prebacimo na desnu stranu, dobivenu jednakost podijelimo s pg
i na lijevoj strani izlu¢imo A. Tada iz

<1Am—1_“m1Am—2_..._“1[>A:]
Ho Ho Ho
slijedi da je A regularan te formula (2.12). O

Lema 2.13. Neka je A€ L(V) i A € K. Tada je A— M\ regularan operator
ako i samo ako je pa(\) # 0.

Dokaz. Zbog prethodnog teorema je dovoljno dokazati da je
pra-xr(X) = pa(X + A).

Buduéi da je evaluacija polinoma u B = A — Al homomorfizam algebri, to
je

pA(X +X) = pa(A—=A+ M) =pa(A) =0.
Znaci da operator B poniStava polinom p4(X 4+ A). Kad to ne bi bio mi-
nimalni polinom za B, onda bi A = B + Al poniStavao polinom f(X) =
up(X — ) koji je manjeg stupnja od deg 114 (X), suprotno teoremu 2.10. O

2.8. Racunanje minimalnog polinoma. Dali je niz vektora ay,...,am u
K™ linearno nezavisan ili ne mozemo utvrditi svodenjem matrice (a1, . . . , am)
na donju stepenastu formu koristeé¢i elementarne transformacije. Taj isti
postupak primijenjujemo i pri odredivanju linearne nezavisnosti niza

LA A2 .. A™

u konstrukciji minimalnog polinoma operatora. U prvom ¢lanu niza oda-
beremo matriéni element razli¢it od nule i pomocéu njega “eliminiramo” od-
govarajuée matricne elemente u preostalim ¢lanovima niza. Tako dobijemo
novi niz matrica

A117 A125 MR A].WH
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pri cemu je

Alj:Aj_Bljjv j:]-a"'ama
za odgovarajuce koeficijente 31;. Ako matrica Aj; nije nula, odaberemo
matri¢ni element razli¢it od nule i pomoc¢u njega “eliminiramo” odgovarajuce

matri¢ne elemente u preostalim ¢lanovima niza. Tako dobijemo novi niz
matrica

Ago, ..., Ao,
pri Cemu je
Agj = Arj — PojA11, j=2,...,m,
za odgovarajuce koeficijente B2;. Taj postupak nastavljamo sve dok ne do-
bijemo
Apm =0 1 Ap_1m—1 #0,

a rezultate mozemo zapisati u tablici

I A A2 ... A™
AH A12 - Alm
A22 - Agm

Amm

Iz postupka je oCito da je niz matrica
I? Alla A227 s 7Am71,m71
linearno nezavisan, a niz
Ia A117 A227 ey Am,17m,1, Amm
linearno zavisan. Buduéi da je taj niz dobiven iz niza
I,A A% ... A"

elementarnim transformacijama, slijedi i linearna zavisnost tog niza. Netri-
vijalnu linearnu kombinaciju dobivamo uvrStavanjem zapisanih izraza za
matrice Ag;:

0= Amm = Am—l,m - /Bm—l,mAm—l,m—l = .. .
Primjer 2.14. Za matricu A imamo
2 3 0 8 2 14 4 6
A=|-—2 0 1|, A%=|-1 —2 —-7|, A= -4 -16 2
1 2 -1 -4 0 6 2 4 —18

i u jediniénoj matrici I biramo mjesto 11 na kojem eliminiramo matricne
elemente u ostalim matricama u nizu:

2 3
Ap=A-pBul=1-2 -1 1 za 11 =1,
1 2 =2
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0] 8 2

Ag = A% — Brel=1-1 -2 -7 za P12 =0,
-4 0 6
0] 4 6
A3 = A3 — Bisl=1-4 -2 2 za 13 = —14.
2 4 —4

Sada u matrici A11 biramo matriéni element 2 na mjestu 32 pomoéu kojeg
eliminiramo elemente u ostalim matricama u nizu:

0 8 2
Agg = A1g — oA = | -1 -2 —7 za  Pa2 =0,
-4 0 6
0 00
Agg=A13—Pa3An= (0 0 0] za faz=2.
0 00

Buduéi da v matrici Ass = 0 nema elemenata razlicitih od nule koje bismo
trebali eliminirati, biramo B3z = 0 1 dobivamo

Az = Azz — 042 = 0.

Sada vidimo da je niz matrica I, A11, Aso nezavisan, a niz I, A11, Ago, Ass
zavisan, pa zokljucujemo da je stupanj minimalnog polinoma m = 3. Netri-
vijalnu kombinaciju matrica I, A, A%, A3 dobivamo uwvritavanjem

0= Asg = Ag3—0Agp = Aj3—2A1; = (A +141)—2(A—1) = A>—2A+161.
Znaci da je minimalni polinom jednak

pa(X) = X3 -2X 4 16.
2.9. Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori. Neka je A € L(V).
Ako je
(2.15) Av =X v zaneki v#0,

onda kazemo da je A € K svojstvena vrijednost operatora A i da je v svoj-
stveni vektor operatora A (za svojstvenu vrijednost A). Skup svih svoj-
stvenih vrijednosti operatora A zovemo spektrom operatora A i ozna¢avamo
sa

o4 ={\ € K | \ je svojstvena vrijednost od A}.
Prepisemo li relaciju (2.15) kao
(A= X)v=0, v#0,

postaje oc¢ito da je A svojstvena vrijednost od A ako i samo ako A — AI nije
injekcija. No A — AI nije injekcija ako i samo ako A — AI nije bijekcija, pa
zbog leme 2.1 imamo

o4 ={\ € K| A— M nije regularan operator}.



24 GORAN MUIC I MIRKO PRIMC

1z karakterizacije regularnih operatora pomoc¢u determinante dobivamo spek-
tar kao skup nultocaka svojstvenog polinoma

oA = {)\ e K ‘ kA()\) = 0},
a iz leme 2.13 dobivamo spektar kao skup nulto¢aka minimalnog polinoma
oA = {)\E K ’ ,U,A(/\) :0}.

Za danu svojstvenu vrijednost A skup svih pripadnih svojstvenih vektora
je skup svih netrivijalnih rjesenja homogenog sustava jednadzbi

(A= Xz =0.
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3. NILPOTENTNI OPERATORI

Iz Linearne algebre (vidi predavanje 1 ili predavanje 2 ovdje) operatoru
A € L(V) u bazi e pridruzujemo kvadratnu matricu A(e) koja je tablica od
n X n, n = dimV, brojeva koji potpuno odreduju operator A. Promjenom
baze mijenja se matrica po shemi objasnjenoj u 2.4. Cilj iduéa tri predava-
nja je za zadani operator pronac¢i bazu e u kojoj A(e) ima najjednostavniji
oblik tzv. Jordanovu formu operatora A. U najveéoj opéenitosti to ée biti
moguce napraviti samo uz restrikciju da je polje algebarski zatvoreno K = C.
Ipak prvi korak koji danas studiramo to ne zahtjeva i u ovom predavanju
pretpostavljamo da je K = C ili K = R.

3.1. Invarijantni potprostori. Neka je A € L(V). Kazemo da je pot-
prostor Vo C V invarijantan obzirom na operator A ili A-invarijantan
ako

Yvg € Vo = Avg € V.

Tada, restrikcija Ag = Aly;, definira lineran operator na Vp tj. Ao € L(Vp).

Uvijek su {0} i V invarijantni potprostori za A € L(V'). Interesantniji
primjer dobivamo ako uzmemo svojstvenu vrijednost A € 4. Tada je svoj-
stveni potprostor

Ww={veV: Av=Xv}

A-invarijantan i Aly, je skalarni operator A\I, gdje je I = Iy,, identiteta
na V)\.

Kazemo da je V je direktna suma potprostora Vi,...,V,, ako se svaki
v € V moze na jedinstven nacin zapisati kao suma vektora v + - -+ + vy,
gdjesuv; € V; zat=1,...,m; piSemo

VeViiVet oV

1z definicije direktne sume potprostora slijedi da za izabrane baze za Vi, ..., V,,
mozemo formirati bazu za V na ovaj nacin

baza za V = (baza za Vi, ..., baza za V).
Pretpostavimo nadalje da su Vi, ..., V,, A-invarijantni. Definiramo restrik-
cije A; = Aly, € L(V;), i =1,...,m, te ih prikazemo matricama u gore iza—

branim bazama A;(baza za V;). Nije tesko provjeriti da je matrica A(baza za V)
blok dijagonalna matricas:

Aj(baza za Vi)
As(baza za V3)
A(baza za V) =
A, (baza za Vi)

Trivijalan slu¢aj blok dijagonalne dekompozicije je m =1tj. V = V1.
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3.2. Nilpotentni operatori i indeks nilpotentnosti. Linearan operator
N € L(V) naziva se nilpotentan operator ako postoji prirodan broj p takav
da NP = 0. Uoc¢imo da je tada

NPFL=N.NP=N.0=0, NPP2=N.NPH' =N.0=0, ....

Nul-operator je o¢igledno nilpotentan operator. Medutim, ako je operator
N zadan u nekoj uredenoj bazi e matricom

e = (o) = Me2=(g ).

N?2=0

i N je nilpotentan.Ovaj operator nije nul-operator jer u bazi e njegova ma-

trica
(0 0) 7 o)

Neka je N € L(V) nilpotentan operator. Najmanji p > 1 takav da je
NP = (0 nazivamo indeks nilpotentnosti operatora N. Ukoliko stavimo
NO = I (ukljuéujuéi sluéaj kada je N jednak nul-operatoru), onda je indeks
nilpotentnosti jedinstveno odreden s idu¢a dva svojstva

p>1

onda vrijedi

NP7L£0 i NP =0.
Npr. ako je N nul-operator onda je (po konvenciji) N = I'i N' = N = 0.
Dakle p = 1 u ovom slucaju. Nadalje, za gore zadan operator N matricom

01 Ao B — 2
0 @) lmamop=2.

3.3. Vazna lema. Ovdje dokazujemo sljedeéi tehnicki rezultat koji ¢e biti
koristen u dokazu osnovnog rezultata ovog predavanja.

Lema 3.1. Neka je N € L(V) nilpotentan operator indeksa p. Neka je
v € V proizvoljan vektor koji zadovoljava NP~'v # 0. Tada su vektori

v, Nv,...,NP"ly

linearno nezavisni. Posebno, linearna ljuska, u oznaci (v, Nv, ..., NP~ y),
tih vektora je potprostor u V dimenzije p.

Dokaz. Neka su ayp,...,ap—1 € K takvi da

(3.2) agv + ayNv+ -+ a, 1 NP1y = 0.
Kako je NP =0 to imamo NPt! = NP+2 = ... = (. Posebno, imamo
NPy = NPty = NPP2y = ... =,

ali, zbog nase pretpostavke

NP~ Ly £ 0.
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Nadalje, ako na jednakost (3.2) djelujemo s NP1, ona se reducira na
g (prlv) =0 = a9=0.
Sada, zbog ap = 0, (3.2) postaje
arNv+ -+ ozp_leflv =0.
Primjenjujuéi na tu jednakost N?~2 dobijemo
o (prlv) =0 = a1 =0.

Ovaj postupak ponavljamo dok ne pokazemo da su svi o; = 0. ([l

Ova lema daje nam ocjenu na indeks nilpotentnosti.
Korolar 3.3. Neka je N € L(V') nilpotentan operator indeksa p. Tada je
p<dimV.

Dokaz. Kako je NP~1 = 0, to postoji v € V koji zadovoljava NP1y # 0.
Lema 3.1 povlaci

p = dim(v, Nv,..., NP"1y) < dimV,

jer dimenzija potprostora nije nikada veca od dimenzije cijelog prostora. [

Korolar 3.4. Neka je N € L(V) nilpotentan operator indeksa p. Neka je
v € V proizvoljan vektor koji zadovoljava NP~'v # 0. Tada vrijedi

N ((v,Nv, .. .,prlv)) = (Nv,N?v,...,NP"Y) je dimenzije p — 1
N? ((v, Nu,..., Np7111>) = (N%v,N3v,..., NP7l je dimenzije p — 2

NP1 (<U7NU, e ,Np*lv>) = (Np71v> je dimenzije 1
N* ((v,Nv,...,NP~10)) = (0) je dimenzije 0 za k > p.

Dokaz. Lema 3.1 pokazuje da su vektori v, Nv,..., NP1y linearno neza-
visni. Prema tome i svaki podskup tih vektora je linearno nezavisan. Dakle,
posebno su Nv, N2v,..., NP~!y linearno nezavisni i lagano se vidi da raza-
pinju sliku od (v, Nv, ..., NP~1v) pri djelovanju od N. Dakle

N ((v, Nuv,..., Np_1v>) = (Nv,N?v,...,NP"1) je dimenzije p — 1.

Ostale tvrdnje dokazuju se sli¢no. ([l
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3.4. Elementarna Jordanova klijetka; slucéaj p = dimV = n. Podsje-
timo da je nasa konvencija da je V' # {0} (ukoliko drugacije ne kazemo).
Pretpostavimo da je N € L(V) takav da je p = dimV = n. Kako je
NP~ £ 0, to postoji v € V koji zadovoljava NP~y # 0. Lema 3.1 povlaci
da su vektori

v, Nv,...,NP"ly

linearno nezavisni. Oni razapinju cijeli V' jer je p = n. Dakle, bazu
e=(e1,€2,...,6p)

mozemo zadati ako stavimo (p = n)

e =N""1loy

g = N" 2y

en—1 = Nv

en = 0.

Tu bazu zovemo ciklicCkom bazom za nilpotentni operator N indeksa p
jednakog dimenziji prostora. Za ciklicku bazu imamo

Ne; = N(N" o) = Nw=0 jerjep=n
Neg = N(N"2p) = N1y = ¢

Ne, 1 = N(Nv) = N*v=e,
Ne, = Nv=-¢e,_1.

Stoga u toj bazi matrica operatora N (e) ima posebno jednostavan oblik

01 0 0

0 0 1 0
Ne=|

0 0 0 1

00 O 0

Ova matrica ima jedinice iznad dijagonale, ponekad kazemo da ima jedi-
nice na gornjoj sporednoj dijagonali, a svi ostali matri¢ni elementi su nula.
Naziva se elementarna Jordanova klijetka i oznacava s J,.

Pogledajmo neke primjere:
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n=1— J1:(0

~—

nema gornje sporedne dijagonale na kojoj bi bile jedinice!

0 1
n:2:>J2:<0 0>
01 0
n=3 = J3=10 0 1
0 00
01 00
00 10
n=4 — Jy = 000 1
00 0O

Primjer 3.6. Neka je u kanonskoj bazi e = (e1, ez, €3), gdje je

1 0 0
€] = 0 , €3 = 1 , €3 = 0 s
0 0 1
operator N zadan sa
-3 -5 -9
Ne)=19 3 9
-3 1 0
Tada je
-9 -9 -18 0 00
N(e)?=|-271 —27 —54|, N()3*=[0 0 0
18 18 36 0 0O

Dakle, N je nilpotentan operator indeksa

p=dimV = 3.
Ako uzmemo
1
v=e= (0],
0
onda je
-3
N(e)y=N(e)es= | 9
-3
1
-9
N(e)?v = N(e)?e; = | —27
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Dakle, ako stavimo € = N%v, el = Nv, ey = v, onda u bazi € = (e}, e}, e}),
matrica operatora N dana je sa

010
0 0 1
0 00

U jeziku matrica ovaj rezultat moZe se objasniti na slijedeéi nacin. Neka
je matrica T matrica prijelaza iz baze e u bazu €' (vidi (2.4))

N(e') = Jg =

-9 31
T = (e(e),eq(e), e5(e)) = [ —27 9 0],
18 -3 0

onda imamo

N()=J3=T"'N(e)T.

3.5. Opéi sluéaj: p < dimV = n. Neka je N € L(V) nilpotentan operator
indeksa p. Korolar 3.3 povlaci p < dimV = n. U prosloj tocki promatrali
smo specijalan slucaj p = n. U ovoj toc¢ki dokazujemo opdi rezultat:

Teorem 3.7. Neka je N € L(V) nilpotentan operator indeksa p. Tada
postoji dekompozicija

(3.8) V=Vi+ Vot +Vn, p=dmV,

takva da

a) p1>p2 > >pp > 1lip=pi,
b) za svaki i, V; je N—invarijantan,

.. d . . .
c) za svaki i, N; lof Ny, je nilpotentan indeksa p;.

U gornjem rastavu (3.8) dimenzije p; prostora V; su izmedu 1 i p, te nadalje,
za svaki 1 < k < p, rastav (3.8) sadrzi tocno®

PN 4 r(VE) — 2r(VF)
k—dimenzionalnih potprostora; drugim rijecima

#{i; pi =k} =r(N") +p(NFY) = 2r(NF).

Prije dokaza teorema 3.7 objasnimo njegovo znacenje i jednu njegovu
posljedicu. Istaknimo najprije da mora vrijediti

n=dimV =dimV; +dimVo +---+dimV,, =p1 +p2 + -+ + P

Iz dokaza teorema bit ¢e jasno da Vi,...,V,, koji zadovoljavaju (3.8) i
svojstva a)—c) nisu jedinstveni. Medutim, c) i razmatranja iz 3.4 povlace da

20vdje koristimo oznaku r(A) = dimimA za rang operatora A.
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za svaki ¢ mozemo izabrati bazu od V; tako da

o1 o0 --- 0
oo 1 --- 0
Ni(baza od V;) = Jp, = Pt . , matrica je dimenzije p; X p;.
o0 .-~ 0 1
oo o0 - 0

Dakle, ako kao u tocki 3.1, formiramo bazu za V na ovaj nacin
baza za V = (baza za Vi,...,baza za V),
onda je matrica N(baza za V') blok dijagonalna matrica:
Ny (baza za V7)
Ny (baza za Va)
N(baza za V) =

Ny (baza za Vi)

Jpl
. Jpz
Ipm
lako V1, ..., V,, koji zadovoljavaju (3.8) i svojstva a)—c) nisu jedinstveni,
dobivena matrica
Jpl
Ipa

me

ne ovisi o njihovom izboru (tj. postupku dolaska do matri¢nog
prikaza) zbog svojstva a) i ¢injenice da za svaki 1 < k < p vrijedi

#{i; pi =k} =r(N*") 4 r(N*1) —27(NF),

gdje je 7(N¥) rang operatora N*.

Kombinatorno: na prostoru M,,x1(K), ukanonskoj bazi e = (e, ez, -+ , €,),
gdje je
1 0 0
0 1 0
€1 = , €2 = ) y €n = 3
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nilpotentan operator mozemo zadati padaju¢om particijom broja m u pri-
rodne brojeve (m je varijabilan!)

pL2p2=-2pm=>1, pr+p2t-+pm=n.

Odgovarajuéi nilpotentan operator dan je u kanonskoj bazi matricom

']pz

Ip

m

Njegov indeks nilpotentnosti jednak je p = p;. Nadalje, dvije razlicite pa-
dajuce particije od n odreduju razli¢ite nilpotentne operatore (ovdje smo
primijenili zadnji dio teorema 3.7).

Pogledajmo neke primjere. Najprije dva ekstremna slucaja:

Nul-operator je nilpotentan operator i odgovara slucaju m = n i particiji
b1 :17p2:17"'7pn:1-

Nilpotentan operator indeksa p =n. Tadaje m =1ip; =p=mn, a
matrica je J,.

Neka je n = 5 i particija od 5 dana sa p; = 3 i po = 2. Tada je matrica
odgovarajuceg nilpotentnog operatora dana s

01 000
00100
(J3 J>:(Jp1 J>= 00000
2 P2 00001
00000
Dokaz teorema 3.7. Najprije ¢emo pokazati da ako Vi, ..., V,, zadovoljavaju

(3.8) i svojstva a)—c), da onda, za svaki 1 < k < p, vrijedi
#{i; pi =k} =r(N") (N1 = 2r(NVF).

Na kraju ¢emo dokazati egzistenciju Vi, ..., V,, koji zadovoljavaju (3.8) i
svojstva a)—c).
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Uvedimo pogodnu notaciju. Zbog a) mozemo uvesti ovakvu notaciju.
Pisemo
ny, za broj prvih medu potprostorima Vi, ..., V,, dimenzije p (n, # 0 jer p; = p)
np—1 za broj iduc¢ih dimenzije p — 1 (moguce n,—1 = 0 ako nema niti jedan takav)

ny—2 za broj iduc¢ih dimenzije p — 2 (moguce n,_» = 0 ako nema niti jedan takav)

ny za broj zadnjih dimenzije 1 (moguée n; = 0 ako nema niti jedan takav).
Kratko, uvedena notacija glasi
ng =#{i; pi=k}, 1<k<p.

Mi moramo dokazati da vrijedi:

(3.9) ng = r(NF) (N1 —27(N*), 1<k <p.

Prema c) za svaki i postoji v; € V; tako da Nipﬁlvi #20idajeV; =
(vi, Njvi, . ... ,Nf"_lvi> (usporedi s lemom 3.1!). Prema korolaru 3.4 i b) i c)
imamo

N(V;) = Ni(Vi) je dimenzije p; — 1
N%(V;) = NX(V;) je dimenzije p; — 2
(3.10)
NP (V) = szi_l(‘/;) je dimenzije 1
N¥(V;) = NE(V;) je dimenzije 0 za k > p;.
Sada koristimo dekompoziciju (3.8). Ona nam zbog b) i ¢) daje
NE(V) = N¥(V) + NE(Va) + -+ N5 (Vi), Wk >0,

Sto se lagano dokazuje indukcijom po k polazedi od slucaja k = 0 koji je
zapravo sama dekompozicija (3.8). Sada imamo

r(N®) = dim N*(V) = dim N*(V})+dim N*(Va)+- - -+dim N*(V},,), Vk > 0.
Koristeéi (3.10) to mozemo zapisati kao
r(N*) = dim NF(V}) + dim N§ (V2) + - - - + dim N (V;,)), Vk > 0.
Takoder, prema (3.10), imamo

p; —k ako k < p;

dim N¥(V;) =
0 ako k > p;.

Stoga se gornja suma moze napisati kao
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(3.11) r(N®) =3 dim NF(Vi) = Y (pi—k), YE>0

pi>k p>pi>k
Konaéno, koriste¢i notaciju ny, . .., n,, sumu (3.11) mozemo zapisati ovako
P
(3.12) #(N*) = npy1 + 2npi0 4+ -+ (p— k)np = Z (1 —k)ni,, Yk >0,
i=k+1

jer ima ngy; indeksa i takvih da je p; = k + 1 (kada je p; — k = 1), ngio
indeksa i takvih da je p; = k+2 (kada je p; — k = 2), ..., n, indeksa i takvih
da je p; = p (kada je p; — k =p — k).

Nakon svih ovih priprema ostaje jo$ izra¢unati desnu stranu od (3.9) i
pokazati da je jednaka lijevoj strani od (3.9). Za 1 < k < p, imamo redom
iz (3.12)

T,(Nk-i-l) + ’I“(Nk_l) _ QT(Nk)

= ( > (i (k+ 1))ni> + (Z(z‘ — (k- 1))n,~> -2 ( > (- k)m)
i=k+2 i=k i=k+1

= 3 = (k4 1)+ (= (k= 1)~ 20— B et
i=k+2
10— (= )i (b 1= (k= D] — 20k + 1~ Kngen)
=04+ ng + 2041 — 2Ng41
= Ng.

Ovim je (3.9) dokazano.

Sada dokazujemo egzistenciju Vi,..., V,, koji zadovoljavaju (3.8) i svoj-
stva a)—c). Podsjetimo da je p indeks nilpotentnosti od N.

Neka je, kao ulemi 3.1, v € V proizvoljan vektor koji zadovoljava NP~y #
0. Stavimo Vi = (v,Nwv,...,NP"lv). Lema 3.1 pokazuje da je Vi N—
invarijantan potprostor dimenzije p = p; =l dim V3. Tvrdnja ¢ée slijediti
indukcijom ako pokazemo egzistenciju N-invarijantnog potprostora V] tak-
vog da

(3.13) V=V +V,

jer se onda mozemo ograniciti na V{ i za N |V1’ konstruirati V2 koji je za V{
ono §to je V1 za V. Posebno

Vi =Vy+ Vi,

za neki N—-invarijantan potprostor Vj.
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Uoc¢imo da je opet dimenzija po =l dim V5 jednaka indeksu nilpotentnosti
od N na V' koji nije veéi od indeksa nilpotentnosti za cijeli prostor V. Dakle
dobivamo

p1 = P2

V=Vi+V=Vi+ VotV
Indukcijom lako zavrsimo dokaz egzistencije Vi,...,V,, koji zadovoljavaju
(3.8) i svojstva a)—c).

Ostaje dokazati egzistenciju dekomporzicije (3.13). U tu svrhu koristit
¢emo adjungirane operatore (vidi predavanje 1). Dokazujemo ovu opéu
lemu:

Lema 3.14. Neka je N € L(V) nilpotentan indeksa p. Tada je adjungirani
operator N' € L(V') nilpotentan indeksa p.

Dokaz. Podsjetimo se definicije adjungiranog operatora:

(3.15) N'(f)(x) = f(Nx), VfeV' zeV.

Ako umjesto f € V/ stavimo u taj identitet N'(f) € V' onda nalazimo
[N'(N'(£))] () = N'()(Na).

Stoga, primjenjujuéi na desnu stranu (3.15) u kojem je umjesto x € V uzet
Nz € V, nalazimo

[N'(N'(f)] () = N'(f)(Nz) = f(N?z).

Dakle, imamo

[(N)?()] (&) = f(N?2).
Sli¢no za proizvoljan k > 1 imamo

(V)] (@) = F(Na)
Odatle, za k = p nalazimo da vrijedi

[(N'YP(f)] (&) = F(NVz) = f(0) =0, ¥f eV, zeV.

Dakle, vidimo

(N'P(f)=0, VfeV"

Ovo pokazuje da je N’ nilpotentan indeksa manjeg ili jednakog p. Ostaje
dokazati da je indeksa tocno p. No to slijedi iz N = N” = (N’)’ jer je, prema
ve¢ dokazanom, indeks p od N manji ili jednak od indeksa od N'. O

Egzistenciju dekompozicije (3.13) i time dokaz teorema 3.7 zavrsava sljedeca
lema. (Uzmemo V{ = W} gdje je WY definiran u lemi 3.16 (ii).)



36 GORAN MUIC I MIRKO PRIMC

Lema 3.16. Neka je N € L(V) nilpotentan indeksa p. Neka je v € V
takav da NP™v # 0 4 f € V' takav® da f(NP~') # 0. Stavimo Vi =
(v, Nv,...,NP~Yo) i Wy = (f,N'f,...,(N)P7Lf). Onda vrijedi sljedece
(i) dimV; =dimW; =p
i) v=w + WY gdje je W anihilator od Wy u V. (vidi predavanje 1).
Nadalje, W? je N-invarijantan.

Dokaz. U ovom dokazu koristit ¢emo slobodno notaciju i rezultate iz pret-

hodnog dokaza. Uo¢imo da kraj tog dokaza pokazuje (N')P~1(f) # 0. Sada

je (i) direktna posljedica leme 3.1 (samo treba uskladiti notaciju!).
Dokazimo (ii). Podsjetimo da je anihilator od W; u V' definiran s

WP ={zecV; gx) =0 Vg€ Wi}
Iz predavanja 1, lema 1.7 (i), znamo da vrijedi
dimW? = dimV’ — dim W) = dimV — p = dim V — dim V;.

Zato da dokazemo V = V) —i—Wlo, moramo pokazati samo da je suma V; —I—Wlo
direktna tj. da se nul-vektor moze na jedinstven nacin napisati kao suma:
O=x+y, zel, yEWlo — z=y=0.

Pisuéi z = —y € V1 N W} dovoljno je vidjeti
vinw ={o}.

Zaista, ako je x € V1 N Wlo, onda prema konstrukciji od Vi i lemi 3.1
mozemo pisati
r=apv+aNv+---+ ap,le_lv,

za neke «o,...,q,_1 € K. Da pokazemo da je x = 0, dovoljno je dokazati
da su svi a; = 0. Ako to nije tako, onda postoji najmanji k& takav da je
ar # 0. Sada

= apNFv + ak+1Nk+lv 4+t ap,le_lv.
Kako je jos x € WY to imamo
0= (NP 5(f)()
= (NP 1F () (@ N* + agp it N¥ o - 4 NP7 1)
= flapNFFOT1=R) g 4 gy NFFIHP=1=R) o NPT T1=R)y)
= flaxNP"1v)
= apf(NP" o).

Kako je f(NP~1v) # 0, to nalazimo oy = 0. Ovo je kontradikcija.
Ostaje dokazati da je W{ N-invarijantan. Treba pokazati

reW) = NzecW.

3Koristite argument s kraja dokaza leme 1.6 da dokazete egzistenciju takvog f!
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Uoc¢imo da je Nx € Wlo ako i samo ako je
g(Nz) =0, Vge W.
Po definiciji adjungiranog operatora to je ekvivalentno s
(N'g)(z) =0, Vge Wi.

Ova tvrdnja je to¢na jer prema konstrukciji od W taj prostor je N'—invarijantan
tj.
geEW, = N'geWw.

3.6. Minimalni polinom nilpotentnog operatora.

Teorem 3.17. Neka je N € L(V') nilpotentan operator indeksa p. Tada je
minimalan polinom od N dan sa un(X) = XP, a spektar je oy = {0}.
Dokaz. Po definiciji, N ponistava polinom X?. Zato uyn(X) dijeli X? (vidi
teorem 2.10 (1)). Dakle, mora biti un(X) = X*, za neko k > 1, k < p, jer

je po definiciji minimalan polinom normiran (vidi tocku 2.7). Ako bi bilo
k < p, onda bismo imali

suprotno pretpostavci. O
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4. POLUPROSTI OPERATORI

Za razliku od razmatranja o nilpotentnim operatorima koja jednako vri-
jede za polja realnih i kompleksnih brojeva, u sljedeéa tri predavanja ogranica-
vamo se na proucavanje linearnih operatora na vektorskom prostoru V di-
menzije n > 1 nad poljem kompleksnih brojeva C. U ovom predavanju
proucavamo poluproste operatore.

4.1. Definicija. A € L(V) je poluprost operator (ili krace poluprost) ako
postoji baza e = (eq,...,e,) za V tako da je A(e) dijagonalna matrica:

M1

Ao=| "

Hn

gdje su p1, po, ..., un € K. Skalari pq, po, ...,y € K su nultocke karakte-
risti¢nog polinoma od A:

ka(z) =det(xl — A)
T — M1
— det (1, — Ale)) = v
T — fin
= (@ —p)(@ —p2) - (z = pn)
= o4 ={u1,-.-,n}

tj. spektar od A sastoji se od dijagonalnih elemenata od A(e).

Uoc¢imo da iz matriénog prikaza slijedi:

Ae; = pie;, 1<i<n.

Ekvivalentna definicija poluprostog operatora: A € L(V') je poluprost ako
postoji baza e = (ey,...,e,) za V i pui, pa, ..., uy € K tako da

Ae; = pie;, 1 <1< n,

4.2. Minimalni polinom poluprostog operatora. Izmedu korijena 1, o, ..., tin
moze biti istih. Neka su Aq, ..., As svi medusobno razli¢iti medu njima i neka
se pojavljuju s kratnostima nq, ..., ns, respektivno. Tada mozemo pisati

ka(@) = (r—pn) (@—p2) - (@—pin) = (2—=A)" (7—Ae)" - (@=A)™, Vo € K.
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Radi jednostavnosti, mi ¢emo uvijek pretpostavljati da je niz

M1y U2y« o5 Un
upravo
ni n2 Ng
ALy ooy AL, A2, ey Ay Ay e ey Age
Ako to nije, postoji permutacija koja niz puq, pa, - . ., 4n, prevodi u taj pore-
dak, a tu istu permutaciju primijenimo da iz baze e = (eq, ..., e,) konstru-

iramo novu, oznacenu opet s e, u kojoj vrijedi matri¢ni prikaz iz tocke 4.1 i
gornji poredak p;—ova. Primjetimo da vrijedi

ny+ng+---+ns=n.
Nadalje, vrijedi
€1y en, € N(AI — A) jer Ae; = Aie;, 1 <i<ny,
€nyt1s--sEnptny € N(A2l — A) jer Ae; = Aaei, n1 + 1 <i < nj+ no,
€nytngt1ls---sCnitngtns € N(A3I — A) jer Ae; = Aze;, n1+no+ 1 <1i<mnj+ng+ ns,

En—notlys---sn € N(AsI — A) jer Ae; = Asej, n—ns+1<i<n.

Lema 4.1. Uz gornje pretpostavke, imamo
(€1,...,en,) je baza za N(AI— A)
(€nytly- -y Enytny) Je baza za N(Aol — A)

(En—notls---,6n) je baza za N(AI — A)

te vrijedi

V=NOMI—A) + Nl —A)+ -+ NI — A).
Dokaz. Ozna¢imo redom s Vi, Vs, ..., Vs potprostore u V kojima su baze re-
dom (€1, ..., €ny)s (Enyt1y s nytng)s---s (En—notls---,€n). Kakoje (e1,...,ep)

baza za V, to nalazimo da vrijedi

(4.2) V=Vi+Vot -+ V.

Takoder, imamo V; C N(\; I —A) za svaki i. Pokazimo daje V; = N(\,1—A)
za svaki 1.
Neka je v € N(\;I — A). Napisemo v koriste¢i dekompoziciju (4.2)

(4.3) v=wi+wr+ - Fws, w; €V
Sada imamo

(4.4) Nv=Av=Aw; + Aws + - -+ + Aws = \w1 + Aawa + - -+ + Asws,
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jer je V; © N(\jI — A) za svaki j. Kombinirajuéi (4.3) i (4.4) nalazimo
(A1 = A)wr + (A2 — AJwa + - + (As — A)ws = 0.

Kako je \j # A za j # i i suma u (4.2) je direktna to nalazimo w; = 0 za
j #i. Dakle, v =w; € V;. O

U iduéem koraku odredujemo minimalni polinom za A.
Lema 4.5. Uz gornje pretpostavke vrijeds
pa(z) = (x —A)(x—A2) -+ (z — Ag).

Posebno, korijeni minimalnog polinoma poluprostog operatora su jednos-
truks.

Dokaz. 1z tocke 2.9 znamo da je spektar o4 odreden kao skup nultocaka
karakteristicnog polinoma i da je jednak skupu nulto¢aka minimalnog poli-
noma. U naem sluc¢aju (vidi tocku 4.1), nultocke karakteristi¢nog polinoma
SU 1, {2, - - . , . Dakle

OA = {,u’lv s 7Mn}
Ako izbacimo nepotrebna ponavljanja elemenata u skupu, nalazimo
o4 =1{A1,..., s}

Kao sto smo gore istaknuli, A1, ..., As suinultocke minimalnog polinoma.
Kako su medusobno razli¢ite, odmah nalazimo

(@ = A)(x = A2) -+ (@ = Ag) palz).
Kako je p4(z) normiran polinom ostaje dokazati

pA(@)|(@ = A (@ — Ag) -+ (x = As).

Prema teoremu 2.10 (2) dovoljno je dokazati da vrijedi
(A= MI)(A=XoI) - (A= \T) = 0.
Ekvivalentno, pokazujemo da vrijedi
(A= MI)A—XoI)- (A= NT)v =0, YoeV.
U tu svrhu koristimo lemu 4.1. NapiSimo v obzirom na dekompoziciju
V=NOMI—A) +NOoI— A+ + NI — A).

Imamo

v=uv+uva+---+vs, v; € NN —A).
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Kako je v; € N(\I — A), to nalazimo da vrijedi
NI = A =0 = | [] MIT—A4)] NI = A =0
=L
— (A — )\1[)(/1 — )\2]) s (A — )\SI)'UZ' =0
= (A= MDA=XD)- (A= ADv=> (A= NI)(A=XI)- - (A= N\ T)v; =0,
i=1
jer operatori A\;J — A i A\;I — A medusobno komutiraju:
(AT — AY(NT — A) = (M — A)(\T — A).
O

4.3. Karakterizacija poluprostog operatora. U lemi 4.5 dokazali smo
da su nultocke minimalnog polinoma poluprostog operatora jednostruke, a
u sljedeé¢em teoremu dokazujemo obrat:

Teorem 4.6. Linearan operator A € L(V') je poluprost ako i samo ako su
svi korijeni minimalnog polinoma od A jednostruksi.

Dokaz. Smjer = slijedi iz leme 4.5. Dokazujemo obrat <—. Po pretpos-
tavci korijeni minimalnog polinoma su jednostruki:

pa(@) = (@ — M) (@ —A2) - (@ = As), Mi#FAjzai#]
Dokazujemo
(4.7) V=NAI—A) + NI —A) 4+ NI — A)
iz ¢ega teorem direktno slijedi jer bazu za V mozemo formirati ovako
baza za V = (baza za N(AI — A),...,baza za N(A\sI — A)),

a za svaki vektor x iz N(\;I — A) vrijedi Ax = \;x, te se zato u to] bazi za
V operator A dijagonalizira.
Za dokaz dekompozicije (4.7) koristimo rastav u parcijalne razlomke:

s

1 . 1 . n; "
pa@) — (z =A@ —Aa) - (z = As) _;(x—&‘)’ et

gdje su n; skalari razlic¢iti od nule. Ako definiramo polinome

S

Qi(x) = n; H (x—=X)), i=1,...,s,
J=1, j#i

onda iz rastava u parcijalne razlomke nalazimo mnozenjem s p4(x)

> Qilx) =1.
i=1
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1z definicije polinoma @); vidimo da vrijedi

(x = X)Qi(x) = mipalx), i=1,...,s,

Ovi identiteti daju sljedece

i(A)=1
(4.8) ;Q( )

jer A ponistava svoj minimalni polinom.
Pokazati ¢emo da dekompozicija (4.7) slijedi iz identiteta danih s (4.8).
Neka je v € V. Onda definiramo

(Y déf Qz(A)’U

Prvi identitet u (4.8) pokazuje

S S
v=1Iv= ZQi(A)U = Z%
i=1 i=1
a drugi identitet daje

(A—)\Z'I)Ui = (A—)\lf)QZ(A)U =0w=0 = Av;,=\Nv; = v; € N()\ZJ—A).

Ovim smo pokazali da je V' suma potprostora N(AI —A),..., N(A\sI — A),
jer se svaki v € V moze napisati kao suma v = v + - -+ 4+ v gdje je v1 €
N(MI—=A),...,us € N\ — A).

Ostaje dokazati da je suma u (4.7) direktna. Treba pokazati

w; +we + -+ +ws =0, ’LUiGN(/\iI—A), — ’U)j:O, V3.

Neka je j € {1,...,s}. Pokazujemo da je w; = 0. Iz gornje relacije slijedi

Qj(A)wr + Qj(A)wz + - + Qj(A)wj1+
+ Qj(A)w; + Qj(A)wjt1 + - + Qi (A)ws = 0.
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Kako je Aw; = A\jw;, to odmah nalazimo da vrijedi Q;(A)w; = Qj(/\i)wi.‘1
Imamo dakle

Qj(AM)wi + Qj(A2)wa + - - + Q;(Nj—1)wj—1+
+Qi(N)wj + Qi(Aj)wips + -+ + Qj(As)ws = 0.
Kako su sve nultocke polinoma @; svi A; osim \;, dobivamo
Qj()\j)wj =0 = Wi = 0.
O

Korolar 4.9. Neka su A1,..., s medusobno razlicite nultocke minimalnog
polinoma poluprostog operatora A. Neka je n; = dim N(M\I — A) za svaki i.
Tada je karakteristican polinom dan sa

kea(z) = (z — A)™ (2 — Ag)"™2 - -+ (2 — A"

Dokaz. Slijedi direktno iz definicije karakteristi¢nog polinoma i dekompozi-
cije (4.7) ako A napiSsemo matri¢no tako da bazu izaberemo kako je objasnjeno
u paragrafu koji sadrzi (4.7). g

Primjer 4.10. Neka je A = ul skalarni operator. Ocito je A poluprost.
Nadalje, imamo pa(z) =x — p i ka(x) = (x — p)". Posebno, ako je A =1
(identiteta), onda je pa(z) =z —1 i ka(z) = (x —1)".

4 Posljedica je opée tvrdnje: Neka je A € L(V), p € K iv € V takav da Av = pwv.
Onda imamo Q(A)v = Q(u)v za svaki polinom Q. Zaista, najprije iz Av = pv redom
nalazimo A%v = A(Av) = A(uw) = pAv = pv, itd. A*v» = pFv, k > 1. Na kraju, za
polinom Q(z) = amz™ + m1x™ V4 oz + g, iImamo

Q(A)v = (amA™ + am 1 A" g At apl)v
= amA™ + am_ 1 A" o+ -+ a1 Av + agu
= am "0 + Qmo1 g™ 0+ @ + g

= (ampt™ + o™+ aap A+ ao)v = Q(u)v.
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5. JORDANOVA FORMA
I dalje pretpostavljamo da je polje K = C.

5.1. Nilpotentni i poluprosti operatori. Za sada imamo ovu situaciju:

poluprosti operatori nilpotentni operatori
A € L(V) poluprost A € L(V) nilpotentan
A(A) ima samo postoji p 61}\? tako da je
jednostruke korijene, tj. AP =01 AP~1 £ 0
pa(A) = A= A1) ... (A= A) pa(A) = N

Vidjet ¢emo da je opéi slucaj A € L(V) “kombinacija”’ ta dva ekstrema —
vidi tocku 5.9 nize.

Uocimo najprije da je linearan operator A istovremeno poluprost i nil-
potentan ako i samo ako je A = 0.

Naime, operator 0 je o¢ito i poluprost i nilpotentan. Obratno, ako je A
nilpotentan, onda je pa(\) = AP, a takav polinom ima jednostruke nultocke
samo kad je p = 1. Znaci da nilpotentan i poluprost operator A ima mini-
malni polinom p4(A\) = A, odakle slijedi pa(A) = A =0.

5.2. Faktorizacija minimalnog i svojstvenog polinoma. Od sada nada-
lije mi pretpostavljamo da je polje K = C da bismo minimalni i svojstvens
polinom svakog operatora A € L(V') mogli faktorizirati, tj. zapisati u obliku

wAA) = (A= A)PL(A = X)P2 oo (A — Ag)Pe,
Ea(A) = (A =A1)" (A= X2)™ oo (A= Ag)"™,

gdje su A, ..., s sve medusobno razlicite nultocke minimalnog i svojstvenog
polinoma. Podsjetimo se da je

p1<ny,...,ps <Ny

jer minimalni polinom dijeli svojstveni polinom.

5.3. Rastavljanje racionalne funkcije 1/p4()\) na parcijalne razlomke.
Sada opet koristimo parcijalne razlomke®, ali za trenutak radimo u malo

5 Neka su Py, (z) i Pn(z) polinomi stupnjeva m i n i neka je m < n. Pretpostavljamo
da ta dva polinoma nemaju zajednickih nultocaka i gledamo pravu racionalnu funkciju

Neka je z1 nultocka nazivnika kratnosti p. Tada je Pp(z) = (x—21)? Po—p(x) i Po_p(z1) #
0, a ostale nulto¢ke polinoma P,_,(z) iste su kao i u P,(z). Pisimo sada R(x) u obliku
A1 Pm(CL‘) A1 o A1 Pm(CU) — A1Pn,p(m)

) = ey "R @omp  Goal T (- m) Py ()
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opéenitijoj situaciji. Izaberemo
mi,...,mg € N

i rastavimo na parcijalne razlomke

1 __om n %D T Q1my,
A=A)™ .. A=X)™  (A=A1) (A= \1)? (A= Ap)m
+ 51 + (67 + + Agmg
A=Xs) (A= Xg)2 (A= Ag)™ms

gdje su o;;; € C. Odavle svodenjem na zajednicki nazivnik dobivamo

. LNy S
A =A™ (A =A™ —;(/\_)\i)mi7

gdje je S;(A\) polinom stupnja najvise m; — 1. To nam daje

1= SN ] = )™

i=1 ki
Za 1 <1 < s stavimo
(5.1) Qi(N) = S\ [T =)™
ki

Tada je

(5.2) 1= Z Qi(\) i

(5.3) A=X)™Qi(N) = Qi(AN)(A—=X)"™ = S;(A)(A=A1)™ ... (A= As)™.

Uoc¢imo da operator A ponistava polinom (A — A1)™ ... (A — Xs)™* ako i
samo ako pa(X) digeli polinom (A — A1) ... (A= Xs)™s, a to je ako i samo
ako za svei=1,...,s vrijedi m; > p;.

i odredimo konstantu A; tako da i brojnik posljednjeg ¢lana na desnoj strani ima nultocku
z1, da bude dakle Py, (z1) — A1 Po—p(z1) = 0. Tada se brojnik moze predociti u obliku

Pon(@) = A1 Pazp(@) = (& — 21) (@),
Prema tome je sada

A fi(z) = A + Ri(z)

Bl=) = (x —a1)P " (z—x)P ' Pop(x) (2 —21)P

i isti postupak mozemo primijeniti na pravu racionalnu funkciju Ri(z). Na taj nacin u
konacno koraka dobijemo rastav racionalne funkcije R(x) na parcijalne razlomke. (Vidi
Dr. Zeljko Markovié, Uvod u visu analizu I dio, tre¢e izdanje, Nakladni zavod Hrvatske,
Zagreb, 1950, str. 180.)
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5.4. Potprostori ker(A— \I)™ za svojstvenu vrijednost \. Podsjetimo
se® da je za svaki A € C potprostor ker(A — A\I)™ invarijantan za A jer
polinom (A — AI)™ komutira s A:

(A=X)"v =0 povlaci (A—A)"(Av) = A(A—-X)"v=0.

Takoder uoc¢imo da za svojstvenu vrijednost A postoji svojstveni vektor v €
ker(A — AI), v # 0, pa za svaki prirodni broj m imamo

ker(A — XI)™ # 0.
Lema 5.4. (i) Suma vektorskih prostora
ker(A — A I)™ 4+ -+ +ker(A — A\ )™
je direktna suma.
(ii) Ako A poniStava polinom (A — X1)™ ... (A — Xs)™s, onda je
V =ker(A — M I)™ + -+ ker(A — A J)™s .
Dokaz. (i) Moramo pokazati da
0 € ker(A—X\I)™ + .-+ ker(A— A\ )™
ima jedinstveni prikaz 0 =0+ --- + 0. Neka je
O=v1 4+ +vs, v; € ker(A — N\ I)™ .
Fiksirajmo ¢ = 1,...,s. Zbog definicije (5.1) i relacije (A — A\pl)™ v, = 0
imamo Q;(A)v, = 0 za k # i. Tada iz relacije
v; = —(v1 + -+ Vi_1 + Vg1 + -+ V).
slijedi
Qi(A)v; = —Qi(A) > vp ==Y Qi(A)vy = 0.
ki ki
S druge strane za j # i imamo Q;(A)v; = 0, pa relacija (5.2) daje

Ui:I’UZ': ZQJ(A) Ui:ZQj(A)’Ui:O.
j=1 i=1

Dakle v; =01 (i) je dokazano.
(ii) Neka je (A — MI)™ ...(A — XsI)™ = 0. Tada nam polinomijalna
relacija (5.3) daje
(A= XND)™Qi(A) = Qi(A) (A — N\I)™
Sada za vektor v € V' imamo

v Q,(A) € ker(A — D)™,

(5.5)

6U ovom predavanju koristimo oznaku ker(B) za jezgru N (B) operatora B.
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kao u dokazu teorema 4.6. Iz relacije
S
I=2 QiA)
i=1

slijedi
v=1Iv= (Z Qi(A)> v=> Qi(Av=> v
i=1 i=1 i=1
Ovime je (ii) dokazano. O

5.5. Korijeni potprostori linearnog operatora. Zadrzimo dosadasnje
oznake za operator A € L(V). Podsjetimo se da je po definiciji
ker(A—NI)={veVI|(A-Nv=0}CV
svojstveni potprostor operatora A za svojstvenu vrijednost A;. Takoder pri-
mijetimo da vrijedi
0 # ker(A — \I) C ker(A — \I)? Cker(A— NI C ... .
Korijeni potprostor operatora A za svojstvenu vrijednost \; je po definiciji
potprostor
ker(A—NI)Pi={veV|(A-NI)Piv=0} CV,
gdje je p; kratnost nultocke A; u minimalnom polinomu
MA()\) = (A — /\1)p1()\ — /\2)p2 . ()\ — /\S)ps.

Teorem 5.6. Neka je K = C i A € L(V). Tada je V direktna suma
korijenih potprostora operatora A, tj.

V=Vit- 4V, Vi=ker(A— NP zai=1,...,s.

Nadalje imamo sljedece:

(a) Za danu svojstvenu vrijednost svojstveni potprostor je potprostor ko-
rijenog potprostora, tj.

ker(A—\I) C V.

(b) Vi = ker(A — \I)F za svaki k> p;.

(c) ker(A — NI)* CV; za svaki k < p;.

(d) Dimenzija korijenog potprostora jednaka je kratnosti nultocke \; u
svojstvenom polinomu, tj.

dim V; = n;.

(e) Oznacimo s A; = Aly,: Vi — V; inducirani operator na invarijantnom
potprostoru V;. Tada je minimalni polinom induciranog operatora A; na
prostoru V; jednak

pa; (A) = (A= Ag)P"
1 vrigedi
pA(A) = pa (A) - pa,(A).
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Dokaz. Tvrdnja da je V direktna suma korijenih potprostora slijedi iz leme 5.4.
(a) (A —MNI)v =0 povlagi (A — NI)Piv = (A — NI)Pimt[(A— \1)v] = 0.
(b) Uocimo da za k < £ vrijedi ker(A — A\ I)F C ker(A — \I) jer

(A= XND*v =0 povlaci (A— NI F[(A - NID)Ev] = 0.
Ako je p1 < myq,...,ps < mg, onda je

(5.7) Vi =ker(A — N I)P" Cker(A—NI)™, i=1,...,s,
pa usporedujuéi dimenzije imamo
(5.8) dimV; < dimker(4 — N, I1)™, i=1,...,s.

Prema lemi 5.4 imamo direktne sume potprostora
V=Vid+-4+V, i V=ker(4d—MI)™ +--+ker(A— \J)",
pa onda za dimenzije vrijedi
S S
dimV =) dimV; i dimV =) dimker(4 - \I)™.
i=1 i=1
Odavde i iz nejednakosti (5.8) slijedi jednakost dimenzija
dimV; = dimker(A — N, )™, i=1,...,s.

Na kraju, jednakost dimenzija i (5.7) povlaci jednakost potprostora.
Za preostale tvrdnje dokazimo najprije (e). Kako je V; = ker(A — \;I)Pi,
to za v € V; imamo

0=(A—-NI)Piv=(A; — NI)Pio.
Dakle za f;(A) = (A — A\;)P¢ imamo f;(A;) = 0. To povlaci
pa; (M fi(A) = (A = A)™,
pajezasvel <i<s
pa,(A) =A—=X)™ zaneki m; <p;.
Stavimo
pA) = pay(A) - pa (A) = (A= A)™ (A= Ag)™.

Napisimo vektor v = v; 4+ - - + v u odnosu na rastav prostora V na korijene
potprostore V;. Tada je

(A = p(A)vr + -+ + p(A)vs = p(Ar)vr + - -+ + p(As)vs = 0
jer pa; (A)v; = pa,(Ai)v; = 0 povladi

p(A)v; = (H uAk(A)> vi = | [T r#an(4) | pa, (4w = 0.
k=1

ki
Dakle p(A) = 0. No to povlacéi pa(N)|p(X) i pi < m;. Znadi da je

() = = AP i pa(h) = ey () -+ o, V).
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To dokazuje (e). Iz gornje formule za minimalni polinom g4, () slijedi da
je ker(A — \,I)F £ V; za k < p;, §to dokazuje (c).
Ostaje dokazati (d). Uo¢imo da je za uredenu bazu od V oblika

(baza od Vi,...,baza od V)
matrica operatora A blok-dijagonalna matrica

A1 (baza od V1)
Az (baza od V)

As(baza od V)

Zato” za svojstveni polinom imamo

Ea(N) = ka,(Nka,(N) ... ka, (N).
S druge strane pa,(A) = (A — X\)P* povlaci da je svojstveni polinom indu-
ciranog operatora A; na potprostoru V; oblika
kai(A) = (A = AV

(jer svojstveni i minimalni polinom imaju iste nultocke i stupanj svojstvenog
polinoma jednak je dimenziji prostora). Dakle

ka(A) = (A= AV (= A )dm Vs = (V= X)) (A= M),
pa zbog jedinstvenosti faktorizacije imamo dimV; = n; za sve i = 1,...,s.
O

5.6. Teorem o Jordanovom rastavu linearnog operatora.

Teorem 5.9. Neka je A € L(V). Tada postoje jedinstveni poluprosti ope-
rator S i nilpotentni operator N takvi da je

(5.10) A=S+N, SN=NS&.

Operatore S i N zovemo poluprostim i nilpotentnim dijelom u Jordanavom
rastavu operatora A.

Prije svega valja naglasiti da u Jordanovom rastavu (5.10) poluprosti i
nilpotentni dio komutiraju. Na primjer, za

01 0 1 0 2
=(o) =) =00
imamo rastav operatora A = S 4+ N na sumu poluprostog S i nilpotentnog

N, ali to nije Jordanov rastav jer je SN # NS.
Zadatak: Nadite Jordanov rastav od A.

"Ako je B kvadratna blok-dijagonalna matrica s kvadratnim matricama B; i B2 na
dijagonali, onda je det B = det By det B2. Tu tvrdnju mozemo dokazati koriste¢i Laplaceov
razvoj determinante.
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Dokaz teorema 5.9. Prvo dokazujemo egzistenciju Jordanovog rastava ope-
ratora A € L(V) koriste¢i rastav prostora

VeVide .
na korijene potprostore operatora A. Kao i prije, inducirane operatore
oznacimo s
Obi¢no pisemo

A=A+ -+ A
i kazemo da smo A rastavili na inducirane operatore A; jer za rastav vektora
(5.11) v=v1+---+uvs, v; €V,
imamo i rastav vektora
(5.12) Av = Ajvg + -+ + Agvg, Av; = Aju; €V

Oznac¢imo li s I; inducirane operatore od I na V;, tj. jedini¢ne operatore na
Vi, onda imamo rastav

I=1+-+1,
Iz tvrdnji (b) i (c) teorema 5.6 slijedi da je za i € {1,..., s} operator
Ni = A; — NI € L(V;)
nilpotentan indeksa p;, dok je operator
S; = A; — N; = NI, € L(V;)

skalarni operator, pa dakle i poluprost. Definirajmo linearne operatore S i
N na V kao

S=8+-+8 i N=N+-+N,,
tj. za rastav (5.11) vektora v stavimo
(5.13) Sv==8uv+---+8vs 1 Nv=Njvy+ -+ Nyvs.

(Dokazite da su tako definirani S i N linearni operatori.) Tada je po kons-
trukciji svaki V; invarijantan za S i za N. Nadalje, pripadni inducirani
operatori su upravo

(5.14) Sz = S|VZ, Ni = N’Vi i Vrijedi Az = SZ + Ni.
Sada iz relacija (5.12)—(5.14) slijedi
A=S5+N.

Buduéi da skalarni operator S; = A;I; komutira sa svakim operatorom na
Vi, to posebno za N; imamo S;N; = N;S;. Sada iz definicije (5.13) slijedi

SN251N1+—|—SSNS :N151++NSSS — NS.
Bududi da je S; = \;I; skalarni operator na V;, tj.

S;w = \w zasvaki w €V,
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to se u bazi od V oblika
baza od V = (baza od Vi,...,baza od Vj)
operator S dijagonalizira. Znagi da je S poluprost operator. S druge strane,
iz definicije (5.13) slijedi
NP = NP 4 ... 4 NP,

pa je o¢ito N nilpotentan operator indeksa p = max{p1,...,ps}.
Time smo dokazali egzistenciju Jordanovog rastava A = S+ N na polupro-
sti dio S 1 nilpotentni dio N.
Dokazimo jedinstvenost. Neka je S’ poluprost i N’ nilpotentan operator
tako da je
A=S8+N, SN =N'S.
Neka je {1, .., e} spektar od S’ i neka je

(5.15) V=W + - +W, W;=ker(s —p,I)

rastav prostora V' na svojstvene potprostore W) poluprostog operatora S’
Tada imamo

S =81+ +S =l + -+l
gdje smo sa S§ = p;1; oznacili inducirani operator na Wj;. Budu¢i da po
pretpostavei N’ komutira s operatorom S’, to su svojstveni potprostori od
S” invarijantni za N, tj. N'W; C W;. Oznacimo li s N} inducirani operator
na W;, imamo

N' =N|+---+N|.

Ocito su N j’ nilpotentni operatori na W; nekog indeksa ¢;. Bududi da je
A=S5"+ N, to su potprostori W; invarijantni za A i

Ao A b b AL N
gdje smo s A; = Alw, oznacili inducirani operator na W;. Iz relacija

(N} = (A =) =0 & (N~ = (4 = gLy 0

slijedi da postoji vektor w € W; takav da je
v= (A - i L)% o # 0,
(A= = (A} = piLj)v = (A = il ) (A} = py ;)% w = 0.
Znaci da je svaki 11; svojstvena vrijednost operatora A, odnosno da je spektar
{p1,..., e} od S’ podskup spektra {\1,..., s} od A. Smijemo pretposta-
viti da su p; i A; numerirani tako da je
P1 = A1, ey HE = Ag
Tada za w € W; slijedi

(A—/\jl)qu:(A;-—ujlj)qfwzo, jzl,...,t,
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pa je zbog tvrdnji (b) i (c) teorema 5.6

(5.16) W; C ker(A — \1)% C V.
Odavle i iz (5.15) imamo

t s
dimW; <dimV; i Zdiij:n:ZdimVj,
j=1 j=1

a to povlaci jednakost ¢t = s, jednakost dimenzija dim W; = dim V} i onda,
zbog (5.16), jednakost potprostora
Wj:Vj, jIl,...,S.

No onda imamo A; = Aj,

Sézujlj:/\jlj:Sj, N]/-:A;-—S;:Aj—Sj:Nj

i, na kraju,
S’:Si—i—"'"i‘sg:Sl‘i‘""i‘ss:S,
N =N +---+N. =N +---+N;=N.
Time je dokazana jedinstvenost Jordanovog rastava operatora. ([

5.7. Jordanova forma operatora. Neka je A € L(V) i neka su
pAA) = (A= AP A = X2)P2 oo (N = Ag)Ps,
Ea(A) = (A= A1) (A= A2)"2 ... (A = Ag)™s,

minimalni i svojstveni polinom od A. Neka je
V=Vit+-+V,, Vi=ker(A— AP zai=1,...,s,
A=A+ + A,  A=MNL+N; zai=1,...,s,

rastav prostora V' na korijene potprostore od A. Tada vrijedi:

(i) Za svakii = 1,...,s postoji rastav korijenog potprostora na A-invarijantne
potprostore
(5.17) Vi=Vii -+ Vi, dimVi > - > dimVj,
tako da je p; = pin = dimV;; indeks nilpotentnog operatora N; = Nly, i
da je za sve j = 1,...,r; indeks nilpotentnog operatora N;; = Ni\vij jednak
dimenziji

pij = dim V;]

Za svaki i = 1,...,s broj k-dimenzionalnih potprostora u rastavu (5.17)
jednak je

(5.18) mm:rﬁA—Aﬂfﬂ)+r«A—Aﬁf”)AQTOA—AJﬁ)
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(i) Postoji baza od V wu kojoj je matrica operatora A blok-dijagonalna
matrica s kvadratnim matricama na dijagonali oblika

A1 0 --- 0
o X 1 --- 0
M+ Ji, = e ,
o o0 --- A1
Oo0 0 - A

pri ¢emu je I jediniéna k X k matrica, Jy elementarna k X k Jordanova
klijetka i X svojstvena vrijednost od A. Za svaki A\ = \; broj blokova A+ Jy
jednak je mg dan formulom (5.18). Posebno, do na permutaciju blokova
takva je matrica jedinstvena i zove se Jordanova forma operatora A.

(iii) Dva su operatora slicna ako i samo ako imaju istu Jordanovu formau.

Dokaz. (i) Prema teoremu 5.6 operator N; = A; — A\;I; je nilpotentan ope-
rator indeksa p;, pa prema teoremu 3.7 za svaki ¢ = 1,...,s postoji ras-
tav (5.17) korijenog potprostora na N;-invarijantne potprostore Vj; takve
da je indeks induciranog operatora jednak dimenziji potprostora, a broj k-
dimenzionalnih potprostora u tom rastavu jednak je

(5.19) mi =7 (V) 4 (N)F1) =20 ()F).

No N;-invarijantni potprostori V;; € V; C V su invarijantni za operator
A; = M\ I; + N; na V;, pa onda i za operator A na V. U rastavu na korijene
potprostore za fiksni 7 imamo

VeV iVid T
A= NI = (A= ND)+ 4N+ 4 (A — N),
(A= NDF = (A = NI)F + - +NF + o (A, — NI)E.
Buduéi da je \j # \; za j # 4, operator
Aj —Xilj =Nl + N;j — NI = (/\j — )\Z‘)Ij + N;
je regularan operator na korijenom potprostoru V; (dokazite!) i za svaki k
je
r((4; = \iLp)*) = dim V; = n;.
Odavle slijedi
r <(A - /\iI)’“) = ((NZ»)’“> +3 ((A - )\,-I)k> = <(Ni)k) +3 dimV;
J#i J#

pa zbog jednakosti

D dimVj+ ) dimV; -2 dimV; =0

J#i J#i J#i
slijedi jednakost m; zadanih formulama (5.18) i (5.19).
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(i) Ako u svakom od potprostora V;; iz rastava (5.17) odaberemo ciklicku
bazu® za nilpotentni operator N;; i za bazu prostora V uzmemo uniju tih
baza, onda matrica operatora A u toj bazi ima opisani oblik.

Obratno, ako je u nekoj bazi matrica operatora A blok-dijagonalna s
blokovima oblika A\l + Ji, onda dio baze od V koji odgovara tom bloku
razapinje potprostor u korijenom potprostoru V) = ker(A — AI)" za svoj-
stvenu vrijednost A, i direktna suma svih takvih potprostora za fiksni A daje
rastav (5.17) korijenog potprostora V). Sada jedinstvenost Jordanove forme
slijedi iz ¢injenice da je broj k x k blokova oblika A\;I; + Ji dan formulom
(5.18) u terminima operatora A.

(iii) Neka su A i B sliéni operatori, tj. neka je B = T 'AT za neki
regularni operator 7. Tada A i B imaju jednake svojstvene polinome

det(zI — B) = det T™ (2] — A)T = det(zI — A),

pa onda i nultocke svojstvenih polinoma {1, ..., \s;}. Buduéi da sliéni ope-
ratori imaju isti rang, iz formule (5.18) i jednakosti

r ((B - AJ)’“) —r (T‘l(A —~ M)’“T) =r ((A - M)k)

slijedi da u Jordanovoj formi operatori A i B imaju isti broj blokova oblika
Nl + J.

Obratno, ako u dvije baze e i €’ operatori A i B imaju iste matrice A(e') =
B(e), onda za operator prijelaza T iz baze e u bazu e’ imamo

B(e) = A(¢)) = T(e) " A(e)T(e) = (T~ AT)(e),
pa su operatori A i B = T~1AT sli¢ni. O

5.8. Elementarni divizori linearnog operatora. Kao $to smo vidjeli, iz
rastava prostora V' na korijene potprostore, i potom rastava (5.17) svakog
korijenog potprostora V; na A-invarijantne potprostore V;;, dobivamo rastav
operatora

S Ti S T
V=>4 Vi, A=) 4> +Ay, Ay =Nl + Ny
=1 j=1 =1 j=1

Ako u V uzmemo bazu koja je unija ciklickih baza u V;; za nilpotentne
operatore N;;, onda dobivamo Jordanovu formu operatora. Pri tome k-
dimenzionalni potprostor V;; doprinese dijagonalni k x k blok A\ I}, + J.
Znaci da je Jordanova forma od A u potpunosti odredena dimenzijama p;; =
dim V;; koje mozemo zapisati u tablicu

P1L=pi1 =pi12 > 2 Piry, P11t+P12+ -+ Py = N1,

D2 =DP21 2 P22 2 2 Pary, D21t P22+ -+ Pop, = No,
(5.20) " "

v

Ps = Ds1 ZPSQ : Zpsrs, Ps1 +DPs2+ -+ +psrs =MNs.

8Vidi tocku 3.4.
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S druge strane iz Jordanove forme operatora dobivamo svojstveni polinom
operatora kao produkt svojstvenih polinoma induciranih operatora

(5.21) ka(z) =]] H ka, () =] f[(x — )P

i=1j=1 i=1j=1
Svojstveni polinom induciranog operatora A;; jednak je njegovom mini-
malnom polinomu, tj.

kAij (.CU) = (x - )‘i)pij = HA; ($)7

i zovemo ga elementarnim divizorom od A. Elementarne divizore operatora
A mozemo zapisati u tablicu

(ac — )\I)Pn’ (x — )\1)?127 ceey (m _ )\1>p1r17

T — Xo)P2, (2 — No)P22, ..., (x — Ag)P2r2,
(5.22) ( 2)" ( 2) ( 2)

(2 — X)L, (2 — A)P2, L (= Ag)Pos.

Ocito iz liste elementarnih divizora mozemo ocitati Jordanovu formu opera-
tora A.
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6. FUNKCIJA OPERATORA

6.1. Deriviranje polinoma. Podsjetimo se da je algebra polinoma C[X]
kompleksni vektorski prostor s bazom

(6.1) 1L,X, X2, Xk ...

i komutativnim bilinearnim mnozenjem zadanim na bazi relacijama

X'XI = X",
Deriviranje polinoma
d d d
S CX] S CIX], s F(X) e S f(X)

je linearni operator definiran na bazi (6.1) relacijama

d d d o ok
xl=0 aeX =1 L X=X

Obi¢no pisemo
F(X) = F(XY = 2 (X)
dX ’
Iz bilinearnosti mnozenja, linearnosti deriviranja i ocite relacije
(X)) = (i + )X =i XX XX = (XY X7+ X (XY
slijedi Leibnizova formula za derivaciju produkta polinoma

(f(X)g(X)) = f'(X)g(X) + f(X)g'(X).

Vise derivacije obi¢no zapisujemo kao
k
P00 = F0® = () £,
pri ¢emu je

fOX) = £(X), fOX) =1(X), fAX)=1"(X).
Indukcijom po k dokazujemo Leibnizovu formulu za viSe derivacije
Lk ) :
) = 3 () 7490090 (),
i=0

Na primjer,

(f9)"(X) = f"(X)g(X) +2f"(X)g'(X) + f(X)g" (X).
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6.2. Taylorova formula. Za polinom f(X) i kompleksni broj A € C vrijedi
Taylorova formula

(k)
(6.2) Fx) = LN

gdje je suma po k kona¢na, od 0 do n = deg f(X). Naime, za elemente baze
(6.1) po binomnoj formuli imamo

fX)=X"= A+ (X =N)"

- zn: (Z) AR (X = A

k=0
(B) (X
-y k'( Hx
k>0
jer
. n! n—
FPN) =nn-1)...(n—k+ A" = (n—k:)!A "

pa zbog linearnosti preslikavanja f(X) — f*)()\) vrijedi (6.2).

6.3. Polinom operatora. Za operator A € L(V) imamo evaluaciju
CIX] = L(V), f(X)+— f(A).
Neka je operator A oblika
A=X+N

za neki kompleksni broj A € C i neki nilpotentni operator N. Tada iz
Taylorove formule i ¢injenice da je evaluacija homomorfizam algebri slijedi

(k) (k)
(6.3) flA)=>" f k!(A) (A=XDF=)" / k!w N*.
k>0 k>0

Opcenito, za linearan operator A imamo rastav prostora na korijene pot-
prostore

V=Vi+--+V, Vi=ker(A—NDP zai=1,...,s,
te pripadni rastav operatora na inducirane operatore
A=A +ot As, A; = NI; + N;,  N; je nilpotentan indeksa p;.

Bududi da za polinom f(X) imamo

(6.4) F(A) = F(AL) + -+ F(A),
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to formulu (6.3) mozemo primijeniti na inducirane operatore
pi—l o)
B FE )
flA) =) =N
(6.5) k=0

=fONL+ /) Ni+--+ 471']\/}%—1'

6.4. Funkcija operatora f(A). Formule (6.4)-(6.5) koristimo za definiciju
opcenitije funkcije operatora f(A) za funkcije f(z) poput eksponencijalne
funkcije e? ili trigonometrijskih funkcija sin z i cos z, tj. za definiciju funkcija
operatora

ed, sinA, cosA.

Naime, neka je f cijela funkcija® i
A=A NI A, A; = NI; + N;,  N; je nilpotentan indeksa p;,

rastav operatora na korijene potprostore. Tada definiramo funkciju opera-
tora

(6.6) F(A) = F(AL) + -+ f(A),

pri cemu je

(6.7) FA) = fFONL + f/ N Ni+ -+ w

) pi—1
DRI

6.5. Funkcija operatora i Jordanova forma. Operator f(A) je najjed-
nostavnije napisati u bazi u kojoj operator A ima Jordanovu formu, tj. u

9Cijela funkcija je funkcija kompleksne varijable
f:C—=C, zw f(2)

definirana i derivabilna na ¢itavoj kompleksnoj ravnini C. Osnovno svojstvo cijelih funkcija
je da su beskona¢no puta derivabilne funkcije i da za svaki kompleksni broj z vrijednost
funkcije f(z) mozemo prikazati kao konvergentni red potencija

> f(k)

k=0

Pored polinoma, najvazniji primjer cijele funkcije je eksponencijalna funkcija exp(z) = e*

za koju je ¢® = 1i (e*) = ¢, a pripadni red

k

bl z
€z :Zﬁ'
k=0
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nekoj bazi e u kojoj je matrica A(e) blok dijagonalna s blokovima na dija-
gonali oblika

A1 0 --- 0
ox 1 - 0
A + J = ol ;
o o0 --- X 1
0O 0 0 - A

pri ¢emu je I jedini¢na k x k matrica, Ji elementarna k x k Jordanova
klijetka i A svojstvena vrijednost od A. Tada je matrica f(A)(e) blok dija-
gonalna, a blok gornjeg oblika daje k x k blok

(k—1)
f()JkJer):f(A)Ik+f’()\)Jk+-'-+MJ,’;‘I
IO OV ae1c

o sy e S

0 0 - N PO

0 0 0 - fN

Primjer 6.8. Neka je A u kanonskoj bazi od C* zadan matricom

A:((l) é)

Tada su vektori g1 = (1,1) i g2 = (1,—1) svojstveni vektori od A za svoj-
stvene vrijednosti Ay = 1 i g = —1. U bazi g = (g1,92) je matrica A(g)
operatora A dijagonalna, a

F(A)g) = (f (0 f<91)> -

Odavde slijedi, koriste¢i matricu prijelaza, da je operator f(A) u kanonskoj
bazi zadan matricom

fO)+f(=1)  fO)-f(=1)
f(A) = G _11> (fgl) f(21)> Gfi _11//22> = <f<1>—2f<—1> f(1)+2f(—1)> :
2 2
6.6. Funkcionalni racun. Podsjetimo se da pravila deriviranja

A +ug) =X"+ng, (f9) =Ffg+fd

povlace da je skup svih cijelih funkcija H(C) komutativna algebra s jedini-
com 1(z) = 1. Ocito algebru polinoma C[X| mozemo shvatiti kao podalgebru
algebre cijelih funkcija H(C), tj.

C[X] ¢ H(C),

a preslikavanje

f(z) = f(A), H(C)— L(V)
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definirano u tocki 6.4 kao prosirenje evaluacije polinoma
f(X) = f(A4), CIX]— L(V)
na “evaluaciju” cijele funkcije u tocki/operatoru A.
Teorem 6.9. Preslikavanje
f(z) = f(A), H(C)— L(V)
je homomorfizam algebri s jedinicom.

Dokaz. Za funkcije f i g i skalar p trebamo dokazati da je

(6.10) (nf +9)(A) = nf(A) +9(A),  (fg)(A) = f(A)g(A).
Po definiciji (6.6) za operator

A=A+ + A,

(f + 9)(A) = (uf + 9) (A1) + -+ + (uf + 9)(AJ),
u(A4) +g(4) = (uf (A1) +9(A0) +o o (uf(As) + g(Ay)),
(f9)(A) = (f9)(A1) + -+ (fg)(As),
F(A)g(A) = (F(A1)g(A1) + -+ + (F(As)g(As))
pa je dovoljno dokazati relacije (6.10) za inducirane operatore Ay, ..., As,

odnosno za operator A oblika
A=X+ N,
pri cemu je A kompleksan broj i N nilpotentan operator indeksa p. No u

tom slucaju iz relacije (6.7) slijedi

p! (k) Pl (k) (k)
(uf +9)(4) = 3 PLEDTA) kZ_O i m];{g ) e

k!

(k) p=l (k)
=4 fk!WN'“ng ) Nt = pp(4) + 9(4),

FONGI ) s $ FONGI Q) s

rls!

1o NT> ( 220 NS) — F(A)g(A).
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6.7. Klasa funkcija F(A). Neka je A linearan operator na V. Mi smo u
tocki 6.4 definirali f(A) za cijelu funkciju f, no u definiciji (6.7) koristimo
samo neke derivacije funkcije f u tockama spektra operatora A:

f()‘l)v f/(/\l)v R f(plil)(Al)ﬂ
(6.11)

FO),  fFO), oo, femD().

Zato nasu definiciju f(A) iz tocke 6.4 mozemo prosiriti na klasu F(A) svih
funkcija f koje su definirane na nekoj okolini spektra

oa=1{A,..., s}

operatora A i koje imaju sve derivacije popisane u (6.11).

Valja primijetiti da na skupu funkcija F(A) opéenito nemamo strukturu
algebre. Naime, funkcija f € F(A) moze biti definirana na okolini spektra
U, a funkcija g € F(A) moze biti definirana na nekoj drugoj okolini W, pa
opcenito nije definirana funkcija f + ¢g. Naravno, mi uvijek mozemo gledati
manju okolinu spektra UNW na kojoj je definirana suma restrikcija funkcija

flunw + glunw za koju vrijedi
(fluew + glonw)” (A) = f'(X) +¢'(A)
za A € 0(A). Zato i za funkcije iz F(A) imamo odgovarajuce formule

(flonw + gloaw) (A) = f(A)+9(A),  (Floaw - glonw) (A) = f(A)g(A).

6.8. Baza algebre polinoma od A. Neka je m stupanj minimalnog poli-
noma operatora A € L(V). Tada je algebra polinoma

P(A) = {P(A) | P(X) € C[X]}.

operatora A komutativna podalgebra algebre L(V'). Za polinom P(X) €
C[X] imamo

P(X) = Q(X)pa(X) + R(X), deg R(X) <m,
pa je P(A) = R(A). Znadi da skup operatora
(6.12) IA,... A"

razapinje P(A). No po konstrukeiji minimalnog polinoma taj je skup ope-
ratora linearno nezavisan, pa dakle i baza od P(A). Znadi da je

dimP(A) = m.
Za svaki polinom P(A) imamo relacije (6.4) i (6.5), tj. prikaz
P(A) = P(A)) + -+ P(Ay),
gdje je
P(pi_l)()\i) picl
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Zai=1,...,s1k=0,...,p; — 1 definiramo linearne operatore
Cit =0+ +0+NF 40+ +0.
Tih je operatora ukupno
pLt+-+ps=m
pa je dimenzija linearne ljuske
(6.13) C=[Cyli=1,...,8, k=0,...,p; — 1]

najvise m. S druge strane C sadrzi m-dimenzionalni prostor P(A) jer svaki
polinom od A mozemo zapisati kao linearnu kombinaciju operatora Cg,

s Pi—

(6.14) => Z

i=1 k=0

Znaci da je dimC = m = dim P(A). No to zajedno s C O P(A) povlaci da je
C =P(A) i da je skup operatora Cy linearno nezavisan. Time smo dokazali

Teorem 6.15. Skup operatora
(616) Cika izl,...,s, k:O,...,pZ‘—l
je baza od P(A).

Ovaj teorem ima nekoliko vaznih posljedica:

e Za f € F(A) postoji jedinstveni polinom P(X) stupnja manjeg od mi-
nimalnog polinoma takav da je

f(A) = P(A).
Naime, f(A) je linearna kombinacija
s Pi— f(k
(6.17) => > k€ P(A).
=1 k=0

e Za zadane skalare
Biks i=1,....,s, k=0,...,pi—1
postoji jedinstveni'® polinom P(X) stupnja manjeg od m takav da je
PRO(N) =B zasve k=0,...,p —1,

Naime, postoji jedinstveni polinom P(A) stupnja manjeg od m jednak line-
arnoj kombinaciji

s Pi— 8101—1B
ZZ ZZﬂCmGPA)
i=1 k=0 i=1 k=0

1OTaj se polinom zove interpolacijski polinom Lagrange-Sylvestera.
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e Relacije (6.14) za P(A) =1,A,...,A™ 1 .

s pi—1

(6.18) SN (Z))\;"’“Cik:AT, r=0,...,m—1,

i=1 k=0
moZemo shvatiti kao sustav od m jednadzZbi s m nepoznanica Cy, koji ima
jedinstveno rjesenje. To nam omogucava efikasan nacin racunanja funkcije
operatora f(A): rijesimo sustav jednadzbi (6.18) i koristeci (6.17) izracunamo

f(A).
Primjer 6.19. Vratimo se primjeru 6.8 Neka je A u kanonskoj bazi od C?

zadan matricom
01
().

Minimalni polinom od A je pa(X) = (X —1)(X +1) i svojstvene vrijednosti

A1 =11 Ao = —1 imaju kratnosti v minimalnom polinomu p1 = p2 = 1.
Bazu Chg, Cao od P(A) trazimo rieSavajuéi sistem jednadzbi (6.18)
Cro+Cop =1,
Cig — Cyo = A.

Rjesenje sistema je
Cio = %(I—i— A), Cy = %(I —A)
pa imamo
f(A) = f(1)Cro + f(=1)Co = ]0(21)(1 +A)+ f(;l)([ —A).

6.9. Elementarni divizori od f(A). Da bismo odredili Jordanovu formu
operatora f(A) trebamo sljede¢u lemu:

Lema 6.20. Neka je J, elementarna p x p Jordanova klijetka i neka je

1 <m < p. Prema teoremu o djeljenju s ostatkom moZemo pisati
p=qm+r,

gdje je g € Ng i 0 < r < m — 1. Tada Jordanova forma od Jy" ima m —r

Jordanovih klijetki Jg i r Jordanovih klijetki Jqy1.

Dokaz. Za m =1 imamo g = p i 7 = 0 1 tvrdnja je ocita za J;" = Jp, a za
m = p imamo ¢ = 11r = 01i tvrdnja je ocita za J;* = 0. Neka je 1 <m <p
i

€1,€2,...,€p
ciklicka baza za J, tj. baza sa svojstvom (vidjeti (3.5))

Jpl € — €;—1.
Tada je

Jy'ei v e, s tim da smatramo e;_,, = 0 ako je i —m <0,
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pa imamo 7 ciklickih baza za J;" oblika

€1, €14mH €142my -+ - €1+(q—1)m7 €l+qgm
€2,€2+4m, €242m, - - - 62+(q71)m7 €2+qm;
€ry Cr4+m,y €r42m; - -+ Erp(g—1)ms Cr+qm

i m — r ciklickih baza za J]g” oblika

€r+1; Cr+1+4m; Cr+142ms - - 5 Crg14(g—1)m>
€r+2; Cr4+24+my Cr4+2+42m;s - -+ Crp24(g—1)m>
€my Em+ms Cm+2ms - - - s Cm4-(g—1)m-

Svaka od tih ciklickih baza daje po jednu elementarnu Jordanovu klijetku u
Jordanovoj formi za Jj". O

Teorem 6.21. Neka je \ svojstvena vrijednost opeartora A i funkcija f €
F(A). Neka je
(X =)
elementarni divizor operatora A. Neka je 1 <m < p —1 takav da je
FEN) =0 2a 1<k<m-—1 i f™Q)#0.
Napisimo kao u Lemi 6.20 p = gqm~+r. Tada elementarnom divizoru (X —\)P
od A odgovara m elementarnih divizora od f(A) oblika

(X = FOD% . (X = fN),, (X = FO)T . (X = fFO))TH

~
m —r puta r puta

Dokaz. Elementarnom divizoru (X — A)P opeartora A u Jordanovoj formi
od A odgovara dijagonalni p x p blok oblika

A+ J,

gdje je I jedini¢na matrica i J elementarna Jordanova klijetka. Po pretpos-
tavci je odgovarajuéi dijagonalni blok u matrici od f(A) oblika

FI+) IO pi_ FT+Tm> 100 yiem

Matrica

o3 SO0 e 10) s SO0 i,

k!  oml k!
k>m k>m—+1

je polinom od J i komutira s J™, a iz pretpostavke f(m)(/\) = 0 slijedi da je
T regularna. Zato za svaki k imamo jednakost rangova

r((JT)*) = r((J™)TH) = r((™)").
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Zbog toga nilpotentni operatori J"T" i J” imaju istu Jordanovu formu, pa

tvrdnja teorema slijedi primjenom leme 6.20. O

6.10. Pojam konvergencije na n-dimenzionalnom prostoru. Podsje-
timo se da je niz (ag) realnih ili kompleksnih brojeva konvergentan ako
postoji broj a takav da za svaki € > 0 postoji kg takav da je

o —al <e zasvaki k> k.
Ako takav a postoji, onda je jedinstven i zove se limes niza (ag), piSemo
a = lim oy ili @ = limg_,o o 1 kazemo da niz (ay) tezi k a. Za konvergentne

nizove (ag) i (B) i skalare A i p niz (Ao, + pfi) je konvergentan i vrijedi

lim(Aag + pfBk) = Alim ag + plim By

Neka je e = (ey, ..., e,) uredena baza u realnom ili kompleksnom vektor-
skom prostoru V. Za niz vektora (vi) u V kaZemo da je konvergentan ako
postoji vektor v takav da za svaki i = 1,...,n niz i-tith koordinata vektora
v konvergira k i-toj koordinati od v. Drugim rije¢ima, za svakii=1,...,n
imamo

: (k)
Jim o = a,
gdje je
Vg :agk)el—l—---—i—a%’“)en, v=ao1e1 + -+ apey.

Ako takav vektor v postoji, onda je jedinstven i zove se limes niza (vg),
pisemo v = lim vy, ili v = limg_00 Vg @ kaZemo da niz (vy) tezi k v.

Ova definicija konvergencije u V' ne ovisi o izboru baze e.

Naime, ako je f = (f1,..., fn) neka druga uredena baza i

e =B+ 8P v=Bfi+ -+ Bufus

onda su “nove” koordinate izrazene pomocu “starih” koordinata linearnim
relacijama

BN k -
B =Zaijoz§ ) Bi=>_oijay.
=1 =1

Zbog toga su nizovi novih koordinata konvergentni ako su nizovi starih ko-
ordinata konvergentni i vrijedi

n n n
. (k) _ 1 (k) IR (k) _ v — 3
Jm 57 =l ) ooy =3 o fim o) = ) _ija; = B
J= J= J=
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6.11. Redovi potencija operatora. Neka je A linearan operator i
o0
fz) =) Bz* |2l <R
k=0

red potencija*! takav da je R > |\| za svaku svojstvenu vrijednost X operatora
A. Tada red Y 32 Bk A* konvergira'® u L(V') i

(6.22) F(A) = gt
k=0

Dokaz. Konvergencija u konacno dimenzionalnom prostoru L(V') je defi-
nirana preko konvergencije koordinata operatora u nekoj bazi. Nama je
najzgodnije uzeti bazu u V' u kojoj A ima Jordanovu formu, a matrice ope-
ratora u toj bazi su koordinate operatora iz L(V'). Matrica operatora A je
blok-dijagonalna matrica s kvadratnim p X p matricama na dijagonali oblika

M+ J,

gdje je A € 04, I jedini¢na matrica i J elementarna Jordanova klijetka. Tada
matrica od A* ima na dijagonali odgovarajuéu kvadratnu p x p matricu

p—1 k
A+ J)F = ()ﬂﬁﬂ,
=2
7=0
gdje (];) = 02za j > k, i za dokaz konvergencije je dovoljno dokazati konver-
genciju reda matrica

) ) p—1 L
(6.23) S GBI+ =S 5 S ( ,))\’”JJ.
k=0 =0 =0 \J
11Konvergentni red potencija je funkcija kompleksne varijable z — f(z) koja je na
nekom krugu oko nule radijusa R > 0 zadana kao konvergentni red

flz) = Zﬁkzk, |z| < R.

k=0

Red potencija je derivabilna funkcija. Stovise, red

oo

> kBT =) (m A 1)Bmi2™,
k=1

m=0

dobiven deriviranjem reda $"3° ) Bx2" “clan po ¢lan”, konvergira za svaki |z| < R i vrijedi
oo
f(z2) =) kB2, 2| <R
k=1

Poseban slu¢aj reda potencija je cijela funkcija kada je R po volji velik, pisemo R = oo.
12Red > o BrAF konvergira ako konvergira niz parcijalnih suma reda, tj. ako postoji
limes

: k
A > BA”
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Po pretpostavci je f(z) red potencija i zbog |A| < Rza j =0,...,p—1
imamo konvergentne redove kompleksnih brojeva

= Z B <k> AF=i
= M

i konvergentne redove p X p matrica

o (Sl o Ealpros

Zbrajanjem p konvergentnih redova matrica dobivamo konvergentan red ma-
trica
p—1 p—1

R SIS T o
0

j=0"" j=0 = j=0

k=
Time je dokazano da je red (6.23) konvergentan. Stovise, za svaki p x p blok
na dijagonali matrice operatora f(A) vrijedi

Z [ FO0)F =3 B +0)

k=0
pa vrijedi i (6.22). O

6.12. Deriviranje vektor-znacne funkcije. Neka je Y: R — C" funkcija
jedne realne varijable t, obi¢no mislimo da je to vrijeme, s vrijednostima

Y(t) = (5a(t), - yn(t))
u vektorskom prostoru C". Kazemo da je funkcija Y derivabilna ako su za
sve ¢ = 1,...,n funkcije y;: R — C derivabilne. Kazemo da je funkcija

Vit = Y'(t) = (51(1), - yn(1))
derivacija funkcije Y.

Opcenitije, ako je Y: R — V funkcija jedne realne varijable ¢ s vrijed-
nostima u n-dimenzionalnom vektorskom prostoru V', onda kazemo da je
funkcija Y derivabilna ako su u nekoj bazi od V' sve koordinate y;(t) vektora
Y (t) derivabilne po ¢t. Kazemo da je funkcija Y’ derivacija funkcije Y ako
su koordinate vektora Y'(t) jednake y;(t).

Dokazite da definicija derivabilnosti funkcije Y i definicija njene derivacije
Y’ ne ovise o izboru baze od V.

6.13. Deriviranje eksponencijalne funkcije. Neka je dimV =ni A €
L(V). Za fiksni parametar ¢ € R stavimo

flz)=¢% = f(A).
Dokazite:
(1) etdesd = (94 73 gve t,5 € R, eV =1
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(2) Neka je A =S+ N Jordanova dekompozicija, Tada je

oA — SN _ 1S Z Uk
k!
k=0
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7. GEOMETRIJA UNITARNIH PROSTORA

U ovom predavanju je opet K = R ili K = C. Za z € K, Z oznacava
kompleksno—konjugiran broj. Nas osnovni cilj je proucavati svojstva skalar-
nog produkta na vektorskom prostoru, ali poc¢injemo s dvije tocke koje stav-
ljaju skalarni produkt u kontekst seskvilinearnih formi.

7.1. Bilinearne forme. Neka su V i W vektorski prostori nad K. Biline-
arna forma je preslikavanje B : V x W — K linearno u svakom argumentu:

B(ajv1 4+ agve, w) = ay B(vy, w) + agB(vg, w)
B(v, B1wy + fows) = f1B(v,w1) + B2 B(v, wa),

nge su O[laOQaBlv/BQ € Kv v,V1,02 € V7 w,wy, w2 € w.

Posebno'®, ako je V. = W, onda se govori o bilinearnoj formi na V.
Bilinearna forma na V' je simetricna ako vrijedi

B(z,y) = B(y,x), Ve,yeV.
Bilinearna forma na V naziva se anti—simetricna ako vrijedi

B(z,y) = —B(y,z), Vz,yeV.

Osnovni primjer bilinearne forme upoznali smo jos u predavanju 1. Neka
je V vektorski prostor i neka je V' dualan prostor. Tada je kanonsko pres-
likavanje V' x V' — K dano sa (z, f) — f(z) primjer bilinearne forme.
Oznac¢imo s (, )v tu kanonsku bilinearnu formu:

(, WV xV - K, (z,f)v = f(x).

Neka je B : V x W — K bilo koja bilinearna forma, onda za svaki
w € W, preslikavanje f,, : V — K zadano sa f, : v — B(v,w) je linearan
funkcional na V' tj. element iz V'. Zbog linearnosti preslikavanja B u drugom
argumentu imamo

Prvtpu(v) = B(v, Aw + pu)
= AB(v,w) + B0, 1) = Ao (0) + fu(v), %0 € V.
Dakle,
f)\w—l—uu = /\fw + ,ufu

tj. preslikavanje Ag : W — V’/ dano s w — f, je linearno, tj. Ap €
L(W,V'). Neka je Ay € L(V,W') njegov adjungirani operator. Tada

13Ovaj dio se moze preskociti kod prvog ¢itanja.
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mozemo pisati (vidi predavanje 1.3, (1.3))
B(an) = fw(v) = (vaw>V = <U7ABw>V = <wﬂAIBU>W‘

Uocimo da je operator Ap jedinstveno odreden. Obratno, ako je C €
L(V,W’') linearan operator, onda je sa

(v,w) = {(w, Cv)w = (v, C'w)y

definirana bilinearna forma B za koju je Ag = C'.

7.2. Seskvilinearne forme. U prosloj tocki 7.1 nismo se koristili ¢injenicom
da na K imamo kompleksno konjugiranje, to ¢inimo ovdje. Neka su V' i W
vektorski prostori nad K. Seskvilinearna

forma je preslikavanje B : V x W — K linearno u prvom argumentu i
anti—linearno u drugom argumentu:

B(avy + agva, w) = ag B(vi, w) + aa B(va, w)
B(v, B1wi + Baws) = B1B(v,w1) + B2 B(v, w2),

nge su alaQQaﬁlvﬁQ € Ka v,v1,V2 € V? w, Wi, w2 € w.

Posebno, ako je V= W, onda se seskvilinearna forma naziva seskvili-
nearna forma na V. Seskvilinearna forma na V naziva se hermitska ako
vrijedi

B(z,y) = B(y,z), Va,y€V.

Seskvilinearna forma na V' naziva se anti—hermitska ako vrijedi

B(x,y) = —B(y,z), Vr,yeV.

Ukoliko je K = R nismo dobili nista novo u odnosu na definicije u pret-
hodnoj tocki 7.1.

Seskvilinearne forme bit ¢e opisane u tocki 8.5 na nacin koji je sasvim
analogan opisu bilinearnih formi iz tocke 7.1. U slucaju da je K = R,
dobivamo opis bilinearnih formi koji je drugaciji od onog iz tocke 7.1

7.3. Pozitivne i strogo pozitivne hermitske forme. '* Hermitska forma
na V je pozitivna (ili definitna) ako je

B(z,z) >0, VzeV.

Mponekad se u domacoj literaturi govori pozitivno definitna za strogo pozitivnu i po-
zitivno semi—definitna za pozitivnu.
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Hermitska forma na V' je strogo pozitivna (ili strogo definitna) ako je

B(z,z) >0, Yz eV,
B(z,z) =0 = z=0.

Ukoliko je K = R, hermitska forma je simetri¢na forma te u gornjem
sluc¢aju govorimo o pozitivnoj i strogo pozitivnoj simetri¢noj formi na V.

7.4. Skalarni produkt; Unitaran prostor. Skalarni produkt na V je
strogo pozitivna hermitska forma na V. Oznac¢imo sa ( | ) skalarni produkt
na V. Ekvivalentno je re¢i da za preslikavanje (| ) : V x V — K vrijede ova
svojstva:

w1+ x2ly) = (21|y) + (22|y), V1,20, €V
ax ‘ )—Oé($|y), V$7yev7 a€ K

(

(

(zly) = (ylz), Vae,yeV
(z|z) >0, Ve eV
(z|z) =0 <= = =0.

Vektorski prostor V' zajedno sa skalarnim produktom ( | ) naziva se unitaran
prostor.

Ukoliko je K = R, svaka simetri¢na strogo pozitivna forma ( | ) definira
skalarni produkt.

Primjer 7.1. Neka su Ai,..., Ay > 0 realni brojevi. Onda je K" unitaran
prostor uz skalarni produkt

(zly) = ZA il

Ako je \y = --- = A\, = 1, onda skalarni produkt nazivamo kanonski skalarni
produkt na K™.
Ako zahtijevamo samo A1, ..., A\, > 0 onda je (| ) hermitska forma na

K™ koja je samo pozitivna (ali ne i strogo pozitivna ukoliko je A; = 0 za
neko i).

Ako je A, ..., Ay € R, ali postoje i # j tako da N\; < 0 i A\; > 0 onda se
radi samo o hermitskoj formi koja nije pozitivna.

Ako nisu svi A1, ..., A\ realni (i K = C), onda se radi samo o seskvi—
linearnoj forma.

Norma (ili duljina) vektora u unitarnom prostoru V' dana je sa

def
]| = V(z|z), zeV.
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Vektor x je normiran ako vrijedi

|zl = 1.

Osnovna svojstva norme dana su sa

[|z|]| >0, Ve eV

[|z]| =0 <= =0

[[Az|] = [A] - |lz]], VzeV, AeK

(nejednakost trokuta:) ||z +yl| < |[|z[| + [|y[|, Vz,ye V.

(7.2)

Uzeta sama za sebe ona definiraju normiran vektorski prostor. Ipak u nasem
sluc¢aju vrijedi viSe jer norma dolazi od skalarnog produkta. Naime, vrijedi:

Lema 7.3. Za sve x,y € V wvrijedi:

(i) Relactja paralelograma: 2 (|]3:||2 + HyHQ) = llz+y|]?+ ||z -yl
(ii) Neka je K =R. Tada vrijedi:

(zly) =
(iii) Neka je K = C. Tada vrijedi:

Iz + yll* = [lz — y|I”
: :

1 i , .
(@ly) = 5 (le +yll* = llz = ll*) + 5 (lz +iyl* =[]z — iy [*) -

Dokaz. Imamo redom (ukoliko je K = R relevantne su samo prve dvije
relacije, dok zadnje dvije nemaju smisla):

|z +yll® = (= + yle +y) = (zfx) + (z]y) + (ylz) + (yly)
|z = ylf® = (z — ylz —y) = (z[x) — (z]y) — (ylz) + (yly)
|z + iyl |* = (x + iyla + iy) = (z]x) —i(2|y) + i(ylx) + (y]y)
|z —iy|]? = (x + iyle + iy) = (z|z) +i(zly) — i(ylz) + (yly)-

Zbrajanjem prvih dviju relacija nalazimo

[l +yl[* + [l =yl = 2 ((z]2) + (yly)) = 2 (ll=]* + ||y]*) -
Ovo dokazuje (i).
Ukoliko je K = R, iz definicije skalarnog produkta
(ylz) = (z[y) = (z]y) € R.
Zato, oduzimanjem prvih dviju relacija imamo
[l +yl1? = llz = y|[* = 4 (z]y).

Ovo dokazuje (ii).
Neka je K = C. Za dokaz tvrdnje (iii), iz prve dvije relacije nalazimo
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2+ yl? =l — | = 2- ((2]y) + (y]2),
a iz druge dvije relacije mnozenjem s %, a onda oduzimanjem nalazimo
i ([l +iyl? —[lo —iyl]*) =2 ((2]y) — (yl2))-

Zbrajanjem posljednjih relacija dobivamo (iii). O

Vratimo se sada na napisana svojstva norme (vidi (7.2)). Odmah vidimo
da prva tri napisana svojstva vrijede. Profinjenje posljednjeg svojstva je
sadrzaj slijedeée propozicije.

Propozicija 7.4. (i) Za svez,y € V vrijedi Cauchy—Schwarz—Bunjakowsky
nejednakost

[ @ly)] < ] - [lyll,

pri cemu znak jednakosti vrijedi ako i samo ako su x iy linearno
Z2aUISN.
(ii) Za sve z,y € V wrijedi nejednakost trokuta

[z +yll <l + llyll;

Dokaz. Dokazujemo (i). Ako je y = 0 onda je tvrdnja (i) oc¢ito to¢na. Neka
jey #0. Za t € K izracunajmo duljinu vektora

v=1ty+ .

Prema svojstvima skalarnog produkta imamo
(vlv) = (ty + [ty + x)

= (tylty) + (tylz) + (xlty

= ti(yly) + t(ylz) + t(zly

= [t (yly) + t(yle) +(zly

= [t (yly) + t(xly) +1(zly

Stavimo sada u ovaj izraz

) + (z]z)
) + (z[z)
) + (z]z)
) + (z]z).

Nalazimo
(z]2) (yly) — [(z]y)[?
[(yly)]

Ovo je trazena nejednakost u (i). Jednakost se dostize ako i samo ako je
v =0 tj. ako su x i y linearno zavisni.

0 < (vjv) =
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Za dokaz tvrdnje (ii), koristimo (i) te osnovna svojstva kompleksnih bro-
jeval®

|z +yl|* = (z+ylz +y)

= (@) + ((aly) + @) + (i)

= llal 2 + 2Re (aly) + llyII

< [all? + 2/(aly)] + Iyl

< lal 2 + 2ljall - llyll + llyll® = (L] +11y)° -

Vektori x i y iz V su okomiti i piSemo x Ly ako vrijedi

(zly) =0.
Neka je W potprostor u V. Kazemo da je x € V okomit na W i piSemo
x1W ako vrijedi z Ly za svaki y € W. Neka su Wy i Wy potprostori u V.
Kazemo da je W okomit na W i pisemo W; L W5 ako vrijedi (z|y) = 0 za
svex € Wy iy e Ws.

Propozicija 7.5. (i) Pitagorin pouéak: ako xly, onda ||z + y||* =
e+l |
(i) Ako je xLy1,y2,...,Ym, onda je xL{y1,ya, ..., Ym)
(iii) Ako je x LV, onda x = 0.

Dokaz. (i) slijedi iz prva dva reda u dokazu tvrdnje (ii) iz propozicije 7.4:

lz +yl* = (= +yle +y)
= (alo) + ((ly) + (@ly)) + wly)

2 2
= |ll|* + [ly[I.
Dokazimo (ii). Po definiciji linearne ljuske imamo v € (y1,y2, ..., ym) ako
i samo ako postoje ay,...,a, € K takvi da

m
v = Z QY5
=1
Sada

(z|v) —ZE x|yi) = Za@ 0=0.

1=
Ovim je (ii) dokazano. Dokazimo (iii). Kako je x LV, to vrijedi i zlz tj.
(z|z) = 0. Dakle, z = 0. O

—_

I5Neka je z = o + iy € C, tada je © = Re( ) = %(z—&-z) y =1Im(z) = (2 — %)
i|z]? = 2?2 + 9% = 2z. Dakle, vrijedi |2]*> = 2® +3*> > 22 = |z| < |2|. Odatle
Re(z) < |Re(z)] < |z, tj. Re(z) < |z|.
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Ortonormiran niz vektora ej,es,..., e, je niz normiranih i medusobno
okomitih vektora. Dakle, niz je ortonormiran ako vrijedi
(€ilej) = dij,
za sve 11 J.
Propozicija 7.6. Neka je ey, es,...,ex niz ortonormiranih vektora uw V.
Tada vrijedi:
(i) Vektori e, e, ..., e su linearno nezavisni. Posebno, k < dim V.
(ii) Neka je x € {e1,ea,...,ex). Tada vrijedi Fourierov razvoj'®
k
xr = Z(x!ei)ei
i=1

(iii) Neka jey € V. Tada je
Yy — Z(y’61>el L <€1, €2,..., ek>7
a vektor Zle(y\ei)ei naziva se ortogonalna projekcija vektora y

na potprostor (e1,ea,...,ex).

Dokaz. Neka je

k
E a;e; = 0,
=1

za neke a1, ...,q, € K. Tada

k
0= (0lej) = (Z azez\ej> = Zai(ei\ej) =q;j
i=1

za sve j. Ovim je (i) dokazano.

Neka je
k
r = Z €4,
i=1

za neke aq,...,q, € K. Tada

k
(x]ej) = (Z alez\ej> = Zai(ei\ej) =
i=1

za sve j. Ovim je (ii) dokazano.

Prema propoziciji 7.5 (ii) vektor je okomit na (e, ez, ...,ex) ako i samo
ako je okomit na sve vektore e, es, ..., er. Imamo
k k
<y - Z(ylei)ei\ej) (yle;) = Y _(yles)(eiles) = (yles) — (yle;) = 0
i=1 =1

16 (2|e;) naziva se i—ti Fourierov koeficijent od .
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za sve j. Ovim je (iii) dokazano. O

7.5. Gramova matrica i determinanta. Neka je niz vektora x1,x2,...,x} €
V. Gramova matrica je kvadratna k x k matrica definirana sa

(z1]x1)  (z1lz2) - (z1]mg)
e,z a0) = (1‘2!%) ($2!$2) (1‘2\'161@)
(wglz1)  (wrlr2) - (wk|ok)

Gramova determinanta je determinanta Gramove matrice

(@1]z1)  (zilw2) - (21]ag)

(walw1) (w2lw2) -+ (w2lay)
[(z1,22,...,25) =det G(x1, 29, ...,28) = . . . .

(zkler)  (@glre) - (zklog)
Teorem 7.7. Niz vektora x1,x2,...,x, € V je linearno nezavisan ako 1
samo ako je Gramova determinanta T'(x1,x2,...,2x) # 0.

Dokaz. Neka je

k
=1

za neke aq,...,ap € K. Tada

k k
0= (0]z;) = (Z Oém‘|$j> = ai(milay), 1<j<k.
=1 =1

Ovim smo dokazali
k

(79) Zaz(azz\%) = 0, 1 S] < k.
i=1

Pokazimo takoder da (7.9) povlaéi (7.8) tako da su te dvije tvrdnje ekviva-
lentne. Zaista, mnozenjem s o relacije Zle a;(x;]|z;) = 0 nalazimo

k k
0=> aai(wilz;) = O cumilayay), 1<j<k,
i=1 i=1

a odatle sumiranjem po j

k k k
1> il = O il > ajag) =0.
i—1 i1 j=1

Odatle, slijedi (7.8).
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Uocimo da je (7.9) homogen sustav po (ag,as,...,ax). U matricnom
obliku moze se napisati
a1 0
(6] 0
G(.’L’l,l‘Q, 7$k)t . =
Qay, 0

Znamo da homogen sustav ima netrivijalno rjesSenje tj. ono za koje je barem
jedan «; # 0 ako i samo ako je

[(x1,22,...,2,) = det G(x1, T2, ..., 23) = det G(x1, T2, ..., 2)" = 0.

Sada teorem slijedi iz ekvivalencije relacija (7.8) i (7.9) te iz gornje napo-
mene o homogenim sustavima. O

7.6. Gram—Schmidtov postupak ortogonalizacije. Ovu tocku zapoc¢injemo
sljede¢om lemom koju koristimo u dokazu glavnog rezultata (vidi teorem
7.17).

Lema 7.10. Neka je x1,...,x, niz linearno nezavisnih vektora u V. Pret-
postavimo da niz ortonormiranth vektora ei, ..., e, zadovoljava

(i) (x1,m9,...,xk) = (€1,€2,...,6x) 2za svaki k =1,...,m.

(i) (egx|zr) >0 za sve k =1,2,...,m.
Tada za svaki 2 <k <m ie €V takav da

llel]l=1, e#ex i e L (e1,ea,...,e5-1),
vrijeds
lle — z|| > [lex — @l
Nadalje, postoji najvise jedan niz ortonormiranih vektora ey, ..., e, tako da

vrijedi (i) i (ii).

Dokaz. Prema propoziciji 7.6 (iii) za vektor e iz iskaza leme imamo

k
def
y = e— Z(€|€i)€i 1 (e1,e9,...,¢€k).
=1
Kako je po pretpostavci eL{eq,es,...,ex_1), to nalazimo
(7.11) e=1y+ (eler)ex.

Isto tako gornja relacija pokazuje
1= (ele) = (y + (elex)exly + (elex)er)
(7.12) = (yly) + |(elex)
= [lyll* + [(elex) .
Odatle
(7.13) (elex)] < 1.



78 GORAN MUIC I MIRKO PRIMC

Nadalje
(7.14)
lle — a||”

= (e — xple — xy)

= (ele) — (wrle) — (elzk) + (zi|k)

=1 — (zly + (elex)er) — (y + (elex)ex|zr) + (k|zk)

((i) povlaci xy € (e, e, ..., e) te zato nalazimo (z|y) = 0)

=1 — (eler) (zxlex) — (eler) (exlzr) + (zxlar)
((ii) povlaci (ex|zr) > 0 te zato (ex|rr) = (ex|rr) = (zklex) € R )

=1 — (elex)(zkler) — (elex)(wrler) + (zi|zr)

(vrijedi 2Re(eler) = (elex) + (elex))

=1 —2(zk|er)Re(eler) + (z|xy)

((ii) povlaci (ex|xg) > 0; imamo Re(eler) < |(e|ex)| < 1 prema (7.13))
> 1 —2(zylex) + (zxlzk)

= (exlex) — 2(zkler) + (wrlzr)

= (exlex) — (zrler) — (exlzn) + (zrlzr) = [lex — zxl]

Kao $to smo gore istaknuli, jedina nejednakost > u (7.14) je posljedica
nejednakosti (ex|zr) > 0 (koja dolazi iz pretpostavke (ii)) i

(7.15) Re(eler) < |(elex)| <1 prema (7.13).

Ako dokazemo da je jedina nejednakost u (7.14) stroga, onda (7.14) daje
le = z|| > [lex — @kl
pa ¢e biti dokazana prva tvrdnja u lemi.

Dokazimo sada da je nejednakost u (7.14) stroga. Jednakost u jedinoj ne-
jednakosti u (7.14) vrijedi ako i samo ako je

Re(eley) = 1.
Zbog (7.15) to je ekvivalentno s
(7.16) Re(eler) = |(elex)] = 1.
Dakle

(Re(elex))” = |(elex)” = (Re(elex))” + (Im(elex))* = Im(elex) = 0.
Zato iz (7.16) nalazimo

Re(eley) = (elex) = 1.
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Sada se vratimo na relaciju (7.12). Nalazimo da vrijedi
Iyl =0 = y=0.
Konacno, (7.11) daje
e=1y+ (eleg)er = (elex)er = ex.

To je u kontradikciji s e # ey.

Dokazimo jedinstvenost. Neka je €}, ..., e, neki drugi niz ortonormiranih
vektora tako da vrijedi:
(a) (@1, 22,...,x) = (€], €,...,€,) zasvaki k=1,...,m.
(b) (ej|xr) >0 zasve k=1,2,...,m.
Dokazati ¢emo da je e; = €} za svaki i = 1,...,m. Zaista, za i = 1, iz (i)

i (a) imamo
(z1) = (e1) = {e})-

Dakle

e1 = airy, € =ajr
Zbog (ii) i (b) imamo (e1|xz1) > 01 (e}|z1) > 0. Zato vrijedi

1= (eiler) = ai(erfr), 1= (efle)) = o (el|z1).
Stoga
ar,al > 0.

Konaécno, iz

e1 = gz = (a1/a))e]
imamo

L= (eiler) = (ar/a))*(elfe)) = (a1 /a))? = ai/ai =1.

Dakle, e; = €}. Pretpostavimo da je €] = ey,... e} | = ex—1, za k > 2.
Ako je €}, # ey, onda mozemo uzeti e = €] i iz prvog dijela dokaza dobivamo

llex — @l > llex — .
Sasvim analogno, mozemo uzeti e = e i dobivamo

llew = @il > llef — il

Ovo je kontradikcija. O
Teorem 7.17. Neka je x1,...,T,m niz linearno nezavisnih vektora u V.
Tada postoji jedan i samo jedan niz ortonormiranih vektora eq, ..., ey, tako
da vrijedi:

(i) (x1,x9,...,xk) = (€1,€2,...,6x) 2za svakik =1,...,m.

(i) (egx|zr) >0 za sve k=1,2,...,m.
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Niz eq,...,en dan je sljedeéim postupkom (Gram—Schmidtov postupak
ortogonalizacije). Najprije, definiramo niz yy, ..., Ym, a onda odmah i niz
€ly...,Em
y1 = 1 er = y1/[|yl
_ |(@1lz) @ _ _ _
Y2 = | aolan) | = (1]|21)22 — (22|21)21 ez = yao/||y2||
(@1]z1)  (@afwe) - (wfEmo)  m
(w2lz1)  (w2l22) - (T2dTMo1) @2
Ym = em = Ym/ ||Yyml|
(Tm-1lr1) (Tm-1lr2) - (Tme1]Zm-1) Tm-1
(Zm|21) (Tmlz2) -+ (Tm|Tm-1) Im

Nadalje, vrijedi

(@) yp —T(@1, ..y xp—1)op € (01,22, ..., Tp—1) = (e1,€2,. .., €5-1), k =
2,...,m.

(b) I‘(:cl,...,ack) >0, k=1,...,m.

(¢) Nekaje2 <k < m ie jediniéni vektor takav dae # ey iel(ey,ea,...,ex_1).

Onda je |le — zk|| > |lex — @il

Dokaz. Neka je 2 < k < m. Tada imamo

(w1]er)  (zafwe) oo (wfe—)  m
(wolzy)  (w2lwa) -+ (w2fmp—1) 32
Yk = : : : :
(zg-1lz1)  (Tp-1lr2) - (Tp—aloe—1) TR
(elzr)  (wele2) - (@klwe-1)
Laplaceovim razvojem po zadnjem stupcu nalazimo da vrijedi (a). Po
pretpostavci z1,...,T, su linearno nezavisni, pa vrijedi da je i podniz
Z1,...,TE_1 linearno nezavisan. Dakle, teorem 7.7 daje
(7.18) D(xy,...,x5-1) #0, k=2,...,m.

To zajedno s dokazanim (a) daje gornje trokutasti sustav koji rjesavamo po
1; odozgo prema dolje na jedinstven nacin:

(7.19)
(yl =T
yr = I'(x1,...,25_1)xk + (linearna kombinacija x1,...,T5_1)
Ym = L(z1, ..., Zm—1)Tm + (linearna kombinacija x1,. .., Zm—1)

tako da nalazimo
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(720) <$1,3§'2,..-,-’El§> = <Z/17927---7yk>, k= ]-a"'am

Takoder, iz gornje definicije y; kao determinante nalazimo

(z1lz1)  (zalwe) o (mi|ze-1)  (za]a)
(zalz1)  (x2lm2) - (w2lzi-1)  (w2lmy)
(7.21)  (yrlzi) = : : : :
(@p—1]z1) (TR—1lz2) - (Tp—t1]|Te—1) (Tr—1]zs)
(zkler)  (zele2) - (klog-1)  (zklas)

0 ako je ¢ < k jer determinanta ima dva ista stupca : i—ti i k-ti
I(x1,...,xE) akojei=k.
Relacije (7.20) i (7.21) daju

(7.22) ypeL(r1, o, ..., xk—1) = (Y1,Y2, - - -y Yp—1), k=2,...,m.

Iz (7.20) imamo
dim(y1,y2, ..., Ym) = dim{x1, x9, ..., Tp) = m,
jer su vektori x1, x2, ..., Ty linearno nezavisni. Gornja relacija pokazuje da
m vektora y1, Yo, . . ., Ym razapinje m—dimenzionalan prostor. Dakle, vektori
Y1,Y2, - - -, Ym Su linearno nezavisni. Posebno, niti jedan od njih nije nul-
vektor. To pokazuje da su vektori e = yir/||yx|| dobro definirani. Dok,
(7.22) pokazuje da su ti vektori medusobno ortogonalni. Dakle, e, ea, ..., en
su ortonormirani. Sada, (7.20) daje (i). Nadalje, iz (7.19) nalazimo da
vrijedi
yr = I(x1,...,25_1)2k + (linearna kombinacija x1,...,zk_1)

Odatle, racunajuéi skalarni produkt nalazimo

(yklyr) = (T(x1,. .., 25—1)k + (linearna kombinacija x1, . .., zk—1)|yk)

=T(z1,. .., zp-1) (@klyr),
zbog (7.22). Koristedi (7.21) imamo

0 < (yxlyr) =T(z1, ..., 26-1)(Tk|yk)

(xl, e ,mk,l)(yk]a:k)

(21, ) T @rs - ).

Ova relacija, polazeéi od I'(x1) = (z1]z1) > 0, indukcijom pokazuje da
je I'(x1,...,xk) > 0 za svaki k tj. vrijedi (b). Sada, kada znamo da je
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[(z1,...,2k-1) > 0, opet koristimo

(yrlye) =T(21, .- ze—1) (@k]Yk),

zapisanu uz pomo¢ relacije ex = yx/||yk||. Imamo

(wrler) = (zilye) /ywll = lyel?/T (1, - ze)llyell > 0.

Ovo dokazuje (ii). Kona¢no, jedinstvenost i (c) slijedi iz leme 7.10. O

Korolar 7.23. Neka je V konacéno dimenzionalan unitaran prostor. Tada
postoji ortonormirana baza za V.

Dokaz. Neka je (x1,...,x,) baza za V. Gram—Schmidtovim postupkom
ortogonalizacije iz teorema 7.17 konstruiramo ortonormiran niz vektora ey,

.., en. Kako su ti vektori linearno nezavisni (vidi propoziciju 7.6 (i)), to
dobivamo da je (e1,...,e,) baza za V. O

7.7. Ortogonalna suma potprostora; ortogonalan komplement. Neka
su Wy, Wa, ..., W, potprostori u V' takvi da je W; LW, za sve i # j. Tada

je suma direktna: Wy + Ws +ot W,. Zaista, treba pokazati da
wy +we + -+ wy =0, w; €W, = w; =0, Vi

Za svaki i # j imamo (w;, w;j) = 0 jer je po pretpostavci W; LW;. Dakle, za
zadani ¢, skalarnim mnozenjem gornje relacije s w; nalazimo

(w1)w;) + (wa|w;) + -+ + (wim1|w;) + (wi|w;) + (Wig1|w;) + - - - (Wi |w;) =0,
a to daje
(wilw)) =0 = w; =0.

Ovim je dokazana direktnost sume. Direktnu sumu sastavljenu od medusobno
ortogonalnih potprostora nazivamo (direktna) ortogonalna suma. Prema
gornjem, svaka suma medusobno ortogonalnih potprostora je direktna te
onda i ortogonalna suma. Oznaka za ortogonalnu sumu je W1 @ Wo @ --- @
Wi

Neka je W potprostor unitarnog prostora V. Definiramo
Wt={zeV; (zlw) =0, Ywe W}.

Lako se provjeri da je W potprostor u V. Taj potprostor naziva se orto-
gonalni komplement od W u V. Prema gornjem W @& W+ je ortogonalna
suma.
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7.8. Teorem o projekciji i najbolja aproksimacija. Od sada nadalje
razmatramo samo kona¢no dimenzionalne unitarne prostore.

Teorem 7.24 (o projekciji). Neka je W potprostor unitarnog prostora V.
Tada za svaki v € V' postoji jedinstveni w € W tako dav—w L W. Drugim
rijecima, V.= W @ W=. Jedinstveni vektor w € W zovemo ortogonalnom
projekcijom vektora v na potprostor W.

Dokaz. Ako je W = {0}, onda je jasno iz definicije ortogonalnog komple-
menta W+ = V. Neka je W # {0}, onda prema korolaru 7.23 mozemo iza-
brati ortonormiranu bazu (e, ..., en) za W. Stavimo i w =Y _/" (v]e;)e;,
onda proporzicija 7.6 (ii) pokazuje da je v —w L W.

Neka su w,w’ € W takvidajev—w L W iv—w L W. To zna¢i da
su vektori v — w,v — w’ € W+ pa je i razlika vektora (v — w') — (v — w) =
w—w' € Wt. S druge strane w,w’ € W povlaéi w —w’ € W. Kako je suma
W @ W+ direktna, to nalazimo w —w' € WNW+ = {0}, tj. w=w'. O

Korolar 7.25. dimW+ =dimV —dim W =n — dim W.

Neka je W # {0}. Ortogonalni komplement W+~ mozemo konstruirati
ovako. Izaberimo neku bazu (z1,...,x,) za W i prosirimo je do baze
(z1,...,2y) za V. Gram—Schmidtovim postupkom ortogonalizacije opisa-
nim u teoremu 7.17 konstruiramo ortonormiranu bazu (e,...,e,) za V.
Postupak ortogonalizacije pokazuje da su vektori ey, ..., ey iz W, a kako su
linearno nezavisni to imamo da je (ey,...,ey) ortonormirana baza za W.
Ortonormirana baza za W+ dana je sa (emy1,...,e,). Zaista, svaki z € V
mozemo napisati u obliku z = """ | (z|e;)e; (vidi korolar 7.23). Kako je
r € W+ ako i samo ako je (z]e;) = 0 za sve 1 < i < m, to nalazimo da je
x € W+ ako i samo ako x = Y1 . (|e;)e;. Usporedite ovo s racunom iz
dokaza leme 1.7.

Neka je W potprostor unitarnog prostora V. Prema teoremu 7.24, mozemo
svaki v € V na jedinstven nacin napisati u obliku

v=w+u, weW, ueW.

Teorem 7.26 (o najboljoj aproksimaciji). Uz gornje oznake
v —w|| < |lv—w']|, YW eW, v #w.

Dokaz. Po definiciji ortogonalne projekcije imamo v —w 1 W. Kako je
w—w €W, tojev—w L w—w. Stoga mozemo primijeniti Pitagorin
poucak:

o = w2 = |l(v = w) + (w = w)|P* = [Jv = w]]* + [Jw = w'[]* > [Jv - w]|]?

jer za w' # w imamo ||w — w'|| > 0. O
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8. REPREZENTACIJA LINEARNOG FUNKCIONALA I HERMITSKO
ADJUNGIRANJE

8.1. Antilinearna preslikavanja; konjugirani vektorski prostor. Neka
su V i W vektorski prostori nad poljem K. Podsjetimo da je linearno pres-
likavanje ¢ : V. — W preslikavanje koje zadovoljava

plax + By) = ap(x) + Be(y), Yo,y €V, a,B € K.

Iz predavanja 1 znamo da je skup svih takvih preslikavanja L(V, W) vektor-
ski prostor nad K dimenzije dim V' - dim W.

Antilinearno preslikavanje ¢ : V — W je preslikavanje koje zadovo—
ljava
plax + By) = ap(x) + Bely), Vo,yeV, a,fe K.

Ako je K = R ovim nismo dobili ni§ta novo jer svako antilinearno presli-
kavanje je ujedno i linearno preslikavanje. Razlika postoji samo za K = C.
Objasnimo o ¢emu se radi.

_ Svakom vektorskom prostoru V' mozemo pridruziti novi vektorski prostor
V koji je u odnosu na zbrajanje vektora jednak V. Jedina razlika je u novom
mnozenju sa skalarom:

)\.vdéva, YoeV =V, A€ K.
Lako se uvjerimo da uobicajena svojstva koja definiraju vektorski prostor
vrijede:
lv=1v=w
A(w+w)=Av+w) = v+ Iw=Av+ Aw
A=A+ pv=N+mv=M~+7w=A\v+po
(A).v = Apv = (Ao = A(jiw) = X.(p.v).

Ovaj vektorski prostor nazivamo konjugirani vektorski prostor prostora
V. Ako je K =R ovim nismo dobili ni§ta novo.

Nadalje, lako se uvjerimo da je e = (e1,...,e,) baza za V ako i samo
ako je e baza za V. Dakle, dimV = dim V. Takoder, ako izaberemo bazu
e = (e1,...,ey) za V onda preslikavanje

n n
E o;€e; —r E a;e;
=1 =1

je izomorfizam vektorskih prostora V i V $to lako provjerimo. (Dovoljno je
vidjeti linearnost i injektivnost, a oboje je gotovo ocigledno!) Iako su Vi V
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izomorfni, oni su izomorfni na nekanonski na¢in (izomorfizam ovisi o izboru
baze). S druge strane, konstrukcija prostora V iz V' je sasvim kanonska.

Sto je s antilinearnim preslikavanjima? Svako antilinearno preslikavanje
@ : V. — W je linearno preslikavanje ¢ : V — W. Zaista po definiciji
antilinearnog preslikavanja imamo
plaz + By) = ap(z) + Bely), Yo,y eV, a,fEK,
§to se drugim rijeCima moze napisati kao
plax + By) = a.p(x) + Bo(y), Vo,yeV, a,fe K.

Obrat takoder vrijedi. Dakle, skup svih antilinearnih preslikavanja V- — W
je kanonski jednak

L(V,W).
Kada kazemo da je antilinearno preslikavanje V' — W izomorfizam, onda po
definiciji zna¢i da je odgovarajuce linearno preslikavanje V' — W izomorfi-
zam.

Citatelj ¢e lako provijeriti da je svaka seskvilinearna forma (vidi tocku 7.2)
VxW—=K
u stvari bilinearna forma (vidi to¢ku 7.1)
VxW—K

1 obratno.

8.2. Reprezentacija linearnog funkcionala. Neka je V' unitaran vektor-
ski prostor sa skalarnim produktom ( | ) : V xV — K. Tada za svaki w € V
definiramo preslikavanje

ly: V=K v~ (vw).

Kako je skalarni produkt linearan u prvom argumentu, l,, je linearan funk-
cional na V.

Teorem 8.1 (o reprezentaciji linearnog funkcionala). Uz gornje oznake,
preslikavanje w +— 1, je antilinearan izomorfizam vektorskih prostora V i
V'. Posebno, za svaki |l € V' postoji jedan i samo jedan w € V tako da
vrigedi [ = 1y, 1.

l(v) = (v|lw), YveV.

Dokaz. Kako je skalarni produkt antilinearan u drugom argumentu, to imamo
L1 +82wz (V) = (v[Brwr + Baws)
= Bi(vlwi) + Ba(v|w2)
= Biluw, (V) + Bolu, (v), Vv € V.
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Odatle, vrijedi

lﬁlwl-l-ﬁgua = Elwl +Elw27 v’wl,'lUQ € I/Vv 517/82 e K.

Dakle, preslikavanje w — [, je antilinearno. Prema diskusiji iz tocke 8.1,
w — 1y, je linearno preslikavanje

VsV,
Kako je
dimV =dim V' = dim V7,

dovoljno je utvrditi jos samo injektivnost da se dokazu sve tvrdnje teorema.
Ako je I, = 0, onda

0=ly(v) = (vjw), YveV.
Posebno, za v = w, nalazimo

lw]]? = (w]w) = ly(w) =0 = w=

8.3. Hermitski adjungirani operator. Neka je V unitaran vektorski pros-
tor sa skalarnim produktom ( | )y i neka je W unitaran vektorski prostor sa
skalarnim produktom ( | )y .

Neka je A € L(V,W). Tada za svaki w € W preslikavanje

V- K

zadano s
v = (Avjw)w

je linearan funkcional na V. Dakle, prema teoremu 8.1, postoji jedinstven
vektor A*w € V takav da

(Avjw)w = (v|A*w)y, Vv e V.
Na taj nacin konstruirali smo preslikavanje
AW =V, w— A*w,
koje zadovoljava

(8.2) (Avlw) = (W] A*w)y, VeV, we V.

Lema 8.3. A* ¢ L(W,V) tj. A*: W — V je linearan operator. Ovaj ope-
rator naziva se hermitski adjungirani operator operatora A. Nadalje,
A* jedinstveno je odreden s (8.2).
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Dokaz. Koristeéi (8.2), ra¢unamo
(| A*(Brwr + Bow2))y = (Av|Brwy + Bowa)y,

= B1 (Avfwr)yy + B2 (Av|wa)y,

= B (v]A"w1)y + B2 (v| A w2)y,

= (v|f1A% w1 + fa A wo)y, .
Dakle, uz oznaku

x = A% (frwr + Pawz) — B1A w1 — BaA%wo,
imamo
(v|z)y =0, YveV.
Posebno, za v = x imamo
l|z||* = (z]z)y =0 = 2 =0.
Dakle
A*(Brwy + Bawz) = BrA w1 + Ba A wo.

Ovim je A* € L(W, V') dokazano.

Ostaje dokazati jedinstvenost. Ako postoji jos jedan operator B € L(W,V)
koji zadovoljava

(Av|lw)w = (v|Bw)y, Yv eV, weV.
Onda, ako oduzmemo (8.2), nalazimo
0= (v|A"w)y — (v|Bw)y = (v|A*w — Bw), Yv eV, weV.
Opet, ako sli¢no kao gore, stavimo z = v = A*w — Bw, nalazimo
l|z]|? = (z|z)y =0 = =0 = A*w = Bw, Yw e W.

Ovo dokazuje jedinstvenost. O

Teorem 8.4. Neka su V,W wunitarni prostori. Preslikavanje A — A* je
antilinearni izomorfizam vektorskih prostora L(V,W) — L(W,V) takav da
je (A*)* = A.

Ako je V =W, onda A — A* zovemo antilinearnom involucijom na L(V).

Dokaz. Koristedi (8.2), nalazimo
(Avfw)w = (v]A"w)y.

Ako tu relaciju konjugiramo, nalazimo

(Aviw)y, = (v|A*w)y, = (w|Av)w = (A"w|v)y.

Dakle
(A*wlv)y = (w|Av)w, Ywe W, veV.
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S druge strane, po definiciji od (A*)* (vidi (8.2)), imamo
(A*wlv)y = (w|(A") v)w, YweW, veV.

Dakle, jedinstvenost dokazana u lemi 8.3 dokazuje (i).

Za dokaz tvrdnje (ii), koriste¢i (8.2), ra¢unamo

(v|(€A + BB)*w)y, = ((aA + BB)v|w)y,
(Av|w)w + B(Bv|w)w
(v|A*w)y + B(v|B*w)y

= (v[@aA*w + BB*w)y, Yv eV, we W.

(07
(07

Odatle, sli¢no kao u dokazu leme 8.3 mozemo zakljuciti
(@A + BB)*w = aA*w + BB*w, Yw € W,
tj.
(aA + BB)* = aA* + B*.

Odatle slijedi (ii).
Zadnja tvrdnja teorema je posljedica ¢injenice da je A — A* involucija.
O

Teorem 8.5. Neka su V,W,U unitarni prostori. Neka je A € L(V,W) i
B e L(W,U). Onda vrijedi:

(BA)* = A*B*.

Dokaz. Najprije, zbog A € L(V,W) i B € L(W,U), kompozicija BA €
L(V,U). Takoder vidimo da je (BA)* € L(U,V). Isto tako, A* € L(W,V) i
B* € L(U,W), te je zato A*B* € L(U, V). Moramo pokazati

(BA)*u = A*B*u, YueU.
Opet koristeéi (8.2), nalazimo
(BAv|u)y = (v|(BA)*u)y, Yv eV, uel.
Dakle, vrijedi (koristeéi (8.2))

(v[(BA) u)v = (BAv|u)u
= (Av|B*u)w
= (v|A*B*u)y,, YveV, uel.
Dakle
0= (v|(BA)*u — A*B*u)y, YveV, uel.
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Ako stavimo v = (BA)*u — A* B*u, nalazimo
Io]]* = (v[v) =0 =
= v=(BA)*u—A*"B*u=0.
To je trebalo dokazati. (I

Korolar 8.6. Neka je V unitaran prostor. Tada preslikavanje A — A*
(hermitsko adjungiranje) zadovoljava:

(i) (involutivnost) (A*)* = A, za sve A € L(V).

(ii) (antilinearnost) (oA + BB)* = aA* + B*, za sve A,B € L(V) i

a,feK.

(iii) (AB)* = B*A*, za sve A, B € L(V).

(iv) I* =1, gdje je I jedinic¢ni operator,

(v) ako je A regularan, onda je reqularan i A* i vrijedi (A*)~1 = (A~1)*.

Dokaz. Svojstva (i)-(iii) slijede direktno iz teorema 8.4 i 8.5. Dok (iv) slijedi
odmabh iz (8.2) ako uzmemo A =iV = W. Ako je A regularani B = A~1,
onda tvrdnja (v) slijedi iz (iii) i (iv). O

8.4. Matri¢na realizacija hermitskog adjungiranja. Neka je A = (a; ;) €
M «n(K) bilo koja matrica, onda je hermitski adjungirana matrica A*
matrica iz My xm(K) takva da na mjestu (4, 7) ima element @;; tj. matrica
koja je dobivena iz matrice A najprije transponiranjem matrice A, a onda
kompleksnim konjugiranjem svakog elementa dobivene matrice.

Neka je V unitaran vektorski prostor sa skalarnim produktom ( | )y i neka
je W unitaran vektorski prostor sa skalarnim produktom ( | )yy. Neka sue =
(e1,...,en) 1 f = (f1,-.., fm) ortonormirane baze za V i W, respektivno.
(One postoje prema korolaru 7.23.)

Neka je A € L(V,W). Onda mozemo pisati

Aey = a1 fi+asifo+ -+ amifm
Aeg = a1 f1 + aoafo+ - + amafm

Ae, = CVlnfl +a2nf2 + - +amnfm

te na taj nacin operatoru A pridruzujemo matricu

aql 12 e A1n
Q21 Q22 te Qon

Afe) = | T | € Myen(K).
Oml Qm2 - Qmp

operatora A u paru baza f i e.
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Nadalje, jer su baze e i f ortonormirane imamo
aij = aij(fil fi)w = (euj fil fi)w

= (a1jfi + azjfo+ - mjfmlfi)w
= (Aej|f)w, 1<i<m, 1<j<n.

Kako je A* € L(W, V), to sli¢no kao gore imamo matri¢ni zapis operatora
A* u paru baza e i f. (Uocite da gore govorimo o paru baza f i e.)

Mozemo pisati

A* fi = Brier + Baiea + - -+ + Bnien
A* fo = Prae1 + Pazea + - - - + Pnaen

A*fm = Bime1 + Pomea + -+ - + /Bnmen

te na taj nacin operatoru A* pridruzujemo matricu

611 612 /Blm
Ay =] P P )
ﬁnl BnQ ﬁnm

Analogno kao gore, nalazimo
Bij = (A*file)v, 1<i<mn, 1<j<m
Iz (8.2) nalazimo

Bij = (A" filei)v = (fjlAed)w = (Aeilfj)y = aGi, 1<i<n, 1<j<m.

Ovim smo dokazali:

Propozicija 8.7. U paru ortonormiranih baza e i f, matrica (A*)(e, f)
operatora A* je hermitski adjungirana matrici A(f,e) tj. vrijedi

(A")(e, f) = (A(f,e)"

8.5. Seskvilinearne forme. Neka je V' unitaran vektorski prostor sa ska-
larnim produktom ( | )y i neka je W unitaran vektorski prostor sa skalarnim
produktom ( | ). Opisimo sve seskvilinearne forme V xW — K (vidi tocku
7.2).

Seskvilinearna forma je preslikavanje B : V x W — K linearno u prvom
argumentu i antilinearno u drugom argumentu:
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B(ajv1 4+ agve, w) = ay B(v, w) + agB(vg, w)
B(U751w1 + ,82’11}2) = EB(U7U}1) + EB(anQ)v
gdje su a1, a2, 51,02 € K, v,v1,v2 €V, w,wy,wg € W.

U opisu seskvilinearnih formi postupamo kao u tocki 8.3. Za svaki w € W
preslikavanje
VK

zadano sa
v +— B(v,w)
je linearan funkcional na V. Prema teoremu 8.1 postoji jedinstven A*w € V
takav da
B(v,w) = (v|A"w)y, Yve V.

Nadalje, imamo
(v[ A% (Brwr + Bawz))y = B (v, Brwr + Paws)
= B1B (v,w1) + 2B (v, ws)
= B (v|A"w1)y + B2 (v] A"w2)y,
= (v|B1A™ w1 + P A% w3)y,, YveV.
Kao u dokazu leme 8.3 zaklju¢ujemo
A*(Brwr + Bawz) = B1 A% w1 + P2 A ws.

Ovo pokazuje da je A* € L(W, V). Ovim smo dokazali da za svaku seskvili-
nearnu formu B : V x W — K postoji linearan operator A € L(V, W) takav
da vrijedi

B(v,w) = (Avjw)w = (v|A*w)y, Yv eV, we W.

Jedinstvenost operatora A € L(V, W) slijedi analogno dokazu jedinstvenosti
iz leme 8.3.
Obratno, ako je A € L(V, W), onda je preslikavanje

VxW =K, (v,w)— (Avjw)w = (v|A*w)y
seskvilinearno. Ovim smo dokazali

Propozicija 8.8. Neka suV i W unitarni prostori. Tada je preslikavanje
koje operatoru A € L(V,W) pridruiuje seskvilinearnu formu

VxW—=K, (vw)— (Avlw)w = (v|A™w)y
bijekcija izmedu L(V, W) i skupa svih seskvilinearnih formi V-x W — K.
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9. UNITARNI I HERMITSKI OPERATORI

9.1. Unitarni operatori.

Teorem 9.1. Neka je U: V — V linearan operator na realnom ili komplek-
smom konacno dimenzionalnom unitarnom prostoru V. Tada su sljedece
tvrdnje ekvivalentne:
(1) U*U =U0U* = 1.
(2) Uz |Uy) = (z|y) za svex,y € V.
(3) ||Ux|| = ||x|| za sve x € V.
(4) Ues,...,Ue, je ortonormirana baza od V za svaku ortonormiranu
bazu ey, ..., ey.
(5) Ues,...,Uey, je ortonormirana baza od V za neku ortonormiranu
bazu ey, ..., ey.

Za operator U kazemo da je unitaran operator ako vrijedi jedna od ekvi-
valentnih tvrdnji (1)—(5). Unitaran operator na realnom prostoru zovemo i
ortogonalnim operatorom.

Dokaz. (1) < (2) Ako je U*U = I, onda je

(x| y) = (x| U"Uy) = Uz | Uy).
Obratno, (2) povlaci

(z]y) = Uz | Uy) = (UVz|y).
Odavle slijedi U*Ux — z = 0, odnosno U*U = I. Znagi da je U* inverz od
U pa vrijedi UU* = 1.

(2) & (3) Ocito iz (2) slijedi
|U2]|* = Uz | Uz) = (¢ | 2) = ||z

Obratno, (3) povlaéi (2) jer prema lemi 7.3 (ii)—(iii) skalarni produkt mozemo
izraziti pomoc¢u norme. Na primjer, u sluc¢aju realnog prostora imamo

_ Uz + Uyl* — [|Uz — Uy|]?

(Uz[Uy) 1
_ U@+l - U@ =yl
4
z+yl)? - |z -yl
_lz+yl 4” P _ .

(2) = (4) = (5) je ocito.
(5) = (2) Neka je ey, . .., e, ortonormirana baza takva da je Uey,...,Ue,
ortonormirana baza. Tada za

r=¢&e + - +&e, 1 y=me +- -+ e,
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imamo
(Uz|Uy) = Z{erz | Z”JU% > &mUei | Uey) = Y &My
4,j=1 i,j=1
= Z &im(ei | €5) Zfzez \ Zmej (z|y).

,j=1

O
Unitarne matrice. Za n x n matricu U kazemo da je unitarna matrica
ako je kanonskoj bazi pripadni linearni operator U: C" — C" unitaran za
kanonski skalarni produkt na C™. Posebno, U je unitarna matrica ako i

samo ako je

ATA = AA" =T

Realnu unitarnu matricu zovemo i ortogonalnom matricom. Primijetimo

da u sluéaju realne matrice A imamo A* = A!. Znaéi da je realna matrica
A ortogonalna ako i samo ako je

A'A=AA' =T

Iz propozicije 8.7 slijedi da je A unitaran operator ako i samo ako je u
nekoj/svakoj ortonormiranoj bazi e matrica A(e) unitarna.

Primjer 9.2. Matrice
(1 0) <1 0) (z 0) (0 1) (0 z) (0 z)
0 1/ \0 —-1)°> \O0 —¢/7 \1 0)° \—¢ 0)7 \i O
su unitarne 2 X 2 matrice.
Zadatak 9.3. Da li su
(5 7). tak+ior =1

sve unitarne 2 X 2 matrice?

Primjer 9.4. Matrice

1 0 0 cosp 0 —sing cosp —sing 0
0 cosp —sing |, 0 1 0 , sinp cosp 0
0 siny cosyp sinp 0 cosg 0 0 1

su ortogonalne 3 X 3 matrice.

Unitarne refleksije. Za vektor a # 0 na unitarnom prostoru V' definiramo
linearan operator

2
(@lo)
(ala)
Na hiperravnini W = (a)* taj operator djeluje kao identiteta, tj.
To(y) =y za yeW

Ty(x) =2 — xeV.
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jer je (yla) =0, a za * = a imamo
2(ala)
Ty(a) = a— —a—-2 = —a.
w(a) =a (ala) a=a-—2a a
Teorem 7.24 o projekciji nam daje V=W @ (a), pa za y € W i skalar A
imamo

To(y + Aa) =y — Aa.
Zmaci da je
Ti(y +Aa) = Tu(y — Aa) = y + Aa,
1Ta(y + Aa)|? = |ly — Aal|* = [[y|* + [|Aal* = [ly + Aall?,

odnosno T2 = I i T, je unitaran operator.
Kazemo da je T, unitarna refleksija s obzirom na hiperravninu {a)*.

Hausholderove refleksije. Neka je V realan prostor i b,c¢ € V linearno
nezavisni vektori takvi da je ||b|| = ||c||. Tada je

(b—c|b+c)=|[bl[* + (ble) — (c[b) — lle|[* =0,
odnosno b — ¢ L b+ c. Odavle slijedi
Tb_c(b + C) =b+ C, Tb_c(b — C) =—-b+ C,

odnosno

Tb,c(b) =C, Tb,C(C) =b.
Operator Tp_. zovemo Hausholderovom refleksijom. Sve re¢eno vrijedi i za
kompleksni vektorski prostor V ako je skalarni produkt vektora b i ¢ realan,

tj. ako je
(blc) = (clb).
Grupa unitarnih operatora Skup U(V') svih unitarnih operatora na uni-

tarnom prostoru V je grupa s operacijom mmnozZenja operatora. Naime, pro-
dukt U1Us unitarnih operatora U; i Us je unitaran jer je

(U1U2)z | (UrUz)y) = (Ur(Uzz) | Ur(Uzy)) = (U | U2y) = (2 | y),

pa je skup svih unitarnih operatora U (V') zatvoren za asocijativnu operaciju
mnozenja operatora. Skup U (V') sadrzi jedini¢ni operator I koji je jedinica
za mnozenje i za svaki unitarni operator U sadrzi i njegov inverz U~ = U*
jer je

(UH'U*=U"U"=U0U"=1.
U slucaju realnog prostora V' obitno govorimo o grupi ortogonalnih opera-
tora koju oznacavamo s O(V'). Skup svih unitarnih (odnosno ortogonalnih)

operatora na V' s determinantom 1 je takoder grupa koju oznacavamo SU (V')
(odnosno SO(V)).

Grupa unitarnih matrica. Skup U(n) svih unitarnih n x n matrica je
grupa s operacijom mmnozenja matrica. Naime, unitarne matrice su poseban
slu¢aj unitarnih operatora C* — C" na unitarnom prostoru C" s kanonskim
skalarnim produktom.
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Ako je V unitaran n-dimenzionalan prostor s ortonormiranom bazom e =
(e1,...,en), onda je preslikavanje koje unitarnom operatoru U pridruzuje
(unitarnu) matricu U (e) izomorfizam grupa,

UV)—U(n), U Ule),
obi¢no pisemo U (V) = U(n).

Ako je ¢/ = (€],...,e],) neka druga ortonormirana baza unitarnog pros-
tora V, onda je matrica prijelaza T unitarna matrica 7' = W (e) unitarnog
operatora W definiranog relacijama We; = €/,...,We, = e),. Za matrice

unitarnog operatora U vrijedi
U(e) =T*U(e)T,
obi¢no kazemo da su matrice U(e’) i U(e) unitarno slicne.

Sve receno jednako vrijedi i za grupu O(n) ortogonalnih n x n matrica i
grupu O(V) ortogonalnih operatora na realnom n-dimenzionalnom prostoru
V. Posebno je O(V) = O(n) i za dvije ortonormirane baze vrijedi

Ue) =T'U(e)T,

Skup svih unitarnih (odnosno ortogonalnih) n x n matrica s determinantom
1 je takoder grupa koju oznaéavamo SU(n) (odnosno SO(n))'".

Zadatak 9.5. DokazZite da je determinata ortogonalne matrice 1 ily —1.

Zadatak 9.6. Skup 2 x 2 kompleksnih matrica oblika

H={rg|reRso, g SU2)}= {r <§ _046) | 7 € R>o, \a|2+|5]2:1}

zovemo kvaternionima ili Hamiltonovim brojevima, a zapis rg zovemo po-
larnom formom kvaterniona. Od¢ito je H zatvoren za mnoZenje i svaki kva-
ternion rg # 0 ima inverz r—g~1. DokaZite da je H zatvoren za zbrajanje.

9.2. QR-faktorizacija. Neka je A regularna realna n x n matrica. Tada
postoji ortogonalna matrica Q @ gornja trokutasta matrica R tako da je

A=QR.

Dokaz. Neka su A i b zapisane kao blok matrice

_ (a1 a2 (o n 1
4= <a21 A22> » b= <a21) €R", az,a12 €R", Az € My n1(R),

pri ¢emu je aqp skalar, ag; vektor-stupac i aj2 vektor-redak. Ako je asy # 0,
onda postoji Hausholderova refleksija T1 na R™ takva da je

T1b = |[bl[ex,

a1 a1z [b]] @’y
! ! <a21 A22) ( 0 9o

1Tpokazuje se da je SO(2) grupa rotacija euklidske ravnine, a SO(3) grupa rotacija
euklidskog prostora (vidjeti Zadatak 10.10).

pa je
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i matrica A%, je regularna. Ako prvi vektor-stupac b’ u (n — 1) x (n — 1)

matrici Ab, nije proporcionalan prvom vektoru e} kanonske baze u R L
onda postoji Hausholderova matrica T na R"~! takva da je

Top' = ||tf]lel,

pa je
1 0 I|b]| [1b]] @} 1 0
TyTiA = ( ) ( ) 2 ) o= |
0 Ty 0 ho 0 TiAL, 0 T
Nastavljajuéi postupak vidimo da postoji niz 11,75, ..., T,—1 ortogonalnih

n X n matrica takav da je
R=T,1...T5T1A
gornja trokutasta matrica, pa tvrdnja vrijedi za Q = (T},_1...ToT1)". O

Zadatak 9.7. Neka je dana QR-faktorizacija reqularne matrice A = QR.
Uz koje su wvjete na R stupci matrice Q = (fi,..., fn) dobiveni Gram-
Schmidtovim postupkom ortogonalizacije stupaca matrice A = (a1,...,a,) ?

Zadatak 9.8. Dokazite da se svaka ortogonalna nxn matrica moze prikazati
kao produkt refleksija. Sto posebno vrijedi u slucajun =2 in=3¥%

9.3. Teorem o dijagonalizaciji unitarnog operatora.

Lema 9.9. Neka je U unitaran operator na V. Ako je W invarijantan za U,
onda je i W invarijantan za U. Nadalje, inducirani operator Uly : W —
W je unitaran operator na W.

Dokaz. U je regularan operator, pa dimUW = dimW i UW C W povlaéi
UW =W. Noonda z L W i unitarnost od U povlaci Uz L UW =W.
Inducirani operator je unitaran jer je (Uz|Uy) = (z|y) za z,y € W. O

Neka je U unitaran operator na kompleksnom kona¢no dimenzionalnom
unitarnom prostoru V. Tada postoji ortonormirana baza od V koja se sastoji
od svojstvenih vektora od U. Svojstvene vrijednosti od U su kompleksni
brojevi apsolutne vrijednosti 1.

Drugim rije¢ima, postoji ortonormirana baza e od V' u kojoj je matrica
U(e) dijagonalna s elementima na dijagonali oblika ¢/, ¢ € R.

Dokaz. Teorem dokazujemo indukcijom po dimenziji prostora. Bududéi da je
V' kompleksan, postoji svojstveni vektor f takav da je Uf = Af. No onda
je _

(F1) = (UFUF) = (AFINF) = AN(fLF) = AP,
pa (f|f) # 0 povlaci |A|> = 1. Stavimo

M=A A=A W= ()
Tada je dimW = dimV — 1 i inducirani operator Uly je unitaran, pa

po pretpostavci indukcije za Uly postoji ortonormirana baza svojstvenih
vektora

Uwf; =Uf; =N\ fj, ji=2,...,n.
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O

9.4. Hermitski operatori. Neka je H: V — V linearan operator na re-
alnom ili kompleksnom kona¢no dimenzionalnom unitarnom prostoru V.
Ocito je ekvivalentno:

(1) H* =H.

(2) (Hx |y) = (x| Hy) za sve z,y € V.
Za operator H kazemo da je hermitski operator ako vrijedi jedna od ekviva-
lentnih tvrdnji (1)—(2).

Za n X n matricu H kazemo da je hermitska matrica ako je pripadni
linearni operator H: K™ — K™ hermitski za kanonski skalarni produkt, tj.
ako je H* = H. Primijetimo da je dijagonalna matrica hermitska ako i samo
ako je realna.

Realnu hermitsku matricu zovemo i simetricnom matricom. Primijetimo
da u slucaju realne matrice A imamo A* = A!, pa je realna matrica A
simetri¢na ako je

Al = A.
Iz propozicije 8.7 slijedi da je A hermitski operator ako i samo ako je u
nekoj/svakoj ortonormiranoj bazi e matrica A(e) = (a;;) hermitska, tj.
i =ay; zasve 4,7=1,...,n.
Zato iz teorema o dijagonalizaciji unitarnog operatora slijedi da za svaki
unitaran operator U postoji hermitski operator H takav da je
U=¢l,
Naime, postoji ortonormirana baza (fi,..., f,) za koju je Uf; = €% f; za
neke ¢; € R, a hermitski operator H je definiran s Hf; = ¢;f;. 1z nize

dokazanog teorema 9.18 o dijagonalizaciji hermitskog operatora slijedit ce i
obrat, tj. da je za hermitski operator H operator U = e unitaran.

Primjer 9.10. Za t € R matrice

LRV R U B G B )

su hermitske 2 x 2 matrice, a pripadne unitarne matrice Uy = e su

(e“ 0 > (e“ 0 > (cost 7sin t> <cos t —sin t>
0 €t)’ 0 e )’ \isint cost)’ sint cost |-
Uocite da je ;
a’t:(]e’tH =iH.

Primjer 9.11. Unitarna refleksija T, je hermitski operator jer za y,z 1 a
1 skalare X\, p imamo

(Ta(y + Aa)|z + pa) = (y — Aalz + pa)

= (ylz) — An(ala)

= (y+ Aa|z — pa) = (y + Xa|T, (2 + pa)).
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Realni vektorski prostor hermitskih operatora Ako su A i B hermitski
operatori i A i p realni brojevi, onda je

(A + uB)* = MA* + 1B* = M + uB.
Znaci da je skup svih hermitskih operatora H (V') na unitarnom prostoru V'

realni vektorski prostor. Izrac¢unajte dim H(V') kad je V realan i kad je V'
kompleksan.

Primjer 9.12. Na 4-dimenzionalnom realnom wvektorskom prostoru kom-
pleksnih 2 x 2 hermitskih matrica

To— 1 X9 +1ix
H(CQ) — {H = <x20—m13 :z20 +$13> | 20, 1, X2, 23 € R}

imamo kvadratnu formu'® (tj. funkciju)

_ _ To— X1 T2HIT3\ _ o o o 9
Q(H)—detH—det<x2_m3 ﬂ?o—i-a:l)_xo x] — x5y — x5

Grupa SL(2,C) kompleksnih 2 x 2 matrica determinante 1 djeluje’® na vek-
torskom prostoru H(C?) linearnim transformacijama

(9.13) Hw g.H=gHg*, HecH(C?, gecSL2C).

Iz Binet-Cauchyjevog teorema slijedi da za svaki g € SL(2,C) linearno pres-
likavanje (9.13) ¢uva kvadratnu formu Q jer je

Q(g.H) = det(gHg") = det gdet H det g* = det H = Q(H).

Zadatak 9.14. Na realnom 3-dimenzionalnom vektorskom prostoru kom-
pleksnih 2 x 2 hermitskih matrica traga nula

V:{H:( 1'1. $2+Z$3> ’$1,$2,$3ER}
T2 — 13 —X1
imamo skalarni produkt (Hi|Ha) = —tr(H1H2). Za element g grupe SU(2)
imamo linearno preslikavange

R,:V—=YV, Hw—gH=gHg".

Dokazite da je Ry, € SO(V). (Uputa: koristite zadatak 9.5 i neprekidnu
familiju elemenata u SU(2) oblika g = e, 0 <t < 1.)

18y/ektorski prostor R* s kvadratnom formom Q(zo,z1,22,x3) = 2§ — 7 — 23 — 3
zovemo prostorom Minkowskog, a linearne operatore koji ¢uvaju tu formu zovemo Loren-
tzovim transformacijama.

19 Kazemo da grupa G djeluje na skupu S ako imamo zadano preslikavanje

GxS—S, (g,8) — g.s

takvo da je g.(h.s) = (gh).s zasve g,h € Gis € S, te e.s = s za jedinicu e grupe G i sve
s€S.
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Hermitski operatori i hermitske forme. Podsjetimo se propozicije 8.8:
Neka je V' unitaran prostor. Tada je preslikavanje koje operatoru A € L(V')
pridruzuje seskvilinearnu formu

VxV =K, (v,w)— (Avjw) = (v|A*w)

bijekcija izmedu L(V') i skupa svih seskvilinearnih formi V x V — K.
Ako je A hermitski operator, onda je pridruZena forma hermitska jer je

B(v,w) = (Avjw) = (v|Aw) = (Aw|v) = B(w,v), Yv,w €V

(vidi tocku 7.2). Stovise, imamo:

Propozicija 9.15. Preslikavanje koje hermitskom operatoru A € L(V') pri-
druzuje hermitsku formu

VxV =K, (vw)— Bv,w)=(Av|w)
bijekcija je izmedu H(V') i skupa svih hermitskih formi na V.

Antihermitski operatori i antihermitske forme. Za linearan operator
na unitarnom prostoru V kazemo da je antihermitski ako je

A" =—-A,
ili ekvivalentno, ako je
(Az |y) = —(z | Ay), Va,yeV.
Ocito je skup A(V) svih antihermitskih operatora realan vektorski prostor.
U slucaju kompleksnog prostora za hermitski operator H imamo antiher-
mitski operator ¢+H jer ~
(iH)" =iH* = —iH,
a R-linearno preslikavanje
H(V) = A(V), Hw—iH
je izomorfizam realnih vektorskih prostora.
Opcenito svaki linearni operator A mozemo na jedinstveni nacin zapisati
kao sumu hermitskog i antihermitskog operatora
A+ A* n A— A*
2 2
Ti operatori medusobno komutiraju ako i samo ako A i A* medusobno ko-
mutiraju.
Antihermitskom operatoru A pridruzena forma je antihermitska jer
B(v,w) = (Av|w) = —(v|Aw) = —(Aw|v) = —=B(w,v), Yv,w €V

(vidi tocku 7.2). Stovise, imamo:

A=

Propozicija 9.16. Preslikavanje koje antihermitskom operatoru A € L(V)
pridruzuje antihermitsku formu

VxV =K, (vw)— B(v,w)=(Av|w)
bijekcija je izmedu A(V) i skupa svih antihermitskih formi na V.
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9.5. Teorem o dijagonalizaciji hermitskog operatora.

Lema 9.17. Neka je H hermitski operator na V. Ako je W invarijan-
tan za H, onda je i W invarijantan za H. Nadalje, inducirani operator
Hlw: W — W je hermitski operator na W.

Dokaz. 1z (x|w) = 0 za svaki w € W slijedi
(Hz|w) = (z|Hw) =0
jer je Hw € W. Znaci da je W+ invarijantan za H.

Inducirani operator je hermitski jer je (Hz|y) = (z|Hy) za z,y € W. O

Spektar hermitske matrice je neprazan i realan Neka je A hermitska
matrica. Tada je A: C" — C™ hermitski operator i Af = Af, f # 0 povlaci

AfL) = (L) = (AFLf) = (FIAf) = (FIAF) = AfLA),
pa kracenjem s (f|f) # 0 dobivamo

A=A
To znaci da su za hermitsku matricu A sve nultocke svojstvenog polinoma
ka(z) =det(zl — A)

realne. No to onda vrijedi i za realnu hermitsku matricu A koju mozemo
gledati i kao hermitski operator na realnom prostoru

A: R" - R".
Zmagi da za svaku nultocku A svojstvenog polinoma operator A\ — A nije
injekcija i da postoji svojstveni vektor f € R”, f # 0, tako da je
Af = \f.
Teorem 9.18. Neka je H hermitski operator na kompleksnom ili realnom
konacno dimenzionalnom unitarnom prostoru V. Tada postoji ortonormi-
rana baza od V' koja se sastoji od svojstvenih vektora od H.

Drugim rijecima, postoji ortonormirana baza e od V u kojoj je matrica
H(e) dijagonalna.

Dokaz. Teorem dokazujemo indukcijom po dimenziji prostora. Kao §to smo
vidjeli, spektar od H je neprazan i realan i za svojstvenu vrijednost \ postoji
svojstveni vektor f takav da je Hf = Af. Stavimo

AL = A, A= T W= (f)"

Tada je dimW = dimV — 1 i inducirani operator H|y je hermitski, pa
po pretpostavci indukcije za H |y postoji ortonormirana baza svojstvenih
vektora fo, ..., fn za koje je

H|ij:Hfj:/\jfj, j=2,...,n.
Znacidaje Hfj = Ajfjzasve j =1,2,...,n. O
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Neka je B(z,y) hermitska forma na V. Prema propoziciji 9.15 postoji
jedinstveni hermitski operator A takav da je

B(z,y) = (Az | y).
Prema teoremu 9.18 postoji ortonormirana baza f = (fi,..., fn) takva da
je Afj = Njfj zasve j = 1,...,n. Odavle slijedi teorem o dijagonalizaciji
hermitske forme:

Teorem 9.19. Neka je B(x,y) hermitska forma na kompleksnom ili realnom
konacéno dimenzionalnom unitarnom prostoru V. Tada postoji ortonormi-
rana baza (fi,..., fn) od V i realni brojevi A1, ..., A\, tako da je

Bufi+ -+ &nfns mfr+ -+ 0nfn) = MO + -+ 4 AndnThn
9.6. Pozitivni i strogo pozitivni hermitski operatori. Za hermitski

operator A kazemo da je pozitivan, piSemo A > 0, ako je pripadna hermitska
forma B(z,y) = (Ax|y) pozitivna, tj. ako je

(Az|z) >0, Yz eV.

Za hermitski operator A kazemo da je strogo pozitivan, piSemo A > 0, ako
je pripadna hermitska forma B(z,y) = (Az|y) strogo pozitivna, tj. ako je

(Az|z) >0, Vz eV,
(Az|z) =0 = z =0.

Iz drugog zahtjeva slijedi da je strogo pozitivan operator injekcija pa onda i
bijekcija.

Za hermitsku matricu kazemo da je (strogo) pozitivna ako je pripadni
hermitski operator na K™ (strogo) pozitivan.

Lema 9.20. Neka je A hermitski operator na unitarnom prostoru V i o4 C
R spektar od A.

(1) A je pozitivan ako i samo ako je X > 0 za sve X € g(A).

(2) A je strogo pozitivan ako i samo ako je X > 0 za sve X € o(A).

Dokaz. Nekaje (f1,..., fn) ortonormirana baza od V takva da je Af; = A f;
zasve j =1,...,n. Tada za

r=&6f+ " +&fn
imamo
(Az|z) = )‘1|§1|2 +ot An’fnyz'

Ako je A > 0 (odnosno A > 0), onda za z = f; imamo \; = (Af;|f;) >0
(odnosno A; > 0).

Obratno, ako je Ay > 0,..., A, > 0, onda je ocito (Azx|z) > 0. Ako imamo
stroge nejednakosti Ay > 0,..., A, > 0, onda je za = # 0 neki \fj\Q > 01
vrijedi stroga nejednakost (Az|z) > 0. O

Lema 9.21. Pozitivan operator je strogo pozitivan ako i samo ako je requ-
laran.



102 GORAN MUIC I MIRKO PRIMC

Dokaz. Buduéi da su sve svojstvene vrijednosti pozitivnog operatora A ne-
negativne i da regularan operator u spektru nema svojstvenu vrijednost 0,
iz prethodne leme slijedi da je pozitivni regularni operator A strogo poziti-
van. Kao $to smo ve¢ primijetili, obrat slijedi iz definicije strogo pozitivnog
operatora. [l

Uz oznake iz dokaza leme 9.20 det A = A1 ... \,. Zato imamo:
Korolar 9.22. Neka je B(z,y) = 223:1 a;&;Ti, strogo pozitivna hermitska
forma zadana hermitskom matricom (o j)ij=1,..n. Tada je
det(aij)LjZL,“,n > 0.

Lema 9.23. Neka je A € L(V). Tada je A*A pozitivan operator. Ako je A
reqularan, onda je A*A strogo pozitivan.

Dokaz. Operator A*A je hermitski operator jer je
(A*A)" = A*(A")* = A*A
i pozitivan operator jer je
(A*Az|z) = (Az|Az) = ||Az||> > 0.
Ako je A regularan, onda je Az # 0 za x # 0 ||Az||> > 0, pa je A*A strogo

pozitivan 20, O

Lema 9.20 karakterizira strogo pozitivne operatore u terminima spektra.
No nije potrebno poznavati spektar da bi se utvrdila stroga pozitivnost
operatora:

Teorem 9.24. Neka je A = (ay;) hermitska n x n matrica. Ekvivalentno je
(1) A je strogo pozitivna.

(2) ay1 >0, det <a11 a12> >0, ..., detA>0.
Qo1 (92

Dokaz. (1) = (2) Neka je B(z,y) = (Azly) = > ', ;&7 strogo pozi-
tivna hermitska forma. Tada je strogo pozitivna i restrikcija te forme na
linearnu ljusku (ej,...,ex) za svako 1 < k < n, tj. strogo pozitivna je i
hermitska forma oblika

k
Bi(w,y) = > ij&mi-
ij=1
No onda iz korolara 9.22 slijedi
det(aj)ij=1,..k > 0.

(2) = (1) U sljedeéem teoremu dokazujemo da postoji faktorizacija A =
R*R, pa tvrdnja slijedi iz leme 9.23. O

20 Da je A* A strogo pozitivan mogli smo zakljuéiti i koristeéi korolar 8.6 i lemu 9.21.
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Teorem 9.25. Neka je A = (ouj;) hermitska n x n matrica i neka je

a1p >0, det <a11 a12> >0, ..., detA>0.
21 022
Tada postoji gornja trokutasta matrica R takva da je
A= R'R.
Dokaz. U koracima dokazujemo da postoji faktorizacija
Ay, = R Ry, A = (0j)ij=1,.k
zasvaki 1 <k <n. Za k=1 imamo A; = a1 > 0 pa za Ry = /a1 vrijedi
Ay = RIR;.
Pretpostavimo da smo dokazali faktorizaciju
A1 = Ry 1Ry,

a trazimo faktorizaciju oblika
(9.26)
Qg

A4 ak_1> <RZ_1 0) (Rkl l’) .
A, = * = - , = : ,
k <akl ALk x* & 0 ¢ Gh—1 :

Qk—1k
Ry
Ry < k—1 26‘)

trebamo odrediti vektor z € K*~1 iskalar £ € K tako da vrijedi faktorizacija
(9.26). Mnozenjem blok-matrica dobivamo

. (Rt O\ [Rw z\ (R,_Rk1 R _,x
e (5 ) (550 9)- (B )

Po pretpostavci faktorizacija Ax_1 = Rj_;Rir_1 postoji, a pretpostavka
det A1 > 0 povladi da je matrica Rp_; regularna. Zbog toga postoji
jedinstveni vektor = takav da je

pri cemu u k X k matrici

Ry _x=ak_1, TRy = aj_,
i preostaje vidjeti da postoji kompleksan broj £ takav da je
(9.27) ¥z + |€* = apr, odnosno |¢] = Vg, — 2.
Zato primijetimo da postoji faktorizacija oblika
A (R;;*_l 0) (Rk_l x) _ (R,’g*_lel Ifz_lx)
x 1 0o p A L i

za x*x + = agr. Tada je zbog Binet-Cauchyjevog teorema

det Ay, = det R}_;det Ry_1 - = |det Ry_1|*- 5,
pa iz pretpostavke det Ay > 0 slijedi

B8 =ca, — 2T > 0.
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Znaéi da postoji € takav da vrijedi (9.27). Stovise, za dijagonalni element
& = prr u matrici R mozemo izabrati pozitivan broj

é_ o o det Ak
PR A Get Ay

Metoda drugog korijena. Za strogo pozitivnu matricu A sustav jed-
nadzbi Az = b mozemo rjesavati koriste¢i faktorizaciju A = R*R tako da
uzastopno rjeSavamo dva trokutasta sustava

R'y=b i Rx=y.

Takva metoda rjesavanja sustava Ax = b, uklju¢ujudi i konstruktivni postu-
pak faktorizacije opisan u gornjem dokazu, zove se metoda drugog korijena.

O

Dijagonalizacija strogo pozitivne kvadratne forme. Neka je A = (o)
strogo pozitivnha matrica i

n

Qx) = (Azlz) = Y aij&&
ij=1
pripadna kvadratna forma. Tada faktorizacija A = R*R za gornju troku-

tastu matricu R = (p;;) daje formulu za kvadratnu formu kao sumu kvadrata
linearnih funkcija

Q(z) = (R*Rale) = ||Rz|* =) |puki + - + pinkal®-
i=1

Teorem 9.28. Neka je A pozitivan operator. Tada postoji jedinstveni pozi-
tivni operator B takav da je

B? = A.
Taj operator zovemo drugim korijenom iz A i pisemo B = /A.

Dokaz. Neka je f1,..., fn ortonormirana baza od V u kojoj se A dijagonali-
zira. Tada svi svojstveni vektori te baze za danu svojstvenu vrijednost A
razapinju svojstveni potprostor

ker(A — \I).
7Znaci da imamo rastav na ortogonalnu sumu svojstvenih potprostora
V=& -V
i odgovarajuéi rastav na inducirane operatore
A=MIL - D ALs.

Buduéi da je A; > 0 za sve j = 1,...,s, stavimo

B=+vVML& &Vl
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Tada je B hermitski operator jer se dijagonalizira u ortonormiranoj bazi
fi,.- ., fn s realnim spektrom i vrijedi
B*=A
jer za svojstveni vektor f iz te baze za svojstvenu vrijednost A imamo
Bf = (VA?f=Af=Af.

Preostaje dokazati jedinstvenost. Neka je C' pozitivan operator takav da
je C? = A. Tada C komutira s A i svojstveni potprostori od A su invarijantni
za C'. Inducirani operator

Gy =Cly,: Vi > V;
je hermitski operator pa postoji ortonormirana baza g1, ..., g, u kojoj se C;
dijagonalizira,
Cigk = 1k9k,
pri ¢emu je py > 0 jer je C; pozitivan. Iz uvjeta
pige = Cigr = C?gr = Agr, = Ajgi
slijedi p2 = A\; i pp = /A za sve k, pa je

Cj = pily =/ Ajlj = Bj.

Buduéi da to vrijedi za sve svojstvene potprostore Vj, slijedi C' = B. U
Lema 9.29. Neka je A€ L(V) i H=+VA*A. Tada je

(9.30) || Az[| = |[Hz]]

i ker A = ker H.

Dokaz. Po pretpostavci je A*A = H?, pa je
|Az||> = (Az|Az) = (A*Az|z) = (H?z|z) = (He|Hz) = ||Hz||.
Buduéi da je Az = 0 ako i samo ako je ||Azx|| = 0, iz dokazane jednakosti
(9.30) slijedi ker A = ker H. O
Teorem 9.31 (Polarna forma operatora). Neka je A € L(V). Tada postoje
unitarni operator U ¢ pozitivni operator H tako da je
A=UH.

Operator H je jedinstven it H = vV A*A, a U je jedinstven ako je A regularan.
Dokaz. Neka je A regularan i H = VA*A. Tada je ker A = ker H = 0 i
im A =im H = V. Definiramo preslikavanje

U:V =V, U: Hr— Az, xz€V.

To je preslikavanje dobro definirano jer Hx = Hz' povlaciz = 2/ i Av = Ax'.
Lako je provjeriti da je U linearno preslikavanje, pa je U zbog (9.30) unitaran
operator. Znadi da je UHx = Ax za sve x € V i prva tvrdnja teorema je
dokazana za regularan operator A.
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Ako A nije regularan, onda je kerH = kerA za H = v A*A i imamo dva
rastava prostora V' na ortogonalnu sumu

V =imH ®ker H, V =imA® (im A)*.
Zbog teorema o rangu i defektu imamo dimim H = dimim A i, kao prije,
imamo dobro definirano preslikavanje
Up:imH — im A, Uy: Hrx — Ax
jer Hx = Hx' povlaci o — 2’ € kerH = ker A i Az = Ax’. Po konstrukeiji je
UiHzx = Ax.

Lako je provjeriti da je Uj linearno preslikavanje koje zbog (9.30) ¢uva
normu. Ako je Uj linearno preslikavanje na ortogonalnim komplementima
Us: (im H)t — (im A)*
koje ¢uva normu, ili ortonormiranu bazu jednog preslikava u neku ortonor-

miranu bazu od drugog, onda je operator U = Uy + U, unitaran. Za
z € (im H)' = ker H = ker A
imamo Hx = Ax = 0, pa onda za U = Uy + Us imamo UH = A.
Ako je A = UH, onda je A* = HU* i A*A = H?. Ako je A regularan,
onda je i H regularan i U = AH ! je jedinstven. (]
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10. NORMALNI OPERATORI

10.1. Projektori. NekajeV =1} +Vj, rastav prostora V' na direktnu sumu
potprostora Vi i V. Znagci da za svaki vektor v € V imamo jedinstveni rastav
v=uv1+1ve, v €Vi, v € Vs.

Preslikavanje
P:V =V, Pl(v):Pl(v1+v2):v1

zovemo projekcijom na potprostor Vi duz potprostora Vo. Projekcija je line-
arno preslikavanje jer za v, w; € V1 i vo,wo € Vo i skalare A\, u imamo

Pr(A(v1 +v2) + p(wr +w2)) = Pr((Avy + pwr) + (A + paws))
= vy + pws
= )\Pl(vl + 1}2) + uPl(wl + wg).
Uocimo da je P2(v1 + v9) = Pi(v1) = v1 = Pi(v1 + v2), odnosno
Pl =P,
Za linearan operator P: V — V kazemo da je projektor ako je idempotentan,
tj. ako je
P2=P
Kao sto smo widjeli, projekcija je projektor. Vrijedi i obratno. Naime,
P? — P =0 povla¢i da minimalni polinom pp(X) dijeli polinom X (X — 1).
Pretpostavimo da je
up(X) = X(X - 1).
Tada je spektar operatora op = {1,0} i imamo rastav prostora V na svoj-
stvene potprostore

V=Vi+Vy, Vi=ker(P—I)#0, Vi=kerP#0

Pv=Pvi+Pva=1-v1+0-v2=v; za v €V, vg € Vs.

Znaci da je projektor P projekcija na potprostor im P = Vi duZ potprostora
ker P = V5.
Ako je up(X) = X, onda je P = 0 i nul-operator mozemo shvatiti kao

projekciju za rastav V = 0+ V, tj. projekciju na potprostor 0 duz potpros-
tora V. Ako je up(X) =X — 1, onda je P = I i jedini¢ni operator mozemo

shvatiti kao projekciju za rastav V =V + 0, tj. projekciju na potprostor V
duz potprostora 0.

Dekompozicija jedinice. Ako je
V=Vi+V,

i P, kao gore, a P, projekcija na potprostor Vo duz potprostora Vi, onda
oc¢ito vrijedi rastav

I =P+ P, P,P; = 0;;P;, 4,5 €{1,2}
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kojeg zovemo dekompozicijom jedinice. Opéenito za rastav prostora na di-
rektnu sumu potprostora

V=Vit. .. +Vit...+V,
za svaki ¢ = 1,...,s mozemo definirati projektor
P:V =V, Pv=PFP(vi+ -+vi+- - +v) =

Ocito vrijedi rastav

I=P +- -+ P, P,P; = 0;;P; zasve i,j€{l,...,s}
kojeg zovemo dekompozicijom jedinice. Obratno, svaka dekompozicija jedi-
nice daje rastav prostora

V=WVi+...4+V,, Vi=imP, ov=1Iv=Puv+- -+ Pu.

Da je suma potprostora V; = im P; direktna slijedi primjenom relacija
P, P; = 6;;F;: svaki v; € V; je oblika v; = Pjv = P;Pjv = Pv; jer je Pf =P,
pa primjenom operatora P; na vektor

O=vi+- - +0i4- - +vs =P+ + P+ -+ P,
iz P;P; = 0 za i # j dobivamo

0= PPrvi + - + PP + - - + PPy, = Plv; = v;.

Dekompozicija jedinice i poluprosti operatori. Po definiciji je opera-
tor S poluprost ako se dijagonalizira u nekoj bazi, ili ekvivalentno, ako je V'
direktna suma svojstvenih potprostora od S. To mozemo reéi i u terminima
dekompozicije jedinice: Operator S je poluprost ako postoji dekompozicija
jedinice

I=P +- -+ P, P,P; = 0;;P; zasve i,j€{l,...,s}
iskalari A1,...,As tako da je

S=MP + -+ A Ps.

10.2. Hermitski projektori. Neka je V = V1@ V5 rastav prostora V na or-
togonalnu sumu potprostora Vi i Vo, Vi L V,. Tada projekciju P, na Vi duz
Vo zovemo ortogonalnom projekcijom. Ortogonalna projekcija je hermitski
operator jer za vy, w1 € Vi i vo,wo € Vo imamo
(P1(v1+v2)|wiHw2) = (vi|wr +we) = (vi|wy) = - -+ = (v1+v2|Pr (w1 +w2)),
tj.
P =P.

Obratno, ako je P hermitski projektor, tj.

P*=PpP, P =P,
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onda zbog teorema o dijagonalizaciji hermitskog operatora imamo ortogo-
nalnu sumu potprostora

V=Vi®V,, Vi=ker(P—1I), Vo=kerP.

Znaci da je hermitski projektor P ortogonalna projekcija na potprostor im P
duz potprostora ker P.

Ortogonalna dekompozicija jedinice. Ako je
V=ViaeV

i P; kao gore, a P, ortogonalna projekcija na potprostor Vo duz potprostora
V1, onda ocito vrijedi rastav

I:P1+P2> P7,*:P’L> P?,P]:(sljph 17]6{1,2}

kojeg zovemo ortogonalnom dekompozicijom jedinice. Opcenito za rastav
prostora na ortogonalnu sumu potprostora

V=Vo - --aV,d---®V;
za svaki i = 1,...,s mozemo definirati ortogonalnu projekciju
P:V =V, Pv=PFPwi+- - +v+- - +vs) =0
Ocito vrijedi rastav
I=P +- -+ P, P =P, PP;=06;P zasve i,je{l,...,s}

kojeg zovemo ortogonalnom dekompozicijom jedinice. Obratno, svaka orto-
gonalna dekompozicija jedinice daje rastav prostora

V=Vie - --dVs, V,=imPF;, v=1Iv=Pv+- -+ Psv.

Da je suma potprostora V; = im P; ortogonalna slijedi primjenom relacija
P* = P; i PP; = 6;;FP;: svaki v; € V; je oblika v; = Pjv = P;Pjv = Pyv; jer
je P? = P;, pa za i # j imamo

(vilvj) = (P Pjvj) = (vi| P Pjuj) = (v PiPjvj) = (v5]0v;) = 0.

Ortogonalna dekompozicija jedinice i hermitski operatori. Teorem
o dijagonalizaciji hermitskog operatora mozemo izreéi i u terminima ortogo-
nalne dekompozicije jedinice: Za hermitski operator H postoji ortogonalna
dekompozicija jedinice

I=P+- -+ P, PzP]:&]PZ za sve i,jE{l,...,S}
i realni brojevi A1,..., A tako da je

H=MP + -+ X\ FPs.
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10.3. Normalni operatori. Za operator A na unitarnom prostoru kazemo
da je normalan ako komutira sa svojim hermitski adjungiranim, tj.

AAT = A" A.

Primijetimo da su unitarni, hermitski i antihermitski operatori normalni.
Ako je A normalan, onda je i svaki polinom P(A) normalan jer sve po-
tencije od A komutiraju sa svakom potencijom od A*.

Propozicija 10.1. Linearan operator A € L(V) je normalan ako i samo
ako je
||Az|| = ||A*z|| za svaki x € V.

Dokaz. 1z A*A = AA* slijedi

|Az||? = (Az|Az) = (A*Az|z) = (AA*z|z) = (A*z|A*z) = ||A%z|]
Obratno, iz ||Az|| = ||A*z|| slijedi

|Az|)? — ||A*z||? = (A*Azx|z) — (AA*z|z) = ((A*A — AA%)z|2) = 0.

Operator H = A*A — AA* je hermitski i relacija Hf = Af za svojstveni
vektor f # 0 daje

0= ((A"A— AA")fIf) = A(f19).

a to povlac¢i A = 0. Znaéi da su sve svojstvene vrijednosti od A*A — AA*
jednake nuli pa iz teorema o dijagonalizaciji hermitskog operatora slijedi

ATA— AA* =0.

Gornja karakterizacija normalnog operatora povlaci
(10.2) Av= & Av=)\
jer je ||(A— A )v|| = 0 ako i samo ako je |[(A — AI)*v|| = ||(A* — X])v|| = 0.
Teorem 10.3. Neka je A € L(V). Tada je
V =kerA® imA*.
Ako je A mormalan operator, onda je ker A = ker A*, im A = im A* i
V =ker A ® im A.
Dokaz. Prvi dio teorema slijedi iz teorema 7.24 o projekciji i
ze (imA)t o (z|A*y) =0Vy < (Azly) =0Vy < Az =0 <z € ker A,

tj. ker A = (im A*)*. Za normalan operator A jednakost ker A = ker A*
slijedi iz propozicije 10.1 jer je

rekerAe Ar =0 ||Az||=0=||A"z|| & A'r =0 = € ker A",
To povlaci im A* = (ker A)* = (ker A*)* = im A** = im A. O
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Lema 10.4. Neka je A normalan operator i W invarijantan potprostor za A
i A*. Oznac¢imo s Alw i A*|w inducirane operatore. Tada je na unitarnom
prostoru W

(Alw)" = A"lw
i Alw je normalan operator na W.

Dokaz. 1z relacije (Az|y) = (x| A*y) za sve vektore iz z,y € V slijedi relacija
za sve vektore x,y € W

(Alw=)ly) = («[(A%wy)),

pa zbog jedinstvenosti adjungiranog operatora slijedi prva tvrdnja. Da je

inducirani operator normalan slijedi iz

(Alw)™ Alw = A" |lwAlw = A"Alw = AA™lw = AlwA"|lw = Alw (Alw)".
O

Teorem 10.5. Neka je A normalan operator na kompleksnom konacéno di-
menzionalnom unitarnom prostoru V. Tada postoji ortonormirana baza od
V' koja se sastoji od svojstvenih wvektora od A. Drugim rijecima, postoji
ortonormirana baza e od V' u kojoj je matrica A(e) dijagonalna matrica.

Dokaz. Teorem dokazujemo indukcijom po dimenziji prostora. Bududéi da
je V kompleksan, postoji svojstvena vrijednost A i pripadni svojstveni pot-
prostor
ker(A — \I) # 0.
Prema teoremu 10.3 imamo rastav
V =ker(A— AI) ®im (A — \I)

na invarijantne potprostore od A na kojima je inducirani operator normalan.
Ako nije A = A, odnosno V' = ker(A — AI), onda je 0 < dim im (A — \I) <
dim V' i tvrdnja slijedi zbog pretpostavke indukcije. [l

Ortogonalna dekompozicija jedinice i normalni operatori. Teorem
o dijagonalizaciji normalnog operatora mozemo izreéi i u terminima ortogo-
nalne dekompozicije jedinice: Za normalni operator A postoji ortogonalna
dekompozicija jedinice
I=P +---+4+ P, PZP]:(Sz]Pz za sve i,jE{l,...,S}
i kompleksni brojevi A1, ..., As tako da je
A=MP + -+ X\ Ps.

Polarna forma normalnog operatora. Ako je A normalan operator,
onda postoji ortonormirana baza u kojoj A ima dijagonalnu matricu s dija-
gonalnim elementima

A =m0 N, = e,
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pri ¢emu za kompleksni broj Ay koristimo polarni (trigonometrijski) zapis
A = € Pk 1 = |\g| > 0. Operator H koji u toj ortonormiranoj bazi ima

dijagonalne elemente r1, ..., r, je pozitivan, operator U koji u toj ortonor-
miranoj bazi ima dijagonalne elemente e*#1, ... " je unitaran i vrijedi
A=UH = HU,
tj.
)\1 T1 6“’01
An Tn el

Hermitski i antihermitski dio normalnog operatora. Ve¢ smo rekli
da svaki linearni operator A mozemo na jedinstveni na¢in zapisati kao sumu
hermitskog i antihermitskog operatora

A+ A* n A— A*
2 2
Ako je A normalan operator, onda postoji ortonormirana baza u kojoj A
ima dijagonalnu matricu s dijagonalnim elementima
)\1:Oél+’l:/81, ] )\n:an"’_zﬁny

pri ¢emu su «g i P realan i imaginaran dio kompleksnog broja Ax. U toj
ortonormiranoj bazi imamo rastav matrice od A na hermitski i antihermitski

A=

A1 ] 61
= - ti 5
)\n Qp 677,

10.4. Normalni operatori na realnim prostorima. Stavimo

J:<(1) ‘01>.

Tada je J? = —I i kompleksne brojeve mozemo identificirati s realnim 2 x 2
matricama oblika

oz—f-iﬁ(—)a[—i—ﬁJ:(g _046>

Primijetimo da svojstveni polinom linearnog operatora na realnom vek-

torskom prostoru ima realne koeficijente. Ako je A = a + i3, o, € R,
nultocka polinoma s realnim koeficijentima ~p, . .., Vn,

Y A" + ’Yn—l)\n_l +- o +mA+7 =0,
onda je i A = a — i3 nultocka tog polinoma
J— _1 —
A+ YnaX A+ =0.

Stovise, nultocke A i X imaju iste kratnosti.
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Teorem 10.6. Neka je A normalan operator na realnom n-dimenzionalnom
unitarnom prostoru V. Tada postoji ortonormirana baza f takva da je ma-
trica A(f) operatora A blok dijagonalna matrica oblika

A1
As
o 1
b , s+ 2r =n,
-5 o
Qy /Br
_ﬁr Qo
pri cemu su Ai, ..., As sve realne svojstvene vrijednosti operatora A brojane
s ngihovim kratnostima u svojstvenom polinomu, a oy + if1,...,q, 105,

svi konjugirani parovi kompleksnih nultocaka svojstvenog polinoma s imagi-
narnim digelom razlicitim od nule, brojane s njihovim kratnostima u svoj-
stvenom polinomu.

Dokaz. Neka je e = (eq,...,ey,) ortonormirana baza od V. Tada je koordi-
natizacija
VR z=¢&e+---+&en—z(e) = (&1,...,6n)

izomorfizam unitarnih prostora jer je

(z|y)v = (Ere1+- - +Enenlmert: - +mnen)v = E1m+- - +E&ann = (z(e)|y(e))rn.

Zato smijemo pretpostaviti da je V' = R™ i da je preslikavanje A € L(V)
zadano realnom matricom A = A(e) koja je normalna, tj.

A'A = AA

Teorem dokazujemo indukcijom po dimenziji prostora V. Ako je v # 0
svojstveni vektor za realnu svojstvenu vrijednost A, onda zbog (10.2) imamo

Av=X v 1 Alv=Xv

i linearna ljuska (v) je invarijantna za A i A*. No tada je (n—1)-dimenzional-
ni potprostor W = (v)* invarijantan?! za A’ i A i prema lemi 10.4 je indu-
cirani operator Al normalan, pa tvrdnja slijedi iz pretpostavke indukcije.
Ako je A = a+1if, B # 0, kompleksna nultocka svojstvenog polinoma, onda
u realnom prostoru nemamo svojstveni vektor i ideja dokaza je da “kom-
pleksificiramo” prostor: Kao §to je R C C, shvatimo

R*cC"
21Naime, ortogonalni komplement W = U~ je invarijantan za B* ako je potprostor

U invarijantan za operator B jer za svaki u € U i w € W imamo Bu € U i (B*w|u) =
(w|Bu) = 0.
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i (realnu) matricu A kao matricu linearnog operatora na kompleksnom pro-
storu

A: C"—C".
Operator A je normalan operator na unitarnom prostoru C™. Ako je

A=a+1i8, B#0

kompleksna svojstvena vrijednost operatora A na kompleksnom prostoru
C"™, onda postoji svojstveni vektor v € C" za tu svojstvenu vrijednost. Zbog
(10.2) imamo
(10.7) Av=X v i Alv= ).
Ako svaku kompleksnu koordinatu vektora v rastavimo na realni i kompleks-
ni dio, dobivamo rastav

v=ux+iyeC", x,y € R™.
Stavimo v = = — iy. Tada kompleksnim konjugiranjem iz relacije Av = \v
dobivamo

AT = M.
Buduéi da je po pretpostavci A # A, svojstveni vektori ¥ i v pripadaju
razli¢itim svojstvenim potprostorima koji su za normalni operator ortogo-
nalni. Znaéi da je v L v, a to povlaéci
0= () = (z —iyle + 1) = (z]x) —i(z]y) —i(ylz) — (Yly).
Buduéi da su vektori z,y realni, tj. x,y € R" C C”, to je (zly) = (y|z) i
(izjednacavanjem s nulom realnog i imaginarnog dijela)
2 2
llI* = llyllF =0,  (ly) =0.

Smijemo pretpostaviti da smo svojstveni vektor v izabrali tako da je ||z||? =
llyl|> = 1. Tada je (x,y) ortonormirana baza 2-dimenzionalnog potprostora

U= (x,y) CR".
Buduéi da je A realna matrica, relacije (10.7) mozemo rastaviti na realni i
kompleksni dio
Az + iy = Az +iy) = (a + i8)(x + iy) = (az — By) +i(ay + f),
Alz +id'y = Al +iy) = (o — if)(x + iy) = (ax + By) + i(ay — fz).

Znadi da je 2-dimenzionalni potprostor U invarijantan za A i A’ i da indu-
cirani operatori Al i AY|yy u ortonormiranoj bazi (z,y) imaju matrice

(10.8) (_aﬁ g) i <g f).

Sada opet zakljuéujemo da je W = U+ invarijantan za A i A! i da je induci-
rani operator A|y normalan, pa tvrdnja teorema slijedi iz (10.8) i pretpos-
tavke indukcije. O

Zadatak 10.9. Napisite sve elemente grupa O(2) i SO(2).
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Zadatak 10.10. DokaZite da je svaki element A grupe SO(3) rotacija u R?,
tj. da za dani A postoji v # 0 takav da je Av = v i da je inducirani operator
na ravning (v)* rotacija za neki kut .

Pitanje: MozZemo li svaki ortogonalni operator U na realnom unitarnom
prostoru V. zapisati kao U = eX za neki antihermitski K ¢ Uputa: razmislite
(1) o relaciji

det e? = ¢4
te
(2) o postavljenom pitanju u slu¢aju ortogonalnih matrica

b5 (04
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