MATEMATICKA ANALIZA 1

Pismeni ispit — 25. kolovoza 2025.

Zadatak 1. (ukupno 24 boda) Dana je funkcija

(a)
(b)
(c)

f(z) = tg(2x) + ctg(2z).
(8 bodova) Odredite prirodnu domenu funkcije f.
(8 bodova) Odredite najveci interval I koji sadrzi tocku § na kojem je funkcija f injekcija.

(8 bodova) Odredite f((0, g]).

Rjesenge.

(a)

2. nadin Zapisimo f(z) =

g(x) =z + a7t h(z) =tg(2x), f =goh.
Dy =R\{Z+kZ:keZ} =R\ {(2k+1)Z:keZ}, D, =R\ {0}.
Dy =R\ ({(2k+ )T : k€ Z}U{2kT : k€ Z}) =R\ {kZ : k € Z}.

1. nac¢in: Funkcija h je dobro definirana i injekcija na (—%,%) 2 § te je h(3) = 1i h((—%. %)) =

(—00, 00).

Funkcija g(x) = x + 27! je neprekidna na (0, 00) 3 1.
Provjerimo kada je funkcija g injekcija.

Iz x+ 2 :y—i-i slijedi (z,y #0) da je (x — y)(1 — xy) = 0.
Dakle, g(z) postize iste vrijednosti to¢no onda kada je y = %
Slijedi da je mogucéi interval (0, ] ili [T, F).

cos(2x sin(2x .. T :1: [ T
sin((Qx))) + 005((2:15))) - sin(24m)' Opet S€ dOlee <0’ §] ili [§7 Z>

1. nacin: Funkcija h je rastuca neprekidna funkcija na (0, 00), pa je h((0, g]) = (0, 1].

Trazimo ¢((0,1]). Uoc¢imo da je z + z~*

=2,zax = 1.

Dokazimo da je z + 271 > 2, za z € (0,1).

Vrijedi (/x + \%)2 >0, pa je x + + > 2. Dakle, minimum funkcije f je 2.
Takoder, lim,_,o+ x + 27! = 400, pa je maksimum te funkcije +oc.

Bududi da je g neprekidna funkcija, slijedi da je f((0, §]) = [2, 00).

2. nadin: Zapisimo f(z) = <@ 4 sn(e) _ 2

sin(2z) cos(2z) ~  sin(4z) "’

Bududi da je sin(4x) rastuci na (0, §

2, 00).

], slijedi da je f padajuca neprekidna funkcija te je f((0,3]) =



Zadatak 2. (ukupno 24 boda)

(a)

(b)

(12 bodova) Dokazite da sljedeéi limes postoji i odredite ga.

o Inl4+---4+1nn
lim .
n—o0 nlnn

(12 bodova) Niz (ay,), zadan je s:
a, = min{m € N: m? + 2m > n}

Postoji li limes
lim Gn g

Rjesengje.

(a)

Ozna¢imo a, =Inl+---+Innib, = nlnn. Bududi da je b, strogo rastué niz (jer je b, produkt dviju
pozitivnih strogo rastucih funkcija) i buduéi da je lim,,_,, b, = +00, koriste¢i Cesaro—Stolzov teorem
dovoljno je pokazati da postoji limes:

li Ap4+1 — Ap

n—o0 by — by '

Medutim:
Upy1 — Qn In(n + 1) B In(n + 1)
bos1 — b,  (n+DIn(n+1)—nlnn  n(n(n+1)—Inn)+In(n+ 1)
B In(n + 1) B 1 . o .
- 1 - n 1 . — 4
nin(l + =) +1In(n + 1) 1n(n1+1) 1 (1%—m) 411 0-1+41
gdje smo u predzadnjoj jednakosti koristili limes lim, .o ln(l;rm) = 1 te teoreme o limesu zbroja i
produkta.

Dakle, po Cesaro—Stolzovom teoremu vrijedi lim,, o 3 = 1.

Po definiciji niza vrijedi a2 + 2a,, > n i (a, — 1)* + 2(a, — 1) < n. Bududi da je a,, > 0 po definiciji,
iz prve nejednakosti slijedi

(an +1*>n+1 = a,>Vn+1-1,
dok iz druge nejednakosti analogno slijedi
a2 <n+1 = a,<vVn+1.

Dakle,

Bududi da vrijedi

po teoremu o sendvicu slijedi lim,, . \“/—”ﬁ =1.



Zadatak 3. (ukupno 26 bodova)

(a) (16 bodova) Odredite infimum i supremum skupa

2n —1
2ol |en)
{n2—2n—|—2 "

(b) (10 bodova) Neka je f: R x R — R omedena funkcija. Dokazite da vrijedi

sup{f(z,y) | v,y € R} = sup{sup{f(z,y) | y € R} | z € R}.

Rjesenge.

2n—1

(a) Promotrimo niz (z,) zadan s x, = 5"

za n € N. Uoc¢imo da vrijedi

2n+1 2n—1 3 — 2n?
n2+1 n2-2n+2 (n2+1)(n2-2n+2)

Tl — Tp =

Dakle, vrijedi z; < x5, dok za n > 2 imamo z,, > x,,1 (niz je padaju¢ od drugog ¢lana nadalje). Iz
toga zaklju¢ujemo da je trazeni supremum jednak xo = %, dok je infimum jednak

min{xl, lim azn} = min{1,0} = 0.
n—oo

(b) Ozna¢imo s M supremum na lijevoj strani. Tada za svaki € R imamo da je M gornja meda za skup
{f(z,y) | y € R}, dakle vrijedi sup{f(z,y) | y € R} < M. Dakle, M je gornja meda za skup

{sup{f(z,y) |y € R} [z € R}.

Obratno, za dani € > 0 moZemo odabrati x¢, yo € R takve da je f(zo,y0) > M — e. Tada je

sup{f(zo,y) | y € R} > f(wo,90) > M —¢.

Time smo dokazali da je supremum na desnoj strani upravo jednak M.



Zadatak 4. (ukupno 26 bodova)

(a)

(b)

(16 bodova) Izra¢unajte limes

lim [z | COS(Sizx> sin<l>.

T—00 €T

(10 bodova) Neka je f: [0,00) — R neprekidna funkcija. Dokazite da je funkcija

g9:10,00) = R, g(x) =sup{f(t) | t € [0, 2]}

neprekidna zdesna u svakoj tocki x € [0, 00).

Rjesenge.

(a)

Uoc¢imo da vrijedi

|x] cos(%) sin(l) = L=] | cos(smx> : sin(l/x).

T x x 1/z

Kako je x — 1 < |z] < z, imamo 1 — % < L—? <1 za x > 0, odakle po teoremu o sendvicu slijedi

lim m = 1.
r—o00 I

Nadalje, kako je |sinz| < 1, imamo 0 < ‘%| < % za x > 0, odakle po teoremu o sendvicu slijedi

. sinx
lim = 0.
Tr—r00 €T

Buducdi da je funkcija cos neprekidna, slijedi

, sin x )
lim cos( ) = lim cosy = cos0 = 1.
T—00 x y—0

Bududéi da je lim, ,o, 1/2 = 0, slijedi

lim —sm(l/x) = lim
oo 1/x y—0

siny 1

Konacno, po teoremu o limesu produkta slijedi da je trazeni limes jednak 1-1-1 = 1.

Neka je dan e > 0. Po neprekidnosti f u x zdesna odaberimo § > 0 takav da za y € [z, z + §) vrijedi
|f(y) — f(x)] < e. Neka je sada y € [x,z + 6). S jedne strane, imamo ¢(y) > g(z). S druge strane,
ako je t € [0,y], tada u slucaju t € [0, ] imamo f(t) < g(z), dok u sluc¢aju t € [z, y] imamo

ft) < flz) +e<gx) +e

Dakle, u svakom slucaju slijedi f(t) < g(x) + ¢ pa uzimanjem supremuma dobivamo ¢(y) < g(z) + «.
Time smo dokazali da |g(y) — g(z)| < e te smo gotovi.
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