Poglavlje 7

Stereometrija

Stereometrijom nazovamo geometriju (trodimenzionalnog euklidskog) prostora.

Osnovni elementi prostora su tocke, pravci i ravnine. Aksiome geometrije prostora
nec¢emo navoditi.

7.1 Medusobni polozaji toc¢aka, pravaca i ravnina

Dvije tocke mogu se podudarati i razlikovati.

Tocka i pravac mogu biti u ovim medusobnim polozajima:
a) tocka T lezi na pravcu p,

b) tocka T lezi izvan pravca p.

Tocka i ravnina mogu biti u ovim medusobnim polozajima:
a) tocka T lezi u ravnini 7,

b) tocka T lezi izvan ravnine .

Dva pravca mogu biti u sljede¢im medusobnim polozajima:
a) pravci p; i py se podudaraju,

b) pravci py 1 pe su paralelni i razli¢iti,

c) pravci py i ps se sijeku,

d) nista od ranije navedenog.

U posljednjem slucaju pravci nisu paralelni i ne sijeku se. Za takve pravce kazemo da
su mimosmgerns ili mimoilazns.

Dvije ravnine mogu biti u ovim medusobnim polozajima:
a) ravnine m i 7y se podudaraju,

b) ravnine 7 i 7 su paralelne i razlicite,

¢) ravnine 7 i 7o se sijeku.

U posljednjem slucaju presjek ravnina 7 i 9 je pravac.



Pravac i ravnina u prostoru mogu biti u sljede¢im medusobnim polozajima:
a) pravac p lezi u ravnini 7,

b) pravac p i ravnina 7 se ne sijeku,

c) pravac p probada ravninu 7.

Ako se pravac i ravnina ne sijeku, oni su paralelni.

Ako pravac probada ravninu, njihov presjek je jedna tocka.

Uocimo i ovo:
Ako dvije razlic¢ite tocke pravca p leze u ravnini 7, onda pravac p lezi u ravnini 7.

Paralelnost

U navedenim medusobnim odnosima vise puta se pojavila rije¢ "paralelni". Ovdje Zelimo
precizno definirati te pojmove.

Ranije smo definirali da su dva pravca u ravnini paralelna ako se podudaraju ili se ne
sijeku. U geometriji prostora, tu definiciju moramo modificirati:

Dva pravca u prostoru su paralelna ako se podudaraju, ili se ne sijeku ali leze u istoj
ravnini.

Definira se i paralelnost pravca i ravnine te paralelnost dviju ravnina.

Dvije ravnine u prostoru su paralelne ako se ne sijeku ili se podudaraju.

Za pravac i ravninu u prostoru kazemo da su paralelni ako se ne sijeku ili pravac lezi u
ravnini.

Uocimo sljedece:

Ako je pravac p paralelan s ravninom 7, onda u ravnini 7 postoji pravac paralelan s
pravcem p.

Odredenost ravnine

Ako su dani:

a) tri nekolinearne tocke

b) pravac i tocka koja ne lezi na tom praveu

c¢) dva pravca koja se sijeku

d) dva razli¢ita paralelna pravca

onda postoji jedinstvena ravnina koja ih sadrzi.

U prvom slucaju ne treba posebno naglasavati da te tri tocke trebaju biti razlicite, jer
to slijedi iz nekolinearnosti.

Podsjetimo se:

Tocke su kolinearne ako leze na istom pravcu. Dakle, tocke su kolinearne ako postoji
pravac na kojem sve te tocke leze. Dvije tocke su uvijek kolinearne.

Tocke su komplanarne ako leze u istoj ravnini. Tri tocke su uvijek komplanarne.



Mimosmjernost / mimoilaznost

Umjesto da kazemo dva pravca su mimosmjerna (mimoilazna) ako se ne sijeku i nisu
paralelni mozemo definirati:

Za dva pravca kazemo da su mimosmgjerni (mimoilazni) ako ne postoji ravnina u kojoj
leze oba pravca.

7.2 Okomitost

Okomitost pravaca

Podsjetimo se, za dva pravca u ravnini kazemo da su okomiti ako zatvaraju pravi kut.
To je kut koji je jednak (sukladan, iste mjere) svom sukutu.

Sada zelimo tu definiciju prosiriti i na pravce koji ne leze u istoj ravnini, dakle na
mimosmjerne pravce.

Neka su p i ¢ dva mimosmjerna pravca. Odaberimo jednu tocku A na pravcu p. Kroz
tu tocku prolazi tofno jedan pravac paralelan s pravcem ¢ (prema Petom Euklidovom
aksiomu). Ozna¢imo taj pravac sa q.

Kazemo da su pravci p i ¢ okomiti ako su pravei p i ¢; okomiti.

Ako su pravci p i ¢ okomiti, piSemo p L q.

Kasnije ¢emo na slican nacin definirati i kut izmedu mimosmjernih pravaca.

Pravci p i ¢; se sijeku u tocki A pa leZe u istoj ravnini, te znamo odrediti jesu li oni
okomiti ili nisu. Ipak, nismo jos sigurni da je ova definicija dobra. Sto bi bilo da smo

umjesto to¢ke A uzeli neku drugu tocku B pravca p i kroz nju povukli paralelu ¢, s
pravcem ¢? Recimo da vrijedi ¢; L p, da li je nuznoigqs L p?

Da, jeriz qi || ¢, g2 || q slijedi ¢1 || g2 (dokazite to!), a za pravce p, g1, q2 koji leZe u isto]
ravnini, zbog ¢; || g2, ekvivalentne su tvrdnje ¢; L pigy L p.

Dakle, svejedno je koju toc¢ku pravca p odaberemo.
Mozemo li zamijeniti ulogu pravaca pig? Tj. akojep L q,dalijeiq Lp?
Dokazimo da je relacija L simetri¢na.

Treba provjeriti hoé¢emo li dobiti isti rezultat i ako odaberemo to¢ku B na pravcu g,
kroz nju postavimo paralelu p; s pravcem p te utvrdimo jesu li ¢ i p; okomiti.

Vrijedi py || piq1 || ¢, paje
plq & plgag & @alp & qlpp & qlp.

Pritom ekvivalencija ¢; L. p < ¢ L p; vrijedi jer su p i ¢; pravci u jednoj ravnini, a
pravci pp i ¢ njima paralelni pravei u paralelnoj ravnini. Dokazite to svojstvo!



Okomitost pravca i ravnine

Kazemo da je pravac p okomit na ravninu 7 ako je okomit na svaki pravac te ravnine.
Postavlja se pitanje: treba li zaista gledati bas sve pravce u toj ravnini? Ne!

Jasno je da je dovoljno gledati samo pravce koji prolaze ishodistem.

No, dokazat ¢emo puno vise od toga: dovoljno je promatrati dva neparalelna pravca!

Teorem 1. Pravac je okomit na ravninu ako je okomit na neka dva neparalelna pravca
te ravnine.

Dokaz. Neka je m ravnina i p pravac koji probada tu ravninu u tocki 7. Neka su a i b
pravci u ravnini 7 koji su okomiti na pravac p. Zbog definicije okomitosti mimosmjernih
pravaca mozemo pretpostaviti da a i b prolaze kroz T'.

Zelimo dokazati da je pravac p okomit na sve pravce ravnine m. Opet, dovoljno je to
pokazati za pravce koji prolaze kroz T

Neka je ¢ pravac koji lezi u ravnini 7 i prolazi tockom 7. Dokazat ¢emo da je p L q.
Neka su P; i P, tocke na pravecu p, s razli¢itih strana ravnine 7, takve da je |T'Py| = [T Ps|.

Odaberimo u ravnini 7 pravac koji ne prolazi kroz T i koji sijece pravce a, b i g redom
u tockama A, Bi Q.

Promotrimo trokute AATP; i AATP,. Oni su sukladni (zasto?), pa zaklju¢ujemo
|APy| = |AP,|. Analogno dobivamo |BP;| = |BP,|.

Sada mozemo zakljuciti da je ANABP, = ANABP;, paje <ABP, = <ABP» tj. <QBP, =
IQBP;.

Dalje slijedi AQBP; = AQBP,, pa je |PQ| = |P2Q|. Konatno, APQP = AP,QP,
pa je <P PQ = <P, P(Q. Kako su to sukuti, to su pravi kutovi i time smo dokazali da
jep Lgq. O

Primijetimo da je ravnina odredena jednom svojom tockom i nekim pravcem koji je
okomit na nju.

Okomitost dviju ravnina

Definicija: KaZemo da je ravnina okomita na drugu ravninu ako sadrzi pravac koji je
okomit na tu ravninu.

Simbolima zapisano: mlm < (IpCm)plm.
Neka je m; L m5. Dokazimo da je tada i mo L 7.

Prema definiciji, u ravnini m; postoji pravac p koji je okomit na m. Neka p probada
ravninu 7y u tocki O, neka je p’ neki drugi pravac kroz O u ravnini 7;. Trebamo naéi
pravac ¢ u ravnini 7y koji je okomit na p i na p’.

Ravninu okomitu na p’ kroz O nazovimo o. Kako je p’ # p, vrijedi o # m5. Obje ravnine
sadrze tocku O, pa se sijeku po pravcu. Nazovimo taj pravac q.

Pravac ¢ lezi u ravnini o pa je okomit na p/, jer je p’ L o.
S druge strane ¢ lezi u 7, a p L o, pa je ¢ okomit na p.

Dokazali smo da je g okomit na dva razli¢ita pravca p i p’, pa je okomit i na ravninu
odredenu tim pravcima, tj. na ravninu m;. Time je dokaz zavrsen.
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Primijetimo da za danu tocku 7' i danu ravninu 7 postoji jedinstven pravac kroz T' koji
je okomit na ravninu 7.

Definicija: Ortogonalna projekcija tocke T na ravninu 7 je probodiSte ravnine 7 i
pravca q koji prolazi kroz T i okomit je na 7.

Sto je ortogonalna projekcija pravca na ravninu? Po definiciji, to je skup ortogonalnih
projekcija svih tocaka pravca. Ortogonalna projekcija pravca na ravninu je najcesce
pravac. Ortogonalna projekcija pravca okomitog na ravninu je jedna tocka.

Teorem o tri normale

Teorem 2 (Teorem o tri normale). Ako je ortogonalna projekcija p' pravea p na ravninu
m okomita na neki pravac q te ravnine, onda je i pravac p okomit na q. Vrijedi v obratno,
ako je p okomit na q, onda je p’ okomit na q.

Dokaz. Treba dokazati daje p' L g<p Lg.

Neka je T tocka u kojoj pravac p probada ravninu 7. Neka je A bilo koja druga tocka
pravca p i A’ njena projekcija na ravninu. Pravac AA’ je normala ravnine 7, ozna¢imo
ga sa n. Pravac n okomit je na ravninu 7, odnosno na svaki pravac u toj ravnini.

DokaZimo najprije p’ L g=p L q.

Neka je p’ L q. Kako je in L ¢, slijedi da je pravac ¢ okomit na ravninu koja sadrzi n
ip, ato je ravnina odredena tockama A, A’ i T. Stoga je pravac ¢ okomit na pravac
AT, tj. q L p.

Sli¢no se dokazuje dap L g =p L ¢:

Neka je p L g. Kako je ¢ L n, pravac g okomit je na ravninu odredenu tockama A, A’ i
T. Pravac p’ lezi u toj ravnini, pa je ¢ L p'. H

7.3 Kut

Kut izmedu dva pravca

Znamo odrediti kut izmedu dvaju pravaca u ravnini. Kut izmedu dva mimosmjerna
pravca definira se sli¢no kao okomitost mimosmjernih pravaca.

Definicija: Neka su p i q¢ dva mimosmjerna pravca. Odaberimo jednu tocku A na
praveu p. Neka je qi pravac kroz tocku A koji je paralelan s pravcem q. Kut izmedu
pravaca p i q definira se kao kut izmedu p @ qq.

Kut izmedu paralelnih pravaca je 0°, a kut izmedu okomitih pravaca 90°. U svim ostalim
sluc¢ajevima, kut izmedu pravaca je izmedu te dvije vrijednosti.

Kut izmedu pravca i ravnine

Kut izmedu pravca i ravnine definira se kao kut izmedu pravca i njegove ortogonalne
projekcije na tu ravninu. Ovo naravno ima smisla samo ako je ortogonalna projekcija
pravac. Ako je pravac okomit na ravninu, kut izmedu pravca i ravnine je 90°.

Ako su pravac i ravnina paralelni, kut izmedu njih je 0°.



Kut izmedu dvije ravnine
Ako su ravnine paralelne, kut je 0°.

Neka se dvije ravnine 7 i 79 sijeku duz pravca p, i neka je o bilo koja ravnina okomita
na pravac p.

Ravnina o sijece ravninu m; duz pravca ¢, a ravninu m, duz pravca g.
Kut izmedu ravnina 7 i mo definira se kao kut izmedu pravaca ¢; i gs.

Uoc¢imo da su pravci ¢ i g2 okomiti na pravac p.

7.4 Udaljenost

Neka su A i B dva skupa tocaka u ravnini. Udaljenost tih skupova je "najmanja"
udaljenost medu tockama tog skupa. Malo preciznije:

d(A,B)=inf{d(A,B) | A€ A, B € B}.
Za nase potrebe, skupovi A i B su zatvoreni, pa se infimum moze zamijeniti s minimu-
mom.
Udaljenost dvije tocke je duljina duzine kojoj su te tocke krajevi.

Udaljenost tocke od pravca je udaljenost te tocke od njene ortogonalne projekcije na taj
pravac. Dokazite to!

Udaljenost tocke od ravnine je udaljenost te tocke od njene ortogonalne projekcije na tu
ravninu. Uvjerite se u to!

Udaljenost dva pravca.

Udaljenost dvaju paralelnih pravaca je udaljenost jedne (bilo koje) tocke prvog pravca
od njene ortogonalne projekcije na drugi pravac.

Udaljenost dvaju mimosmjernih pravaca postize se na njihovoj zajednic¢koj normali, tj.
ako je n zajednicka normala pravaca a i b, i ako n sijece pravac a u tocki A, a pravac b
u tocki B, onda je d(a,b) = d(A, B).

Zajednicka normala dvaju pravaca je pravac koji je okomit na oba pravca. Svaka dva
pravca imaju zajednicku normalu. Za mimosmjerne pravce ona je jedinstvena.

Ako se pravci sijeku, udaljenost izmedu njih je nula.
Udaljenost pravca od ravnine

Ako je pravac paralelan s ravninom, njihova udaljenost jednaka je udaljenosti bilo koje
tocke pravca od ravnine.

Ako se pravac i ravnina sijeku, udaljenost medu njima je nula.
Udaljenost dvije ravnine

Udaljenost dviju paralelnih ravnina jednaka je udaljenosti bilo koje tocke prve ravnine
od druge ravnine, tj. od njene ortogonalne projekcije na drugu ravninu.

Ako se dvije ravnine sijeku, udaljenost medu njima je nula.



7.5 Poliedri i obla tijela

Konveksni poliedri

Poliedar je geometrijsko tijelo koje zatvaraju barem ¢etiri mnogokuta od kojih nikoja
dva susjedna nisu u istoj ravnini. Ti mnogokuti se nazivaju strane poliedra, stranice tih
mnogokuta se nazivaju bridovi poliedra, a vrhovi svakog od tih mnogokuta se nazivaju
vrhovi poliedra.

Iz definicije izravno slijedi da se svake dvije strane poliedra ili ne sijeku ili imaju samo
jedan zajednicki vrh ili imaju samo jedan zajednicki brid.

Mi ¢emo uglavnom proucavati konveksne poliedre. Svaki konveksni poliedar je presjek
kona¢nog broja poluprostora.

Neka su u dvjema razli¢itim paralelnim ravninama dana dva medusobno sukladna poli-
gona s paralelnim odgovarajuéim stranicama. Poliedar odreden tim poligonima i spoj-
nicama odgovaraju¢ih vrhova tih poligona naziva se prizma. Ta se dva poligona zovu
baze (osnovke) prizme, a spojnice odgovarajuc¢ih vrhova (sve su medusobno paralelne i
sukladne) zovu se pobocni bridovi prizme. Dva susjedna pobo¢na brida i dva odgovara-
juca brida baze ¢ine paralelogram kojeg nazivamo pobocka prizme. Sve pobocke prizme
¢ine njeno pobocje.

Duzina koja spaja dva vrha prizme koji ne leze na istoj strani naziva se prostorna
dijagonala prizme. Ako je baza prizme trokut (odnosno Cetverokut, peterokut, ...),
govorimo o trokutnoj (odnosno ¢etverokutnoj, peterokutnoj, ... ) ili trostranoj (odnosno
Cetverostranoj, peterostranoj, ...) prizmi. Uofimo da trokutna prizma ima pet strana:
dvije osnovke i tri pobocke.

Prizma kojoj su pobo¢ni bridovi okomiti na ravnine baza naziva se uspravna prizma;
inace se naziva kosa prizma. Bridovi uspravne prizme jednaki su njenoj visini, a pobocke
uspravne prizme su pravokutnici. Uspravna prizma kojoj su baze pravilni poligoni naziva
se pravilna prizma; njene pobocke su medusobno sukladni pravokutnici.

Prizma kojoj su baze paralelogrami naziva se paralelepiped. 1z ove definicije slijedi da su
sve strane paralelepipeda (ima ih Sest) paralelogrami. Uspravni paralelepiped kojemu su
baze pravokutnici naziva se pravokutni paralelepiped (kvadar). Definicija povlaci da su
sve strane pravokutnog paralelepipeda pravokutnici. Pravokutni paralelepiped kojemu
su svi bridovi sukladni zove se kocka.

Neka su zadani konveksni n-terokut A; A, ... A, u ravnini II i tocka V koja ne lezi u
I1. Poliedar odreden tim n-terokutom i spojnicama tocke V' s vrhovima tog n-terokuta
naziva se (n-terostrana ) piramida (za n = 3 trostrana piramida, za n = 4 ¢etverostrana
piramida, ... ). Mnogokut A;As ... A, naziva se baza (osnovka) piramide, tocke Ay, As,
..., A, nazivaju se vrhovi baze, a tocka V wvrh piramide. Stranice n-terokuta A; A, ... A,
zovu se bridovi baze, a spojnice vrha V' s vrhovima baze zovu se pobocni bridovi piramide.
Trokut koji se sastoji od brida baze i dva odgovaraju¢a pobo¢na brida naziva se pobocka
piramide. Sve pobocke piramide ¢ine njeno pobocje.

Spojnica vrha V' i njegove ortogonalne projekcije na ravninu II naziva se visina piramide.
Za piramidu kazemo da je uspravna ako je ortogonalna projekcija vrha piramide sredi-
Ste baze (taj pojam ima smisla npr. kada je baza pravilni mnogokut ili pravokutnik).
Kazemo da je piramida pravilna ako je uspravna, a baza joj je pravilni mnogokut.
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Trostrana piramida naziva se tetraedar. Baza, ali i sve tri pobocke tetraedra su trokuti.
Stoga se bilo koji od ta Cetiri trokuta moze uzeti za bazu piramide.

Piramidu presjecimo ravninom 7, koja je paralelna ravnini njene baze 7, tako da u
ravnini m, dobijemo mnogokut koji je slican bazi te piramide. Dio promatrane piramide
omeden ravninama 7 i o je krnja piramida. Njene baze su mnogokuti u tim dvjema
ravninama. Njene pobocke su trapezi. Uocite da krnja piramida nije piramidal

Teorem 3 (Eulerova formula). Za svaki konveksan poliedar vrijedi v — b+ s = 2, gdje
je v broj njegovih vrhova, b broj bridova, a s broj strana.

Dokaz. Zamislimo da je poliedar od rastezljive gume. Uklonimo jednu njegovu stranu
i rastegnimo mrezu poliedra u ravninu, tako da bridovi uklonjene strane budu vanjski
rubovi nastalog lika u ravnini. Kako nas zanima samo broj vrhova, strana i bridova, nije
bitno sto se pri rastezanju promijenio oblik. No, mozemo posti¢i da sve strane polozene
u ravninu ostanu mnogokuti, tj. da bridovi ostanu ravni.

Odredit éemo zbroj kutova u svim mnogokutima na nastaloj slici na dva nacina.

Neka su v, b i s redom broj vrhova, bridova i strana promatranog poliedra. Na slici
je v vrhova, od kojih v; pripada uklonjenoj strani poliedra, pa su to vanjski vrhovi
mnogokuta na slici. Preostalih v — v; vrhova nalazi se u unutrasnjosti mnogokuta.

Zato zbroj svih kutova mozemo izracunati kao zbroj svih kutova jednog v;-terokuta i
(v — v1) punih kutova:

Z = (v —2)-180° + (v — vy) - 360° = (2v — vy — 2) - 180°.
S druge strane, istu sumu mozemo dobiti kao zbroj suma unutarnjih kutova svih "malih"
mnogokuta na slici, nastalih od strana poliedra.

Njih ima s — 1, jer je jedna strana uklonjena. Oznac¢imo brojeve njihovih vrhova s
Ny, M2y v vy Ns—1-
Vrijedi
s—1
Z=> (n;—2)-180° = (ny +ny + ...+ ney — 2(s — 1)) - 180°.

i=1
Dakle, mozemo izjednaciti

ni+nes+...4+ne1—2(s—1)=2v—v; — 2.

Pritom je ny + no + ... + ns_1 ukupan broj bridova na slici, ali su "unutarnji" brojani
dvaput. Zato vrijedi
ny+ng+...4+ng_1 :2b—1)1.

Uvrstimo li to u prethodnu jednakost, dobivamo:
(2b—v1) —2(s—1) =2v —v; — 2,
2b — 25+ 2 =2v — 2,
b—s+1=v-1

i kona¢no, v — b+ s = 2. O]



Pravilni poliedri

Kazemo da je konveksni poliedar pravilan ako su mu sve strane sukladni pravilni mno-
gokuti, a u svakom se vrhu sastaje jednako mnogo bridova.

Odredimo sve konveksne poliedre. Strane konveksnog poliedra mogu biti jednakostra-
ni¢ni trokuti, kvadrati ili pravilni peterokuti, ali ne Sesterokuti, sedmerokuti,. ..

U jednom vrhu moze se sastati 3, 4 ili najvise 5 jednakostrani¢nih trokuta, te najvise
tri kvadrata ili pravilna peterokuta. Zakljucujemo postoji pet pravilnih tijela. Nazivi
kao i ukupan broj bridova, vrhova i strana tih poliedara navedeni su u tablici.

naziv v | b | s | strane

(pravilni) tetraedar | 4 | 6 | 4 | trokuti
(pravilni) oktaedar | 6 |12 | 8 | trokuti
(pravilni) ikosaedar | 12 | 30 | 20 | trokuti

kocka (heksaedar) 8 | 12| 6 | kvadrati
(pravilni) dodekaedar | 20 | 30 | 12 | peterokuti

Pravilne poliedre zovemo i Platonova tijela.

Obla tijela

Neka je K = K(S,r) krug u ravnini II te neka je S’ tocka u ravnini II' paralelnoj sa
I1. Skup svih tocaka koje pripadaju duzinama 7T’ paralelnim i sukladnim sa S.S’, pri
¢emu je T bilo koja toc¢ka kruga K, a T" € II', naziva se valjak.

Krugove K(S,r) i K(S',r) nazivamo baze (osnovke) valjka. Duzine TT" paralelne sa
S5’ pri ¢emu T prolazi kruznicom k(S,r), nazivamo plast valjka. Pravac SS’ naziva se
os valgka. Presjek valjka ravninom koja sadrzi os valjka zove se osni presjek valjka.

Visina valjka je spojnica tocke S i njene ortogonalne projekcije S’ na ravninu II'. Ako
je os valjka okomita na osnovke, valjak nazivamo uspravan valjak, inace je kosi. Ako je
valjak uspravan, visina mu je upravo SS’.

Neka je K = K(S,r) krug u ravnini I i V' tocka koja ne lezi u II. Skup svih toc¢aka koje
leze na duzinama koje spajaju tocku V' i bilo koju tocku kruga K naziva se stoZac.

Tocka V' se naziva vrh stoSca, a krug K baza (osnovka) stosca. DuZine koje spajaju
vrh V' s to¢kama kruznice k(S,r) zovu se izvodnice stoSca. Skup svih tocaka na svim
izvodnicama naziva se plast stosca. Pravac V.S naziva se os sto$ca. Presjek stosca
ravninom koja sadrzi os valjka zove se osni presjek.

Visina stoSca je spojnica vrha V' i njegove ortogonalne projekcije V'’ na ravninu II. Ako
je duzina VS okomita na osnovku, stozac nazivamo uspravan stoZac, inace je kosi. Ako
je stozac uspravan, visina mu je upravo V'S.

Presjecimo stozac ravninom koja je paralelna ravnini njegove osnovke. Dio stoSca ome-
den tim dvjema ravinama zovemo krnji stoZac.

Sfera je skup svih tocaka prostora koje su jednako udaljene od jedne ¢vrste tocke S
tog prostora. Tocka S naziva se srediste sfere, a udaljenost od tocke sfere do S zovemo
polumjer (radijus) sfere i ozna¢avamo sa r.

Kugla je skup svih tocaka prostora ¢ija je udaljenost od ¢vrste tocke S tog prostora
nije veca od odredene konstante pozitivne vrijednosti.



Oplosje i volumen

Oplosje geometrijskog tijela je ukupna povrsina svih ploha koje ga omeduju. Oplosje
poliedra je zbroj povrsina svih njegovih strana. Kod oblih tijela odredivanje oplogja je
slozenije. Volumen geometrijskog tijela je mjera prostora kojeg tijelo zauzima.
Prizma

B — povrsina baze, P — povrsina poboéja, o —opseg baze, v — duljina visine

Oplosje: O =2B+ P Volumen: V = Buv

Za uspravnu prizmu vrijedi O = 2B + ov.

Volumen prizme jednak je umnosku povrsine baze i duljine visine.

Piramida

B — povrsina baze, P — povrsina pobocja, v — duljina visine

1
Oplosje: O =B+ P Volumen: V = ng

Volumen piramide jednak je tre¢ini umnoska povrSine baze i duljine visine piramide.
Krnja piramida
By, By — povrsine baza, P — povrSina pobocja, v — duljina visine

Oplogje: O = By + By + P Volumen: V = g (B1 + /BB, + Bz)

Valjak
r — polumjer baze, v — duljina visine
Oplogje: O =2rn(r 4+ v) Volumen: V = r*mv
Oplogje valjka jednako je zbroju povrsina dviju baza i plasta.
Volumen valjka jednak je umnosku povrsine baze i duljine visine.
StozZac
r — polumjer baze, v — duljina visine, s — duljina izvodnice
1
Oplogje: O = rm(r + s) Volumen: V = §r27rv

Oplosje stosca jednako je zbroju povrsina baze i plasta stosca.
Povrsina plasta dana je formulom P = rmws.

Volumen stosca jednak je tre¢ini umnoska povrsine baze i duljine visine.
Krnji stoZac

r1, ro — polumjeri baza, v — duljina visine, s — duljina izvodnice

Oplogje: O = 12w + (ry +ro)ms +row Volumen: V = % (Tf +rirg + r%)

Oplogje krnjeg stosca zbroju povrsina njegovih baza i plasta.
Povrsina plasta dana je formulom: P = (ry + r3)7s.

Kugla / sfera

r — polumjer kugle
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Pouwrsina sfere: O = 4r’m Volumen kugle: 'V = §T37T
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