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Predgovor

Kolegij Elementarna geometrija je na PMF-Matematickom odjelu uveden na prvu go-
dinu studija profila profesor matematike, profesor matematike i informatike, profesor
matematike i fizike u ak. god. 2004./05. Ak. god. 2005./06. zapocelo se s izvodenjem
nastave po programima uskladenim s Bolonjskom deklaracijom i danas se nastava iz ovog
kolegija izvodi za studente prve godine preddiplomskog sveucilisnog studija matematike,
smjer nastavnicki, te integriranog preddiplomskog i diplomskog sveuciliSnog studija
matematike i fizike, smjer nastavnicki, sa satnicom od dva sata predavanja i dva sata
vjezbi tjedno u prvom semestru studija.

Kolegij Elementarna geometrija je uveden kao rezultat potrebe za sistematiziranjem,
pros§irivanjem i produbljivanjem znanja osnovnoskolske i srednjoskolske geometrije i
vazan je dio obrazovanja buduéih ucitelja / profesora matematike.

Ova skripta je nastala na temelju predavanja iz Elementarne geometrije koja je doc.dr.sc.
Dijana Ilisevi¢ drzala ak. god. 2004./05., 2005./06. i 2006./07.

Skripta pokriva podrucje planimetrije i sastoji se od sedam poglavlja: Istaknuti skupovi
tocaka u ravnini, Sukladnost trokuta, Povrsina, Slicnost trokuta, Teoremi o kruznici,
Trigonometrija trokuta, Preslikavanja ravnine. Za pracenje izlozenog teksta nije potrebno
posebno predznanje.

Tako je skripta prvenstveno namijenjena studentima matematike, vjerujemo da moze
posluziti i u¢iteljima / profesorima matematike kao i u¢enicima osnovnih i srednjih skola.

Bit ¢emo zahvalne svima koji nam ukazu na eventualne zaostale pogreske ili nam iznesu
korisne primjedbe. Mozete nam se javiti e-poStom na adrese Dijana.Ilisevic@math.hr
i Mea.Bombardelli@math.hr.

doc.dr.sc. Dijana Iligevic¢
dr.sc. Mea Bombardelli



Poglavlje 1

Istaknuti skupovi tocaka u ravnini

Planimetrija je ravninska geometrija. Ravninu mozemo predociti tankim papirom.

Osnovni planimetrijski objekti su tocka i pravac. Njih ne definiramo. Tocku predoca-
vamo vrhom nekog Siljastog predmeta, a pravac napetom niti.

Tocke ¢emo oznacavati velikim slovima (A, B, C,...), a pravce malim (a,b,c, ... ).

Pretpostavljamo da su pravci i tocke u izvjesnoj vezi (odnosu):

pravac p prolazi tockom T p
tocka T lezi na pravcu p

Tep

pravac p ne prolazi tockom T’ T P

tocka T' lezi izvan pravca p

T¢p

pravci p i g se sijeku u tocki T
tocka T je sjeciste pravaca p i q T

pNg=A{T}




tocke A i B leze s iste strane tocke C C A
tocke A i B leze sa suprotnih strana B
tocke C C
A

tocka C' lezi izmedu A1 B

tocke A i B leze s iste strane pravca p p

tocke A i B leze sa suprotnih strana
pravca p

Ako su A i B razlicite tocke koje leze na pravcu p, tada pravac p nazivamo i pravac AB.

Za dva pravca p i ¢ kazemo da su paralelni i pisemo p || ¢ ako se ili podudaraju ili ne
sijeku.

Euklidov peti aksiom (aksiom o paralelama). Zadanom tockom izvan zadanog
pravea prolazi tocno jedan pravac paralelan danom pravcu.



Za razliku od ostalih Euklidovih aksioma, aksiom o paralelama nije oc¢igledan, tesko ga
je eksperimentalno provjeriti i komplicirano je formuliran. Zato je vrlo rano postavljena
hipoteza da taj aksiom nije aksiom nego teorem. Stoga su ga mnogi matematicari
pokusali dokazati, ali se u 19. stolje¢u, nakon brojnih neuspjelih pokusaja, pokazalo da
je aksiom o paralelama nemoguce dokazati pomocu ostalih Euklidovih aksioma. Naime,
usporedo s euklidskom geometrijom (u kojoj se taj aksiom prihvaca) moguce je izgraditi
i drugu geometriju u kojoj taj aksiom ne vrijedi.

Teorem 1.1. Neka su p,q,r medusobno razliciti pravei. Ako je p || q i q || r, tada je
p || v (tranzitivnost relacije “biti paralelan”).

Dokaz. Pretpostavimo da nije p || 7. Tada se p i r sijeku. Sjeciste pravaca p i r oznacimo
s T. Jasno je da T ne lezi na g jer bi se tada p i ¢ sjekli u T. Zakljucili smo da kroz
tocku T izvan pravca ¢ prolaze dva razlicita praveca (p i r) koji su paralelni s ¢. To je u
kontradikciji s aksiomom o paralelama. Dakle, p || r. O

Sada ¢emo definirati neke istaknute skupove tocaka u ravnini.

Neka je T tocka koja lezi na pravcu p. Polupravac je skup svih tocaka pravca p koje
leze s iste strane tocke T, ukljucujudi i tocku 7. Tocku T nazivamo pocetak polupravca.

o

T

Neka su A i B dvije razlicite tocke koje leze na praveu p. Duzina AB je skup svih
tocaka pravca p koje leze izmedu tocaka A i B, ukljuc¢ujuéi i tocke A i B. Tocke A1 B
zovemo krajevi duzine AB. Kazemo da duzina AB lezi na pravcu p. Udaljenost izmedu
tocaka A i B zovemo duljina duzine AB i oznacavamo s |AB|. Za dvije duzine kazemo
da su sukladne ako imaju jednake duljine.

/B

A

Za skup S toc¢aka ravnine kazemo da je konveksan ako u njemu lezi ¢itava duzina AB
¢im u njemu leze tocke A i B, tj. ako A,B € S = AB C S. Iz definicije izravno slijedi
da su pravac, polupravac i duzina konveksni skupovi. Skup koji se sastoji od samo jedne
tocke dogovorno smatramo konveksnim skupom. Uoc¢imo da je najmanji konveksan skup
koji sadrzi tocke A i B duzina AB.



N

konveksan skup nije konveksan skup

Poluravnina je skup svih tocaka ravnine koje leze s iste strane pravca p. Pravac p nazi-
vamo rub poluravnine. Unija poluravnine i pravca p naziva se zatvorena poluravnina, a
p rub zatvorene poluravnine.

o
.—/

—
—
=
S
—
—
S

p P

poluravnina zatvorena poluravnina

Kut <pTq je dio ravnine odreden tockom 7' i dvama polupravcima p i ¢ s pocetkom u
T. Tocku T zovemo vrh kuta, a polupravce p i g kraci kuta.

q q
/ /B/
T p T A p

Smatramo da je kut pozitivan ako gibanjem u smjeru suprotnom gibanju kazaljke na
satu polupravac p padne na polupravac q.

Ako je A€ pi B € q, ¢esto umjesto <(pT’q pisemo <AT B.
Kutove ¢esto oznacavamo malim grékim slovima (a, 3,7, ... ).

Ako se polupravci p i ¢ podudaraju i <(pT'q sadrzi sve tocke ravnine, nazivamo ga puni
kut.

Polovina punog kuta naziva se ispruzeni kut. Ako je <(pT'q ispruzeni kut, tada se p i
¢ nadopunjuju na pravac.

Polovina ispruzenog kuta naziva se pravi kut.



Za dva pravca p i ¢ kazemo da su medusobno okomiti i piSemo p L ¢, ako u svom
sjecistu zatvaraju pravi kut.

Za dva kuta kazemo da su jednaka (sukladna) ako imaju istu mjeru.
Mjera kuta izrazava se u stupnjevima i radijanima.
Puni kut se dijeli na 360 jednakih dijelova, a svaki od tih dijelova iznosi 1° (jedan
stupanj). Stupanj se dalje dijeli na minute (1° = 60’) i sekunde (1’ = 60”). Puni kut
ima mjeru 360°, ispruzeni kut 180°, a pravi kut 90°.
Mjera kuta u radijanima je takva da puni kut ima mjeru 27, ispruzeni kut m, a pravi
kut .

2

lako ¢emo kruznicu definirati nesto kasnije, a luk kruznice tek u 5. poglavlju, navedimo
da je mjera kuta u radijanima zapravo duljina pripadajuceg luka jedini¢ne kruznice sa
srediStem u vrhu kuta.

Ako je a® mjera kuta u stupnjevima i « njegova mjera u radijanima, tada vrijedi:

180° . T
= 1 o =

_— 180°

o

«

o

a.




Nazivi kutova i njihove mjere u stupnjevima i radijanima:

siljasti kut

0° < a® < 90°
O0<a<3

tupi kut

90° < a® < 180°
F<a<m

ispruzeni kut

a® = 180°
a=m

izboceni kut

180° < a° < 360°
T<o<2r

puni kut

a® = 360°
o =27

@D




Za dva kuta kazemo da su komplementarna ako je zbroj njihovih mjera jednak 90°,
suplementarna ako je zbroj njihovih mjera jednak 180°, a eksplementarna ako je
zbroj njihovih mjera jednak 360°.

Dva kuta kojima je jedan krak zajednicki, a drugi kraci im se nadopunjuju na pravac,

zovu se sukuti.
/>/q

r T p

Sukuti su suplementarni kutovi.

Za dva kuta koji imaju zajednicki vrh, a po dva kraka im se nadopunjuju na pravac,
kazemo da su vrsni kutovi.

Teorem 1.2. Vrsni kutovi su medusobno sukladni.

Dokaz. Uz oznake na slici kutovi av i 3 su sukuti, kao i # i 7. Stoga je a + = 180° i
B+~ = 180°, pa slijedi o = 7. O

Transverzala pravaca p i ¢ je svaki pravac t koji sijece pravce p i q.

/ :

Moze se dokazati da je aksiom o paralelama ekvivalentan sljede¢em aksiomu: Ako

transverzala dva pravca s njima ¢ini na istoj strani unutarnje kutove ¢iji je zbroj mjera
razlic¢it od 180°, tada se ti pravci sijeku s one strane s koje je taj zbroj manji od 180°.



a+ [ <180° = pi q se sijeku.

d/B

Uoc¢imo: ako je o+ 3 > 180°, tada je

v+ 0= (180° — a) + (180° — §) = 360° — (o + ) < 180",

Teorem 1.3. Dva paralelna pravca s transverzalom zatvaraju jednake odgovarajuce ku-
tove.

Dokaz. Zbog teorema 1.2 vrijedi v = o, 1 = a1 10 = 3, 0 = (1. Kako je =0 =
180° — i 1 = 61 = 180° — aq, dovoljno je dokazati a; = «.

Pretpostavimo da je o # ;. Tada je iy + = aq + (180° — o) = 180° + (a3 — @) # 180°.
Aksiom o paralelama (odnosno njegova ekvivalentna formulacija) povlacéi da se p i ¢
sijeku, pa nisu paralelni. Kontradikcija. Dakle, o = . O]



Za dva kuta kazemo da su kutovi s paralelnim kracima ako njihovi odgovarajuci
kraci leze na paralelnim pravcima.

-

Teorem 1.4. Ako su dva kuta s paralelnim kracima oba Siljasta ili oba tupa, tada su
medusobno sukladni, a ako je jedan Siljast, a drugi tup, tada su suplementarni.

VA

Dokaz. Neka su <pOq i <p/O'q’ kutovi s paralelnim kracima (oba siljasti).

Definirajmo tocku 1" kao presjek pravaca p i ¢’ i tocku T kao presjek pravaca p’' i q.
Kako je p transverzala paralelnih pravaca ¢ i ¢/, teorem 1.3 povlaci <pOq = <pT'¢, a
kako je ¢’ transverzala paralelnih pravaca p i p/, teorem 1.3 povlaci <pTq¢ = <p’'O'q'.
Dakle, <pOq = <p’O'q'.

Analogno bi se dokazali i ostali slucajevi. O]

Za dva kuta kazemo da su kutovi s okomitim kracima ako njihovi odgovarajuéi kraci
leze na okomitim pravcima.

Teorem 1.5. Ako su dva kuta s okomitim kracima oba Siljasta ili oba tupa, tada su
medusobno sukladni, a ako je jedan Siljast, a drugi tup, tada su suplementarni.




Dokaz. Zbog teorema 1.4 je dovoljno gledati slucaj kada ti kutovi imaju zajednicki vrh.
Neka su to kutovi pOq i p’Oq’' kao na slici.

Tada je <pOq = 90° — <p'Oq = <W'Oq'.

Analogno bi se dokazali i ostali slucajevi. O

Mnogokut (n-terokut) je dio ravnine ograni¢en duzinama ¢iji su krajevi n > 3 ra-
zli¢itih tocaka ravnine, sa svojstvom da se nikoje dvije od tih duzina ne sijeku (osim u
svojim krajevima) te da je svaka od tih n toc¢aka kraj toéno dviju duzina.

Tih n tocaka zovemo vrhovi n-terokuta i obi¢no ih orijentiramo u pozitivhom smjeru.
Duzine kojima je n-terokut ograni¢en nazivamo stranice n-terokuta.

Kutove <tA,, A1 Ay, <A1 AxAs, ..., <A,_1A, A1, zovemo (unutarnji) kutovi n-terokuta.
Sukute unutarnjih kutova zovemo vanjski kutovi n-terokuta.

Opseg mnogokuta je zbroj duljina njegovih stranica.

Mnogokuti mogu biti konveksni skupovi, ali nije svaki mnogokut konveksan skup.

Dijagonala mnogokuta je duzina kojoj su krajevi dva nesusjedna vrha n-terokuta, tj. dva
vrha koja ne leze na istoj stranici.

Teorem 1.6. Svaki n-terokut ima % dijagonala.

Dokaz. U svakom od n vrhova pocinje n — 3 dijagonala, a svaku smo brojali dva puta.
O

Mnogokut koji ima tri vrha naziva se trokut. Mnogokuti s cetiri, pet, Sest,...vrhova
nazivaju se redom cetverokut, peterokut, Sesterokut,. ..
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Uoc¢imo da je trokut ABC najmanji konveksan skup koji sadrzi tocke A, B i C. Duzine
BC', C'A'i AB zovemo stranice trokuta (oznacavamo ih redom a, b, ¢), a kutove <C AB,
<JABC i <BCA (unutarnji) kutovi trokuta (oznake su redom «, (3, v). Stranice i kutovi
zovu se osnovni elementi trokuta. Kazemo da svaki kut lezi nasuprot jednoj stranici, i
da po dva kuta leze uz jednu stranicu; primjerice, <C'AB lezi nasuprot stranici BC, a
kutovi <ABC i <BCA leze uz stranicu BC'.

A B

Sukut unutarnjeg kuta trokuta naziva se vanjski kut trokuta.

Po duljinama njihovih stranica, trokute dijelimo na:

- raznostrani¢ne (sve tri stranice trokuta su razlicitih duljina)

- jednakokra¢ne (bar dvije stranice trokuta imaju istu duljinu; te dvije stranice
nazivamo kraci trokuta, a treéu stranicu zovemo osnovica ili baza trokuta)

- jednakostrani¢ne (sve tri stranice trokuta su jednakih duljina).
Po mjerama njihovih kutova, trokute dijelimo na:

- giljastokutne (sva tri kuta trokuta su siljasta)
- pravokutne (trokut koji ima pravi kut)

- tupokutne (trokut koji ima tupi kut).

Teorem 1.7. (i) U svakom trokutu zbroj unutarngjih kutova iznosi 180°.

(11) Vangski kut uz jedan vrh trokuta jednak je zbroju unutarnjih kutova uz preostala
dva vrha.

(111) U svakom trokutu zbroj vangjskih kutova iznosi 360°.

Dokaz. Kroz C povucimo paralelu p s AB, a stranice AC' i BC produljimo preko vrha
C. Oznacimo tocke A’, B, C’',C" kao na slici. Neka je o/ = <C'CA’, f/ = <«B'CC",
v = <A'CB'. Kako je pravac AC transverzala paralelnih pravaca AB i p, to je o = a.
Kako je pravac BC' transverzala paralelnih pravaca AB i p, to je ' = . Nadalje, v/ = v
(vrsni kutovi).
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Sada zakljucujemo:

(i) o + 5+ =180° = a+ [+ v = 180°.
(i) Definirajmo v, = <BCA’. To je vanjski kut koji odgovara kutu 7. Kako je
gBCC" = ' (vrsni kutovi), to je 1 = '+ o' = o+ . Analogno je f; = o +
te oy = B+ 7.
(1) a1 + i+ =0B+7)+(a+7)+(a+8) =2(a+ B+ ) =2-180° = 360°.
O

Iz ovog teorema odmah slijedi da pravokutan trokut ima tocno jedan pravi kut, a tupoku-
tan trokut toc¢no jedan tupi kut.

U pravokutnom trokutu se stranica nasuprot pravog kuta naziva hipotenuza, a druge
dvije stranice se nazivaju katete.

Korolar 1.8. Zbroj unutarnjih kutova n-terokuta jednak je (n — 2) - 180°.

Anct

A, A3

Dokaz. 1z jednog vrha izlaze n — 3 dijagonale, koje dijele n-terokut na n — 2 trokuta.
Slijedi tvrdnja. O]

Posebno je zbroj unutarnjih kutova cetverokuta jednak 360°.
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Korolar 1.9. Zbroj vanjskih kutova n-terokuta jednak je 360°.

Dokaz. Neka su aq, ao, ..., a, unutarnji kutovi n-terokuta. Tada su odgovarajuci vanj-
ski kutovi n-terokuta jednaki 180° — ay, 180° — awg, ..., 180° — av, i zbroj im iznosi

(180° — 1) + (180° — ava) + - - - + (180° — )
n-180° — (g + g + -+ + )
n-180° — (n —2) - 180° = 2 - 180° = 360°.

O

Trapez je cetverokut koji ima bar jedan par paralelnih stranica. Paralelne stranice
trapeza nazivaju se osnovice ili baze, a ostale dvije stranice nazivaju se kraci.

Teorem 1.10. Unutarnji kutovi uz krakove trapeza su suplementarni kutouvi.

Dokaz. Produljimo stranicu AD preko vrhova A i D. Ozna¢imo D’ kao na slici. Kako
je pravac AD transverzala paralelnih pravaca AB i CD, vrijedi <CDD’ = «. No,
<CDD' 4§ =180°, pa je a + 6 = 180°. Analogno je 3+ v = 180°. m

Prema prethodnom teoremu, ako su u trapezu poznata dva unutarnja kuta uz jednu od
osnovica, ili ako su poznata dva suprotna kuta, tada su njima odredena i preostala dva
kuta trapeza.

Jednakokracan trapez je trapez ciji kraci imaju jednake duljine.
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Paralelogram je cetverokut koji ima dva para paralelnih stranica.

D C

Teorem 1.11. Nasuprotni kutovi paralelograma su sukladni, a kutovi uz svaku stranicu
suplementarna.

Dokaz. ABCD je trapez s kracima BC i DA pa vrijedi 3+~ = 180° i a + § = 180°.
ABCD je trapez s kracima AB i CD pa vrijedi o + 3 = 180° i v + 6 = 180°.
Slijedi f=01a="7. m

Dakle, ako je u paralelogramu poznat jedan unutarnji kut, tada su poznata i ostala tri
kuta.

Romb je paralelogram kojemu su dvije susjedne stranice jednakih duljina.

D C

Prema teoremu 1.11, nasuprotni kutovi romba su sukladni, a kutovi uz svaku stranicu
suplementarni.

Pravokutnik je paralelogram koji ima barem jedan pravi kut.

14



Teorem 1.12. Svi kutovi pravokutnika su pravi.

Dokaz. Pravokutnik je paralelogram, pa prema teoremu 1.11 vrijedi o = v, § = 6,
a+ 3 = 180° v+ o = 180°. Pretpostavimo da je o = 90°. Slijedi v = 90°, § = 90°,
6 =90°. ]

Kvadrat je pravokutnik kojemu su dvije susjedne stranice jednakih duljina. Iz teorema
1.12 slijedi da su sva cetiri kuta kvadrata pravi kutovi.

D C

Kruznica je skup svih tocaka ravnine na jednakoj udaljenosti od jedne ¢vrste tocke
ravnine (sredista kruznice).

Polumjer kruznice je duzina kojoj je jedan kraj srediste kruznice, a drugi kraj neka
tocka te kruznice. Udaljenost bilo koje tocke kruznice od njenog sredista jednaka je
duljini polumjera te kruznice. Ako je S srediste kruznice, a r duljina polumjera kruznice,
govorimo o kruznici k(.S, ).

Tetiva kruznice je svaka duzina kojoj su krajevi dvije razlicite tocke kruznice.

Promjer kruznice je tetiva koja prolazi sredistem kruznice.

15



B
T N
M
A
polumijer tetiva promjer

Sekanta kruznice je svaki pravac koji sijece kruznicu u dvije razlicite tocke.

o Ok

sekanta tangenta

Tangenta kruznice je svaki pravac koji s kruznicom ima to¢no jednu zajednicku tocku
(diraliste tangente).

Krug je skup svih tocaka ravnine ogranicen kruznicom. Ako kruznica pripada krugu,
kazemo da je krug zatvoren; ako tocke kruznice ne pripadaju krugu kazemo da je krug
otvoren. Kruznicu u oba slucaja zovemo rub kruga.

Ako je |T'S| < r, kazemo da je T unutar kruznice k(S,r). Ako je |T'S| > r, kazemo da
je T izvan kruznice k(S, 7).

Dakle, otvoreni krug je skup svih tocaka ravnine koje su unutar kruznice, a zatvoreni
krug je skup svih tocaka ravnine koje pripadaju kruznici ili su unutar nje.

Omyjer opsega i duljine promjera isti je za svaku kruznicu. Taj omjer je iracionalan broj
kojeg oznacavamo s 7 (7w ~ 3.14159). Dakle, opseg kruznice polumjera r jednak je 2r.
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Poglavlje 2

Sukladnost trokuta

Prisjetimo se: kazemo da su dvije duzine sukladne ako imaju jednake duljine, i da su
dva kuta sukladna ako imaju istu mjeru.

Za dva trokuta kazemo da su sukladni ako su im odgovarajuce stranice sukladne i

[

odgovarajuci kutovi sukladni. Oznaka: = .

U ovoj se definiciji zahtijeva previse, a to nam govore sljede¢i teoremi o sukladnosti
trokuta tj. minimalni dovoljni uvjeti za sukladnost trokuta.

Teorem 2.1 (S-K-S teorem o sukladnosti). Dva trokuta su sukladna ako su im
sukladne dvije stranice i kut medu njima.

A B A B’

Teorem 2.2 (K-S-K teorem o sukladnosti). Dva trokuta su sukladna ako su im
sukladne jedna stranica 1 dva kuta uz tu stranicu.

A B A’ B’

Obzirom da je zbroj unutarnjih kutova u svakom trokutu 180°, dva kuta trokuta odreduju
tre¢i. Prema tome, dva trokuta su sukladna ako su im sukladni jedna stranica i bilo
koja dva kuta.
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/C\ /C\
A B A B’

Teorem 2.3 (S-S-S teorem o sukladnosti). Dva trokuta su sukladna ako su im
sukladne sve tri stranice.

Teorem 2.4 (S-S-K~ teorem o sukladnosti). Dva trokuta su sukladna ako su im
sukladne dvije stranice i kut nasuprot vece stranice.

/C\ /C\
A B A B’

Dokazimo ove teoreme.

Dokaz teorema 2.1 (S-K-S). Neka su AABC i AA'B'C’ takvi da je |AB| = |A'B|,
|AC| = |A'C"|, <«BAC = <B'A'C".

Sada <B’'A'C" nanesimo na <BAC' s vrhom u A, krakom A’B’ na AB i krakom A'C’
na AC. Tada ¢e B’ pastiu B, a C' u C. O

Dokaz teorema 2.2 (K-S-K). Nekasu AABC i AA'B'C" takvida je <CAB = <C'A'B’,
JABC = <A'B'C’, |AB| = |A’B'|.

Sada <<C’ A’ B’ nanesimo na <CAB s vrhom u A, krakom A’B’ na AB i krakom A’C’ na
AC. Tada ¢ée B’ pasti u B. Dalje <A’B’C" nanesimo na <ABC s vrhom u B, krakom
A'B' na AB i krakom B'C’ na BC. Tada ¢e sjeciSte polupravaca A'C’' i B'C’ pasti u
sjeciste polupravaca AC i BC tj. C' ¢e pasti u C. m

Dokaz teorema 2.3 (S-S-S). Neka su AABC i AA'B'C’ takvi da je |AB| = |A'B|,
|AC| = |A'C’|, |BC| = |B'C"|.

Prenesimo AA’B’'C’ tako da se A’ i B’ podudarajus A i B, a tocka C’ lezi s iste strane
pravca AB kao i tocka C. Zbog jednakosti duljina stranica |A'C’| = |AC|, tocka C’
lezi na kruzmici k; = k(A, |AC|), a analogno i na ky = k(B,|BC|). Stoga je C' presjek
kruznica ki i ko, pa se podudara s tockom C' (jer je druga tocka presjeka kruznica k; i
ko s druge strane pravca AB). Il
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Za dokaz cetvrtog teorema o sukladnosti trokuta trebat ¢e nam neke veze stranica
trokuta i kutova nasuprot njih.

Teorem 2.5. Duije stranice trokuta su sukladne ako i samo ako su im nasuprotni kutovi
sukladns.

Dokaz. =: Neka u trokutu ABC vrijedi |[AC| = |BC|. Neka je P poloviste stranice AB.
Kako je |[AP| = |PB]|, |AC| = |BC| i C'P zajednicka stranica AAPC i ABPC, to su
ta dva trokuta sukladna prema S-S-S teoremu o sukladnosti. Slijedi <PAC = <PBC.

C C

. . [
A P B A N B

«<: Neka u AABC vrijedi <BAC = <ABC. Neka je N tocka na AB takva da je
JANC = <BNC = 90°. Tada je i <ACN = <BCN, pa kako je <ANC = <BNC =
90°, a C'N zajednicka stranica AANC i ABNC, to su ta dva trokuta sukladna prema
K-S-K teoremu o sukladnosti. Slijedi |[AC| = |BC. O

Korolar 2.6. U jednakostranicnom trokutu su svi kutovi jednaki 60°.

Teorem 2.7. Nasuprot vece stranice trokuta leZi i veéi kut i obratno, nasuprot veceq
kuta trokuta lezi 1 veca stranica.

Dokaz. =: Neka u AABC vrijedi |[AB| > |BC]|.
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Produljimo stranicu BC' preko vrha C' do tocke D sa svojstvom |BD| = |AB|. Prema
teoremu 2.5 je <DAB = <ADB. Taj kut oznacimo sa ¢. Vrijedi da je 6 > «. Prema
teoremu 1.7(77) je <ACB = <ADC + <DAC, odakle slijedi da je v > §. Dakle, v > a.

<: Neka u AABC vrijedi 7 > «. Pretpostavimo da je |AB| < |BC|. Ako je |AB| =
| BC'|, teorem 2.5 povlaci v = «; kontradikcija. Preostaje razmotriti slucaj |AB| < |BC|.

Neka je tocka D na stranici BC takva da je |BD| = |AB|. Prema teoremu 2.5 je
IDAB = <ADB. Taj kut oznac¢imo sa ¢§. Vrijedi da je 6 < «. Nadalje, teorem 1.7(47)
daje <ADB = <ACD + <CAD, odakle slijedi da je v < J. Kona¢no, v < «, suprotno
pretpostavci.

Dakle, [AB| > |BC|. 0

Korolar 2.8 (nejednakost trokuta). Svaka stranica trokuta je mangja od zbroja drugih
dviju stranica.

Dokaz. Produljimo AC preko vrha C' do tocke D sa svojstvom |C' D| = a. Prema teoremu
2.5 je <CBD = <«BDC. Medutim, <ABD > <CBD, pa je <ABD > <BDC'. Sada
teorem 2.7 povlaci |AD| > |AB|, tj. a+b > c. Analognoia+c¢ > b, b+ c > a. O

Dokaz teorema 2.4 (S-S-K~). Neka su AABC i AA'B'C’ takvi da je |BC| > |AC],
|BC| = |B'C"|, |AC| = |A'C"|, «CAB = <C'A'B'.

A B A’ B

Sada <C"A’'B’ nanesimo na <CAB s vrhom u A, krakom A’C’ na AC i krakom A’'B’
na AB. Tada ¢ée C' pasti u C. Preostaje dokazati da ¢e B’ pasti u B.

Kada B’ ne bi pao u B, tada bi pao ili izmedu tocaka A i B (dakle na AB) ili na
produzetak AB preko vrha B.
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Neka B’ padne u tocku D na stranici AB. Iz |CD| = |BC| slijedi <BDC = <ABC.
Prema teoremu 1.7(i1) je <CAB + <ACD = <BDC, pa je <CAB < <BDC. Odavde
slijedi <CAB < <ABC i teorem 2.7 povlaci |BC| < |AC|. Kontradikcija.

Neka B’ padne u tocku E na produzetku AB preko vrha B. Iz |BC| = |CE| slijedi
<CBE = «BEC. Kako je <ABC = «BCFE + <«BEC, to je <ABC > <BEC, pa je
<ABC > <«CBF odnosno <ABC > «<CAB + <ACB. Slijedi <ABC > «C AB. Sada
teorem 2.7 povlaci |AC| > |BC|. Kontradikcija. O

Prisjetimo se, paralelogram smo definirali kao ¢etverokut koji ima dva para paralelnih
stranica, a romb kao paralelogram kojemu su bar dvije susjedne stranice sukladne.

Sada ¢emo dati karakterizacije paralelograma i romba od kojih se svaka moze uzeti za
njihovu alternativnu definiciju.

Teorem 2.9. Sljedeée turdnje su medusobno ekvivalentne:

(i) cetverokut ABCD je paralelogram,

(i1) postoje dvije nasuprotne stranice cetverokuta ABCD koje su sukladne i paralelne,
(111) svake dvije nasuprotne stranice cetverokuta ABCD su sukladne,
() dijagonale cetverokuta ABCD se medusobno raspolavljaju,

(v) oba para nasuprotnih kutova cetverokuta ABC'D su sukladna.
Dokaz. (i)=(i1): Neka je ABC'D paralelogram. Tada je AB || CD i AD || BC.

/D </

/A B &Y

Kako je pravac BD transverzala paralelnih pravaca AB i C'D, to je <ABD = <BDC.
No, BD je transverzala i paralelnih pravaca AD i BC, pa je <ADB = <DBC. Kako je
uz to jos i BD zajednicka stranica trokuta ABD i CDB, to su prema K-S-K teoremu
ta dva trokuta sukladna. Slijedi |AB| = |C'D|.
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(71)=(iii): Neka u cetverokutu ABCD vrijedi AB || CD i |AB| = |CD|.

Kako je pravac BD transverzala paralelnih pravaca AB i CD, to je <ABD = <BDC.
Uz to je BD zajednicka stranica trokuta ABD i CDB, te je |AB| = |CD|. Sada S-K-S
teorem povlaci da su trokuti ABD i C' DB sukladni, pa je |AD| = |BC]|.

N/D , &/

/A ’ B /N

(id1)=(iv): Neka u cetverokutu ABCD vrijedi |[AB| = |CD| i |AD| = [BC]|. Neka je S
sjeciste dijagonala AC' i BD.

Prema S-S-S teoremu je AABC = ACDA. Slijedi <ACB = <CAD. Uz to jei <ASD =
<BSC (vrsni kutovi). Stoga je i <ADS = <SBC. Kako je i |[AD| = |BC], to je
NASD = ACSB prema K-S-K teoremu. Konacno je |AS| = |CS|1|DS| = |BS|, pa je
S poloviste i AC i BD.

(iv)=(v): Neka u cetverokutu ABCD za sjeciste dijagonala S vrijedi |AS| = |CS] i
|DS| = |BS].

Uocimo da je AASD = ACSB prema S-K-S teoremu jer je |AS| = |CS|, |DS| = |BS|
i <ASD = <BSC. Slijedi <DAS = <BCS i <ADS = <CBS.

Uocimo i da je AABS =2 ACDS prema S-K-S teoremu jer je |AS| = |CS|, |BS| = |DS|
1 <ASB = <CSD. Slijedi <SAB = <SCD i <SBA = <SDC.

Sada je
<IDAB = <DAS + <SAB = <«BCS +<SCD = <«BCD,
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<ABC = <SBA+<CBS =<5SDC + <ADS = <ADC.

(v)=(i): Neka u ¢etverokutu ABCD vrijedi <DAB = <BCD i <ABC = <CDA.
Stoga iz <DAB + <ABC + <BCD + <CDA = 360° slijedi <DAB + <ABC = 180°.

D) C

Pretpostavimo da pravci AD i BC' nisu paralelni te da se sijeku u tocki E koja lezi s
iste strane pravca AB kao i tocke C'i D. Tada su <DAB i <ABC dva kuta trokuta
ABE, a zbroj im je 180°. Kontradikcija. Ako tocka E lezi sa suprotne strane pravca
AB u odnosu na tocke C'i D, promatramo kuteve <BCD i <CDA u trokutu CDFE.

Dakle, AD || BC. Analogno se dokazuje i AB || CD. O

Teorem 2.10. Sljedece tvrdnje su medusobno ekvivalentne:

(i) cetverokut ABC'D je romb,
(ii) sve stranice cetverokuta ABCD su sukladne,
(111) dijagonale éetverokuta ABCD raspolavljaju sve unutarnje kutove,

() dijagonale cetverokuta ABCD se raspolavljaju i medusobno su okomite.

Dokaz. (i)=(ii): Neka je ABC'D romb tj. paralelogram u kojem je |AB| = |BC|. Iz
teorema 2.9(:)=-(ui1) slijedi |AB| = |CD| i |BC| = |AD|. Dakle, sve ¢etiri stranice
romba su sukladne.

(7)=(717): Neka su u cetverokutu ABCD sve Cetiri stranice sukladne.

D , c

A B

Prema S-S-S teoremu je AABC = AADC. Slijedi <CAB = <CAD = %<IDAB i
JACB = <ACD = %<IBCD. Analogno, takoder prema S-S-S teoremu je AABD =
ACBD, pa je <ABD = <CBD = 1<ABC i <ADB = <CDB = ;<ADC.
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(#i)=(iv): Neka u cetverokutu ABCD vrijedi <CAB = <CAD = ja, <ABD =
<CBD = 18, <ACB = <ACD = Ly, <ADB = <CDB = L5.

U AABD je a+ g —I—g =180°, au ABCD je v+ g —1—3 = 180°. Slijedi o = ~. Analogno,
uAABC je f+§+ 72 =180° au AACD je 6 + § + % = 180°, pa je 3 = 0. Dakle,
nasuprotni kutovi ¢etverokuta ABC'D su sukladni. 1z teorema 2.9(v)=-(iv) slijedi da se
dijagonale cetverokuta ABC'D medusobno raspolavljaju.

D C
512 y/

a/2 Br2
A B

Sjeciste dijagonala oznac¢imo sa S. Iz o+ + v+ = 360°, a = v i B = ¢ slijedi
a+ (3 = 180°. Obzirom da u AABS imamo § + g + <ASB = 180°, to je <ASB = 90°.
Dakle, dijagonale cetverokuta ABC'D su medusobno okomite.

(iv)=(i): Neka se u ¢etverokutu ABC D dijagonale raspolavljaju te neka su medusobno
okomite. Iz teorema 2.9(iv)=(7) slijedi da je ABCD paralelogram. Ozna¢imo sa S
sjeciste njegovih dijagonala.

A B

Trokuti ASB i CSB su sukladni prema S-K-S teoremu jer je BS njihova zajednicka
stranica, |AS| = |CS| i <ASB = <CSB = 90°. Slijedi |AB| = |BC|. Dakle, dvije
susjedne stranice paralelograma ABC'D su sukladne, pa je ABC'D romb. O

Simetrala duzine je pravac koji prolazi polovistem te duzine i okomit je na nju.

Teorem 2.11 (teorem o simetrali duzine). Tocka C leZi na simetrali duzine AB
ako i samo ako je |AC| = |BC]|.
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Dokaz. =: Neka je C tocka koja lezi na simetrali duzine AB. Neka je P poloviste duzine
AB.

Trokuti APC' i BPC su sukladni prema teoremu S-K-S jer im je stranica PC zajednicka,
|AP| = |BP| i <APC = <BPC = 90°. Slijedi |[AC| = |BC|.

<: Neka je C tocka sa svojstvom |AC| = |BC|. Neka je P poloviste duzine AB.

Trokuti APC i BPC su sukladni prema S-S-S teoremu (stranica C'P im je zajednicka,
|AC| = |BC|, |AP| = |BP|). Stoga je <APC = <BPC. No, ta dva kuta su sukuti, pa
svaki od njih iznosi 90°. Dakle, pravci PC'i AB su okomiti, pa je PC' simetrala duzine
AB. Prema tome, C lezi na simetrali duzine AB. O

Srednjica trokuta je duzina koja spaja polovista dviju stranica trokuta.

C

Teorem 2.12 (teorem o srednjici trokuta). Srednjica trokuta je paralelna jednoj
stranici trokuta 1 njena duljina je jednaka polovini duljine te stranice.

Dokaz. Neka je D poloviste stranice AC, a E poloviste stranice BC. Srednjicu DE
produljimo preko vrha F i na tom produzetku konstruirajmo tocku F' sa svojstvom
|EF| = |ED)|. Dijagonale ¢etverokuta BDC'F se medusobno raspolavljaju, pa je prema
teoremu 2.9(iv)=-(i) taj Cetverokut paralelogram. Stoga je, BF || DC, a prema teo-
remu 2.9(:)=(u1) je i |BF| = |DC|. Slijedi |BF| = |AD| i BF || AD. Sada teo-
rem 2.9(ii)=(7) povlaci da je cetverokut ABFD paralelogram. Slijedi DE || AB i
IDE| = }|DF| = 1B, .
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Srednjica trapeza je duzina koja spaja polovista krakova trapeza.

Teorem 2.13 (teorem o srednjici trapeza). Srednjica trapeza je paralelna osnovi-
cama trapeza i njena duljina je jednaka polovini zbroja duljina osnovica.

A /A

A B A B

Dokaz. Neka je E poloviste kraka AD, a F poloviste kraka BC. Neka je G poloviste
dijagonale AC. Tada je EG srednjica trokuta ACD, a FG srednjica trokuta ABC.
Prema teoremu 2.12, EG || CD i FG || AB. Kako je EG || CD i CD || AB, to je
EG || AB. Kako su i EG i FG pravci paralelni s AB i prolaze tockom G, to aksiom
o paralelama povlaci da se pravci EG i FG podudaraju. Stoga tocke F, F,G leze na
istom pravcu - to je pravac EF'ion je paralelan s AB. Dakle, tocka G je presjek pravaca
EF i AC. Prema teoremu 2.12 je jos i |[EG| = 1|CD| i |FG| = 1| AB|. Konatno,

1 1 1
|[EF| = |EG|+|FG| = 5|CD| + 5|AB| = S(|AB| +|CD]).

Simetrala kuta je pravac koji taj kut dijeli na dva jednaka dijela.

g

Udaljenost tocke T' od pravca p je |T'N|, gdje je N noziste okomice spustene iz T
na p. (Drugim rije¢ima, tocka N je presjek pravca p i pravca okomitog na p koji prolazi
tockom T'.) Oznaka: d(T,p) odnosno d(T, AB) ako su A, B € p.

Teorem 2.14 (teorem o simetrali kuta). Tocka lezi na simetrali kuta ako © samo
ako je jednako udaljena od njegovih krakova.
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0 N 0 N

Dokaz. =: Neka T lezi na simetrali kuta s vthom u O. Iz T spustimo okomice na
krakove kuta, neka su N; i Ny nozista tih okomica.

Trokuti TON; i TON, su sukladni prema K-S-K teoremu (naime, OT im je zajednicka
stranica, <TTON; = <T'ON;3 i <T'N10 = <T'N,0 = 90°). Slijedi |T'Ny| = |T'Ns|.

<: Neka je T tocka sa svojstvom |T'Ny| = |T'Ny|, gdje su Ny i Ny nozista okomica
spustenih iz T" na krakove kuta s vrhom u O.

Trokuti TON; i TON, su sukladni prema S-S-K> teoremu (stranica OT im je zajednicka,
|TNy| = |TNy|, <ONiT = <ON,T = 90°. Stoga je <TON; = <TON,, pa T lezi na
simetrali kuta <<\N;{ON,. O

Cetiri osnovne konstrukcije trokuta:

1. Konstrukcija trokuta kome su zadane dvije stranice i kut medu njima (primjerice
b, cia < 180°):

Nacrtati kut a s vchom u A i na krakove tog kuta nanijeti AC =bi AB = c.

C C

2. Konstrukcija trokuta kome su zadani jedna stranica i dva kuta uz tu stranicu
(primjerice ¢, av i (3, pri ¢emu je o+ 3 < 180°):

Nacrtati duzinu AB duljine ¢ i uz tu duzinu s iste strane nanijeti kutove o i 3. Ti
kutovi imaju jedan zajednicki krak, a druga dva im se sijeku (zbog a+ (§ < 180°),
a sjeciste je tocka C.

3. Konstrukeija trokuta kome su zadane sve tri stranice (a, b i ¢ za koje vrijedi, uz
pretpostavku a > b > ¢, nejednakost a < b+ ¢):

Nacrtati duzinu BC' duljine a, zatim oko tocke B opisati kruznicu polumjera ¢, a
oko tocke C' kruznicu polumjera b. Vrh A je sjeciste tih kruznica.

27



B a C

4. Konstrukcija trokuta kome su zadane dvije stranice i kut nasuprot vecoj (prim-
jerice, a, b sa svojstvom a > b i o < 180°):

Nanijeti kut o tako da mu vrh bude tocka A, zatim nanijeti AC duljine b. Oko
tocke C' opisati kruznicu polumjera a. Ta kruznica sijece drugi krak kuta a u tocki
B (zbog a > b samo je jedno sjeciste).

Konstrukcija simetrale duzine:

Neka je AB dana duzina. Oko tocaka A i B opisimo kruznice istog polumjera, veéeg od
1|AB[; neka su S i S, sjecista tih dviju kruznica. Tada je |[AS)| = |BSi|i|ASs| = |BS,|.
Dakle, Sy i Sy leze na simetrali duzine AB, pa je pravac S;S, simetrala duzine AB.

Konstrukcija simetrale kuta:

© ‘A

Neka je O vrh danog kuta. Oko tocke O opisimo bilo koju kruznicu te neka ona sijece
krakove danog kuta u tockama A i B. Oko to¢aka A i B opisimo kruznice istog polumjera,
veteg od %|AB| i neka je S jedno od sjecista. Prema teoremu S-S-S, AOAS = ANOBS,
pa je <AOS = <BOS. Dakle, OS je trazena simetrala.
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Tezisnica trokuta je duzina koja spaja vrh trokuta s polovistem nasuprotne stranice.

C

Teorem 2.15 (teorem o tezistu trokuta). Sve tri tezisnice trokuta sijeku se u jed-
noj tocki. Udaljenost te tocke od pojedinog vrha trokuta iznosi % duljine odgovarajuce
tezisnice.

Dokaz. Nekasu D, E', I redom polovista stranic@, AC, AB. Neka je tocka T' presjek
tezisnica AD i BE. Neka je GG poloviste duzine AT, a H poloviste duzine BT

Kako je DE srednjica trokuta ABC, to teorem 2.12 povlaci DE || AB i |[DE| = $|AB|.
Takoder, GH je srednjica trokuta ABT, pa teorem 2.12 povlaci GH || AB i |GH| =
+|AB|. Prema tome, DE || GH i |DE| = |GH|.

Iz teorema 2.9(ii)=(iv) slijedi da se u cetverokutu GHDE dijagonale raspolavljaju.
Dakle, |TD| = |TG| i |TE| = |TH|. Imamo
|AT| = |AG| + |TG| = |TG| + |TG| = 2|TG],

|AD| = |AT| + |TD| =2|TG| + |TG| = 3|TG]|,
pa je |AT| = 2|AD|. Analogno je |BT| = 2|BE].

Sada postupak ponovimo na tezisnicama AD i CF. Neka je 17" tocka u kojoj se sijeku
te dvije tezisnice. Kao i ranije dobije se da je |AT'| = 2|[AD| i |CT'| = 2|CF)|.

Dakle, tocke T' i T” nalaze se izmedu A i D, i pritom vrijedi |AT'| = |AT| = 2|AD|, pa
se T'1 T'" podudaraju. Prema tome, sve tri tezisnice prolaze istom toc¢kom. Il

Tocka u kojoj se sijeku sve tri teziSnice naziva se teziSte trokuta. Kaze se jos da teziste
dijeli svaku teziSnicu u omjeru 2 : 1 racunajuc¢i od vrha trokuta.
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Teorem 2.16 (teorem o simetralama stranica trokuta). Simetrale stranica trokuta
sijeku se u jednoj tocku.

—
—
—

s
I
o

Dokaz. Neka je S sjeciste simetrala stranica AB i BC. Kako S lezi na simetrali stranice
AB, teorem 2.11 povlaéi |AS| = |BS|, a kako se nalazi i na simetrali stranice BC, to
je |BS| = |CS)|. Dakle, |AS| = |CS|. Teorem 2.11 povlaci da S lezi na simetrali duzine
AC. Prema tome, simetrale duzina AB, BC i AC sijeku se u S. n

Iz prethodnog dokaza slijedi da je tocka S jednako udaljena od vrhova trokuta. Stavimo
R =|SA| =|SB| = |SC|. Kruznica k = k(S, R) prolazi vrhovima trokuta ABC' i naziva
se kruznica opisana trokutu ABC.

Dakle, srediste kruznice opisane trokutu je sjeciste simetrala njegovih stranica.

C

R
AvB

Teorem 2.17 (teorem o simetralama kutova trokuta). Simetrale unutarngjih ku-
tova trokuta sijeku se u jednoj tocks.

Dokaz. Neka je O sjeciste simetrala <CAB i <ABC. Kako O lezi na simetrali <CAB,
teorem 2.14 povlaci da je d(O, AB) = d(O, AC), a kako O lezi i na simetrali <ABC,
teorem 2.14 povlaci da je d(O, AB) = d(O, BC'). Dakle, d(O, AC) = d(O, BC'). Prema
teoremu 2.14, O lezi na simetrali <ACB. Prema tome, simetrale unutarnjih kutova
trokuta ABC sijeku se u O. O
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Iz prethodnog dokaza slijedi da kruznica k(O, ) oko tocke O polumjera r = d(O, AB) =
d(0,AC) = d(O, BC') dodiruje sve stranice trokuta. Ta se kruznica naziva kruznica
upisana trokutu ABC.

Dakle, srediste kruznice upisane trokutu je sjeciSte simetrala njegovih kutova.

Visina trokuta je duzina kojoj je jedan kraj vrh trokuta, a drugi noziste okomice
spustene iz tog vrha na pravac na kojemu lezi suprotna stranica.

C C

Teorem 2.18 (teorem o ortocentru). Pravci na kojima leZe visine trokuta sijeku se
u jednoj tocku.

Dokaz. Svakim vrhom trokuta povucimo paralelu sa suprotnom stranicom. Tako se
dobije AA'B'C".
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Cetverokut ABA'C je paralelogram. Teorem 2.9(i)=>(iii) povlaci |AB| = |C'A’|. Takoder,
cetverokut ABCB' je paralelogram, pa teorem 2.9(i)=-(7ii) povlaci |AB| = |B'C].
Dakle, |B'C| = |C' 4’|, pa je C poloviste stranice A'B’.

Visina na stranicu AB okomita je na tu stranicu, pa onda i na A’B’. Prema tome, pravci

na kojima leze visine trokuta ABC' ujedno su simetrale stranica trokuta A’B’C". Prema
teoremu 2.16, simetrale stranica trokuta A’B’C” sijeku se u jednoj tocki. Stoga se i tri

pravca na kojima leze visine trokuta ABC' sijeku u jednoj tocki. O
A
B
H
u H
B C c A
Siljastokutan trokut pravokutan trokut

% tupokutan trokut

Tocka u kojoj se sijeku pravci na kojima leze visine trokuta naziva se ortocentar
trokuta.

Uocite da nismo rekli: “visine trokuta se sijeku u jednoj tocki 7, ve¢: “pravci na kojima
leze visine trokuta se sijeku u jednoj tocki”.

Teziste, srediste trokutu opisane kruznice, srediste trokutu upisane kruznice i ortocentar
zajednickim imenom nazivamo Cetiri karakteristicne tocke trokuta.
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Poglavlje 3

Povrsina

Izvest ¢emo formule za povrsine nekih istaknutih skupova toc¢aka u ravnini, podrazumi-
jevajuéi pod njihovom povrsinom veli¢inu pripadnog dijela ravnine.

Polazimo od pretpostavke da kvadrat ¢ija je stranica duljine 1 ima povrsinu 1.

U citavom tekstu trazenu povrsinu oznacavamo s P.

Povrsina kvadrata sa stranicom duljine a:

Neka je a =n € N.

Uocimo da je kvadrat sa stranicom duljine n unija n? kvadrata sa stranicom duljine 1.
Slijedi P=1+1+---+1=n?%

m
Neka je a € QT tj. a = —, m,n € N.
n

m/n m/n

m/n

m/n
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m
Dopunimo kvadrat sa stranicom duljine — kvadratima ¢ije su stranice takoder duljina
n

m
— dok ne dobijemo kvadrat sa stranicom duljine m. Ukupno n? kvadrata sa stranicom
n

m
duljine — ¢ini kvadrat sa stranicom duljine m. Slijedi P + P + --- + P = m?, pa je

n N
n?*P = m? i kona¢no P = (—) .

n

Neka je a € R. Iz matematicke analize poznato je da postoji rastuéi niz aq, as, as,. ..
racionalnih brojeva koji tezi k a.

a
a3
a
a4
Povrsine kvadrata sa stranicama duljina aq, as, as, ... teze povrsini kvadrata sa stran-
icom duljine a; stoga a?, a2, a2,... tezi prema P. No, kako niz ay, as, as,... tez k a,
niz a?, a3, a3, ... tezi k a®. Slijedi P = a?.
Dakle, povrsina kvadrata sa stranicom duljine a iznosi a?.
Povrsina pravokutnika sa stranicama duljina a i b:
a b
a P a
b P b
a b

Pravokutnik dopunimo do kvadrata sa stranicom duljine a + b. Polaznom pravokutniku
se dodaju jedan njemu sukladan pravokutnik, te dva kvadrata sa stranicama duljine a
odnosno b. Slijedi 2P + a* + b* = (a + b)? i konac¢no P = ab.
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Povrsina paralelograma kojemu je jedna stranica duljine a, a pripadna visina duljine

v
D C
__V €
] »
A E a B F

Prema S-S-K~ teoremu trokuti BFC' i AED su sukladni, pa imaju jednaku povrsinu.
Stoga je

P(ABCD) = P(AED)+ P(EBCD) = P(BFC) + P(EBCD)
= P(EFCD) = av,

jer je EFC'D pravokutnik sa stranicama duljina a i v.

Povrsina trokuta kojemu je jedna stranica duljine a, a pripadna visina duljine v, :

Neka je D sjeciste paralele s BC' kroz A i paralele s AB kroz C. Tada je ABC'D parale-
logram, pa je |AD| = |BC|i|CD| = |AB]|. Kako su, prema S-S-S teoremu o sukladnosti,
trokuti ABC' i C DA sukladni, to su im povrsine jednake. Slijedi

P(ABC) + P(CDA) = P(BCDA) = av,

odnosno 2P(ABC) = av, i konatno P(ABC) = § av,.

Povrsina trapeza kojemu osnovice imaju duljine a i ¢, a visina duljinu v :
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Neka je P poloviste stranice BC. Prema K-S-K teoremu su trokuti DPC i EPB suk-
ladni. Slijedi P(DPC) = P(EPB) i |CD| = |BE|. Sada je

P(ABCD) = P(ABPD)+ P(DPC) = P(ABPD)+ P(EPB)

1 1
= P(AED) = 5 |AE|v = = (|JAB| + |BE|)v = =(a + c)v.

1
2 2

Povrsina cetverokuta s okomitim dijagonalama:

C

A

P(ABCD) = P(ABS)+ P(BCS)+ P(CDS)+ P(DAS)
1 1 1 1
= ISA|ISB|+ 5|SBI|SC| + 3ISCI|SD| + 3|SD||SA]

1 1
= 5 ISBI(SA[+]SC]) + S|SDI(|SA] + [SC])

1 1
= 5 (ISA[+ISC)(|SBI +[5SD]) = 5|AC||BD].

Prisjetimo se, broj m smo definirali kao omjer opsega i promjera kruznice. Moze se

dokazati da povrsina kruga polumjera r iznosi r*x.

B

Tako je za strogi matematicki dokaz potrebno poznavanje metoda matematicke analize,
u ispravnost navedene formule mozemo se uvjeriti na sljede¢i nac¢in. Podijelimo krug
na jednake dijelove koje zatim preslozimo kao na desnoj slici. Dobiveni lik podsje¢a na
paralelogram; Sto je vise dijelova, slicnost ¢e biti ve¢a. Osnovica tog ”paralelograma” je
duljine r7 (polovina opsega kruga), a njegova visina r.
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Teorem 3.1 (Pitagorin teorem). U pravokutnom trokutu je kvadrat duljine hipotenuze
jednak zbroju kvadrata duljina kateta.

H a G b F
a
b
E
B
B b
a
o
C b A a D

Dokaz. Neka je trokut ABC pravokutan s hipotenuzom duljine ¢ i katetama duljina a
i b. Dopunimo taj trokut do kvadrata C DF' H sa stranicom a + b; |AD| = a, |BH| = b.
Neka je F tocka na stranici DF takva da je |DE| = b, |EF| = a; neka je G tocka na
stranici F'H takva da je |[FG| =b, |GH| = a.

Trokuti FAD, GEF, BGH i ABC su sukladni prema S-K-S teoremu. Slijedi |[AE| =
|AB| = ¢ 1 <FAD = <ABC = j3, pa slijedi
IBAE =180° — («CAB + <FAD) = 180° — (a + ) = 180° — 90° = 90°.

Takoder je |AE| = |EG| = |GB| = |BA| = ¢, pa je ¢etverokut AEGB kvadrat sa
stranicom duljine c. Sada imamo:
P(CDFH) = P(ABC)+ P(EAD)+ P(GEF)+ P(BGH)+ P(AEGB),
P(CDFH) = 4P(ABC)+ P(AEGB),
1
(a+b)? = 4-§ab—|—c2,
a’>+2ab+b* = 2ab+ 2,

¢ = a’+0b.

Sada dokazimo obrat Pitagorinog teorema:

Propozicija 3.2. Ako za stranice a, b, ¢ trokuta ABC' vrijedi a* +b* = ¢, tada je trokut
ABC pravokutan s pravim kutom kod vrha C.

Dokaz. Neka je AA’B'C’ pravokutan s pravim kutom kod vrha C” te neka je |B'C’| = a i
|A’C’| = b. Pitagorin teorem povlaci |A'B’|? = a®>+b?. No, po pretpostavci je a?+b? = 2.
Slijedi |A'B'|> = 2, pa je |A'B’| = c¢. Prema tome AABC = NA'B'C’ prema S-S-S
teoremu. Slijedi <ACB = <A'C'B’ = 90°. Dakle, trokut ABC' je pravokutan s pravim
kutom kod vrha C. O
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Teorem 3.3 (Heronova formula). Ako stranice trokuta imaju duljine a, b, ¢, tada je
povrsina tog trokuta dana sa

P =+/s(s—a)(s—b)(s — ¢),

a+b+c
-

gdje je s poluopseg trokuta tj. s =

Dokaz. Neka je C' vrh trokuta takav da je pripadni kut + Siljast. Neka je IV noziste visine
iz vrha C. Tada je |CN| = v.. Neka je |[AN| = x. Tada je INB| = |AB| — |AN| =c— .

Kako je AANC pravokutan, a katete mu imaju duljine z, v. i hipotenuza duljinu b,
Pitagorin teorem daje
v? =0 — 2 (3.1)

C

Obzirom da je AC'NB pravokutan, a katete mu imaju duljine v., ¢ — z i hipotenuza
duljinu a, Pitagorin teorem daje

v? =a®— (c— 1) (3.2)
Iz (3.1) i (3.2) slijedi
vV —2* = a®— (c—2x)?
= a® -+ 2cx — 27,

2er = —a’>+ b+

—a? + b+
= — 3.3
v 2c (3:3)

Uvrstavanjem (3.3) u (3.1) dobije se

2 b2 (_a2+b2+02)2
2c

—a? 4+ b% + 2 —a®>+ >+
2c 2c

2bc +a? —b* —c? 2bc—a®+ b+ 2
2c 2c
a*—(b—-c)? (b+c)?—a?

2c 2c
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(a—b+c)la+b—c) (b+c—a)b+c+a)

2c 2c
_ (a+b+c)(—a+b+c)la—b+c)la+b—c)
4c?
_ 25(25 —2a)(2s — 2b)(25 — 2c)
B 4c?
_ 4s(s —a)(s —b)(s — ¢)

Ve = %\/s(s —a)(s—=b)(s—c),

L e [
P = /s(s—a)(s—Db)(s—c).

Prisjetimo se, kruznica upisana trokutu je kruznica koja dodiruje sve tri stranice trokuta;
njeno srediste je sjeciSte simetrala kutova trokuta.

Odredimo vezu povrsine trokuta, duljina njegovih stranica i polumjera trokutu upisane
kruznice.

Neka je ABC trokut ¢ije stranice imaju duljine a, b, ¢ i sa s oznac¢imo njegov poluopseg.
Neka je P njegova povrsina, r polumjer upisane kruznice, a O njeno srediste.

Kako je
P = P(ABO)+ P(BCO)+ P(CAO)
= z%—ﬂ—kb—r—l(—kb—k)—
= 5 5 5 = 37@ c) =rs,
to je

P_ femde—he=d

S

r =

Za svaki trokut, osim upisane kruznice, postoje jos tri kruznice koje dodiruju pravce na
kojima leze stranice trokuta. Kazemo da su to kruznice pripisane trokutu.
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Neka je k, kruznica pripisana trokutu ABC, koja dodiruje stranicu BC'. Povucimo
paralelu sa BC' koja dodiruje k,; sjecista te paralele s pravcima AB i AC redom ozna¢imo
sa DikFE.

Uoc¢imo da je k, kruznica upisana trokutu ADE; stoga je njeno srediste O, sjeciste
simetrala kutova <CAB, <ADE, <DFA.

Prema teoremu o simetrali kuta, tocka O, je jednako udaljena od pravaca AB, AC i
DFE. Kako je udaljenost tocke O, od DE jednaka udaljenosti tocke O, od BC, to je O,
jednako udaljena od pravaca AB, AC i BC.

Dakle, O, lezi na simetralama kutova <CAB, <BCFE, <CBD.

Prema tome, srediste kruznice pripisane trokutu je sjeciste simetrala jednog unutarnjeg
kuta i dvaju vanjskih kutova trokuta.

Odredimo vezu povrsine trokuta, duljina njegovih stranica i polumjera njemu pripisanih
kruznica.

1z
1 1 1
P = P(ABOG>+P(AOGC) —P<B0a0) = §CTG+§bTG— §ara
= %Ta(lH'C—a):T’a <%(a+b+c)—a) =r.(s—a)
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slijedi

Analogno,
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Poglavlje 4

Slicnost trokuta

Sljedeci teorem je poznat pod nazivom Talesov teorem o proporcionalnosti. Dovodi se u
vezu s Talesom (oko 600. god. pr. Kr.) jer je, prema Plutarhu, ovom metodom izracunao
visinu Keopsove piramide.

Teorem 4.1 (Talesov teorem o proporcionalnosti). Paralelni pravei a i b na
krakovima <pOp’ odsijecaju proporcionalne duZine, tj. (uz oznake na slici) vrijedi

o 10AL_104] L JOAl_ 04| L 04 A4
|OB| — |OB'|’ |AB|  |A'B| |OB|  |BB/|’

Dokaz. (i) Najprije uocimo da je
P(OAB') = P(OAA") + P(AA'B"), P(OA'B) = P(OAA") + P(AA'B).

Kako su @ i b paralelni, to je duljina visine na stranicu AA’ u trokutu AA’B jednaka
duljini visine na tu istu stranicu u trokutu AA’B’. Slijedi P(AA'B) = P(AA'B’). Stoga
je P(OAB') = P(OA’B), paje i

P(OAA") P(OAA")

P(OA'B) ~ P(OAB)’

Kako je visina iz vrha A’ zajednicka za trokute AOAA" i AOA’'B, to je lijeva strana
gornje jednakosti jednaka loA] Analogno, visina iz vrha A je zajednicka za trokute
NOAA" i AOAB', pa je desna strana gornje jednakosti jednaka :8211- Slijedi tvrdnja.
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(7)) Vrijedi
(A'B| _ 08|~ |0AT _|0B'| 1 |0B] | _|0B|-|0A] _ |AB]

[OA oA oAl " J0Al T |OA] |OA]

(i) Neka je g pravac koji prolazi kroz A i paralelan je s p’. Neka je tocka @) pre-

sjek pravaca b i q. Prema (i), paralelni pravci p’ i ¢ na krakovima <OBB’ odsijecaju

BA B
proporcionalne duzine, ; 3 O’] = |‘ Bg"]' Redom slijedi
O8] —[0A] _ [BB| - QB |0A] _ [@B] 04| _ |QB]
OB |BB'| ’ OB |BB'|” |OB| |BB'|
Kako je QAA’'B’ paralelogram, |B'Q| = |AA’| pa slijedi tvrdnja. O

Problem. Zadani su duzina AB in € N, n > 2. Duzinu AB podijeliti na n jednakih
dijelova.

Neka je p bilo koji polupravac s pocetkom u A, razli¢it od AB. Na p izaberimo bilo koju
tocku Pj. Neka su P, ..., P, tocke na polupravcu p takve da je |PyPy| = |PoPs| = -+ =
|P,P,_1| = |AP]|.

Slijedi [AP| = L[AP,| i |[AP|=i|AP|=t|AP,| (i=1,...,n).

Neka je sa ¢, oznacen pravac BP, te neka je ¢; pravac paralelan s ¢, koji prolazi kroz
P (i=1,...,n—1). Sa Q; ozna¢imo sjeciste pravca ¢; i duzine AB (i =1,...,n).
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AQ| _AR| | o 1AQ i
[AB] ~ |4P,| AB] W

Prema Talesovom teoremu o proporcionalnosti je

|AQ;| = L |AB|. Sada je
n

1+ 1 /) 1
QiQit1| = |AQi1| — [AQ:| = — — |[AB[ = —|AB]|.
n n n

Dakle, tocke Q1, ..., Q,_1 dijele AB na n jednakih dijelova.

Teorem 4.2 (o simetrali unutarnjeg kuta trokuta). Simetrala unutarnjeg kuta
trokuta dijeli tom kutu nasuprotnu stranicu u omjeru preostalih stranica i obratno, tocka
koja stranicu trokuta dijeli u omjeru preostalih stranica lezi na simetrali kuta nasuprot
te stranice.

Dokaz. =: Neka je C'D simetrala kuta 7. Kroz tocku B povucimo paralelu sa C'D. Neka
je E sjeciste te paralele s produzetkom AC preko C. Vrijedi <DCA =<DCB =12

Tada je, prema teoremu 1.3, <BEC = <DCA =1 i <EBC = <DCB = 1.

Zakljucujemo <BEC = <FEBC, pa je trokut BEC’ jednakokracan s osnovicom BE.
Slijedi |BC| = |CE|. Primijenimo Talesov teorem o proporcionalnosti (teorem 4.1(ii))
na <FAB i paralelne pravce CD i BE :

|AD|  |AC| |AD|  |AC|
p— i . —

\DB|  |CE| |\BD|  |BC|

o 4

@ i
\ 9

A D B A D B

|AD| _ |AC|
|BD| |BC |_
sa C'D. Neka je E sjeciste te paralele s produzetkom AC' preko C.

«: Neka je D € AB tocka sa svojstvom ——— Kroz tocku B povucimo paralelu

Primijenimo Talesov teorem o proporcionalnosti (teorem 4.1(4i)) na <EAB i paralelne

AD AC
pravece CD i BE : ]‘DBll ;CE’\ Dakle, |BC| = |CE|, pa je ABEC jednakokracan s

osnovicom BE. Stoga je <BEC = <CBE. Taj kut oznaéimo s .

Obzirom da je <DCB = <CBE = § i <ACD = <BEC = ¢ (kutovi uz transverzalu
paralelnih pravaca BE i CD), slijedi <ACD = <DCB, pa je CD je simetrala kuta
<ACB. O
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Za dva trokuta kazemo da su sliéni ako su im odgovarajuci kutovi sukladni i odgo-
varajuce stranice proporcionalne. Oznaka: ~ .

NABC ~ NA'B'C" akojea =o', =0, v=7"1 &gh = |§g!| = "é’:ﬁl‘.

Mozemo reé¢i da slicni trokuti imaju isti oblik, a sukladni trokuti imaju isti oblik i
velicinu. Jasno je da su sukladni trokuti ujedno i slicni trokuti.

U definiciji sliénosti trokuta zahtijeva se previse, a to nam govore sljedeéi teoremi o
slicnosti trokuta, tj. minimalni dovoljni uvjeti za slicnost trokuta.

Teorem 4.3 (K-K-K sliénost). Dva trokuta su slicna ako su im sva tri kuta sukladna.

Napomenimo da je dovoljno zahtijevati sukladnost dvaju parova kutova jer im tada i
trec¢i par kutova mora biti sukladan.

Dokaz. Neka su AABC 1 AA'B'C' takvidajea=d, 6=0,~v=7"

Ako su im i odgovarajuce stranice sukladne, AABC = AA'B'C" i stoga AABC ~
NA'B'C’. Preostaje dokazati teorem u slucaju kada postoje odgovarajuce stranice koje
nisu sukladne, recimo ¢ # c.

Pretpostavimo da je ¢ < ¢ (inace zamijenimo uloge trokuta ABC' i trokuta A’B'C").

A D B

Neka je D tocka na stranici AB takva da ji|AD] = . Kroz tocku D povucemo paralelu
sa BC'; neka je E presjek te paralele sa AC. Vrijedi: <ADE = 3, <DFEA = v (kutovi
uz transverzalu paralelnih pravaca).
Kako je |AD| = |A'B'|, <ADE = <A'B'C', <EAD = <C'A'B’, to su trokuti ADE' i
A'B'C" sukladni prema K-S-K teoremu. Slijedi |[AF| = |A'C’|, |DE| = |B'C’|. Prema
Talesovom teoremu o proporcionalnosti je

|AB|  |AC|  |BC| |AB|  |AC|  |BC|

|AD| — |AE| |DE|’ |A'B'|  |A'C'| T |B'C|
Dakle, trokuti ABC' i A’B’C" su sli¢ni. n

to jest
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Teorem 4.4 (S-S-S sli¢nost). Dva trokuta su slicna ako su im odgovarajuce stranice
proporcionalne.
a v
Dokaz. Neka su AABC i AA'B'C' takvi da je — = i
a c
Ako je b=V, tada je AABC = NA'B’C’ prema S-S-S teoremu.

Neka je b # . Pretpostavimo da je b" < b (inace zamijenimo AABC i AA'B'C’). Neka
je D tocka na stranici AC' takva da je |[C'D| = ¥'. Neka je E sjeciste duzine BC' i paralele
s AB kroz D.

Prema Talesovom teoremu o proporcionalnosti je

|IDE| |DC|  |CE|
|AB|  |AC|  |BC|’

odakle slijedi

paje |DE| = 1|CE|=d.

Sada je |DE| = |A'B'|, |CE| = |B'C'|, |CD| = |A'C’|, pa su trokuti DEC i A'B'C’
sukladni prema S-S-S teoremu. Znaci da su odgovarajuéi kutovi trokuta A’ B’'C” sukladni
odgovarajué¢im kutovima trokuta DEC| a oni su opet sukladni odgovaraju¢im kutovima
trokuta ABC' (kutovi uz transverzalu paralelnih pravaca).

Slijedi a = o, =3, v =/, pa su trokuti ABC i A’B'C" sli¢ni. m

Teorem 4.5 (S-K-S sliénost). Dva trokuta su slicna ako su im dva para stranica
proporcionalna, a kutovi medu njima sukladna.

Dokaz. Neka su AABC i1 AA'B'C’ takvi da je 1% =Sia=da.
Ako je ¢ = ¢, tada je AABC =2 NA'B'C’ prema S-K-S teoremu.
Neka je ¢ # ¢. Pretpostavimo da je ¢ < ¢ (inace zamijenimo AABC' i AA'B'C").

Neka je D tocka na stranici AB takva da je |[AD| = ¢, a E tocka na stranici AC
takva da je |AE| = V. Iz |AD| = |A'B'|, |AE| = |A'C'|, <EAD = <C'A'B’ slijedi
NADE = NA'B'C'" prema S-K-S teoremu. Odavde je <ADE = (', <AED = «/,
|DE| = |B'C"|.
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Neka je I’ tocka na pravcu AC takva da su pravci DF i BC' paralelni. Talesov teorem
o proporcionalnosti povlaci

IAB|  |AC| c b

|AD| ~ |AF|” ¢ |AF[

pa zbog £ = L slijedi |AF| = V/, odnosno |AF| = |AE|. Zaklju¢ujemo da se totke E i
F podudaraju, pa su pravci DE i BC paralelni. Odatle je <ADE = (i <AED = v
(kutovi uz transverzalu paralelnih pravaca), pa je /' =i~ = .

. . .. . |BC| |AB] E_E
Nadalje, prema Talesovom teoremu o proporcionalnosti je i DB = D)’ o = Dakle,

a/

ANABC ~ NA'B'C. ]

Teorem 4.6 (S-S-K~ sli¢nost). Dva trokuta su slicna ako su im dva para stranica
proporcionalna, a kutovi nasuprot veéim stranicama sukladni.

Dokaz. Neka su AABC i AA'B'C’ takvidaje & = Sia=0a,uza>c

Ako je ¢ = ¢, tada je AABC = AA'B'C’ prema S-S-K~ teoremu. Neka je ¢ < ¢ (inace
zamijenimo AABC' i AA'B'C").

Neka je D tocka na stranici AB takva da je |[AD| = ¢, a E tocka na stranici AC takva
daje DE || BC.

Zbog jednakosti odgovarajuc¢ih kutova uz transverzalu paralelnih pravaca, <ADE = 3

i <AED = ~. Prema Talesovom teoremu o proporcionalnosti je % = %. Stoga je
BC|-|AD et
|DE| — ’ ’ | ’ — a-c — CL,.
|AB| c

Sada je AADE = NA'B'C" po S-S-K~ teoremu, jer je |AD| =, |DE| =d' 1 <DAFE =
o/ Slijedi |AE| = ¥/, <ADE = <A'B'C" tj. = ' i <AED = <A'C'B' tj. v = .

: .ol _jag b ¢
Prema Talesovom teoremu o proporcionalnosti je 4B = 4Dl [ = Il
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/ / /
Neka je ANA'B'C' ~ AABC ' te neka je ¢ v - k, keR*.
a c

Tada je 0o(A'B'C')=d +b +c =ka+kb+kc=k(a+b+c)=k-o(ABC).

c

a ]
A’ D’ B’

Neka je v duljina visine na AB te neka je D noziste te visine. Neka je v duljina visine
na A’B’ te neka je D' noziste te visine. Kako je o/ = o, to je AA'D'C’ ~ AADC prema
K-K-K teoremu. Slijedi ¥ = & =k, pa je

1 /

PABICY) = 30 = %(k;c)(m) _ 2. %cv — }2. P(ABC).

Tako smo vidjeli kako se odnose opsezi i povrsine slicnih trokuta.
Teorem 4.7 (Euklidov teorem). (a) Visina na hipotenuzu pravokutnog trokuta je
geometrigska sredina njenih odsjecaka na hipotenuzi.

(b) Kateta pravokutnog trokuta je geometrijska sredina hipotenuze i svoje ortogonalne
projekcije na hipotenuzu.

Dokaz. Neka je D noziste visine iz vrha C' na hipotenuzu. Neka je v = |CD|, p = |AD|,
q = |DB|. Uocimo da je <DCB = <CAB = «a i <ACD = <ABC = 3 (siljasti kutovi
s okomitim kracima).

(a) Prema K-K-K teoremu, AADC ~ ACDB, pa je % {ng.

|
odnosno v = ,/pq.

(b) Prema K-K-K teoremu, AADC ~ ANACB, pa je % = ‘lA—g. Odatle je £ = IE’ i

konacno b = /cp. Analogno iz ACDB ~ AACB slijedi ¢ = £ odnosno a = /cq.

I
w2
—_

Hawid
@
o
=

[hS]

I

e

]
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Uocimo da iz (b) slijedi Pitagorin teorem:
Neka je AABC pravokutan s katetama a i b i hipotenuzom c. Neka su ¢ i p redom
ortogonalne projekcije kateta a i b na hipotenuzu. Tada je

a?+ b =cqg+ep=clp+q)=c-c=c

Lema 4.8. Ako su X i Y tocke na duZini AB sa svojstvom IAX] M, tada se tocke

, : |BX| — |BY|
X 1Y podudaraju.

[AX] _ JAY| q::3; AB|-|IBX| _ |AB|-|BY] (o |AB| __ |AB] _
Dokaz. 1z Bx = BV slijedi ExT = mv o bale Bx = B Dakle, |BX| =
|BY|, pa se X i Y podudaraju. m

Teorem 4.9. Srediste S opisane kruznice, teziste T' i ortocentar H svakog trokuta su
kolinearne tocke, tj. leZe na jednom pravcu. Nadalje, |TH| = 2|TS].

Pravac iz teorema 4.9 naziva se Eulerov pravac tog trokuta.

Dokaz. Neka je u trokutu ABC' tocka A; poloviste stranice BC, a B, poloviste stra-
nice AC. Tada je A;B; srednjica trokuta ABC, pa su pravci A;B; i AB paralelni i
|A1By| = %|AB|.

Kako je pravac AH okomit na BC'i A1 S okomit na BC, to su pravci AH i A1 S paralelni.
Takoder, pravac BH je okomit na AC' i B1S je okomit na AC, pa su i pravci BH i B1S
paralelni. Dakle, odgovarajuce stranice u trokutima ABH i A;B1S su paralelne.

Stoga su siljasti kutovi ZHAB i ZSA;B; s paralelnim kracima medusobno sukladni,
kao i ZABH i A1B;S. Sada K-K-K teorem o slicnosti povlaci da su trokuti ABH i
|AH | _ |AB| _5
|A1S|  |A1 By ’

Neka je tocka T7 presjek pravaca HS i AA;. Kako su pravci AH i A;S paralelni, a tocke
A, Ay i Ty odnosno H, S i T} kolinearne, to su trokuti AHT; i A;ST; sliéni prema

. .. |ATy|  |AH]
K-K-K teoremu. Slijedi = = 2.
AT T 1A

A1 B S slicni, pa vrijedi
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Medutim, duzina AA; je tezisnica trokuta ABC' i za teziste T tog trokuta vrijedi

|AT)| . |ATY |AT)| o . .
——— = 2. Sada iz = zbog leme 4.8 slijedi da se T} i T podudaraju.
AT AT AT T J L PR
Dakle, T lezi na pravcu HS odnosno tocke T, H, S su kolinearne. Kako je AAHT ~
C|TH|  |AT|
NAST, t = =2.P t , |[TH| =2|TS|. ]
1 o je TS| ~ AT rema tome, |TH | TS|

Teorem 4.10 (Cevin teorem). Neka su A, By, Cy tocke na stranicama BC, CA,
AB trokuta ABC', redom. Pravci AA;, BBy, CC} prolaze jednom tockom ako i samo
ako vrijedi

AC/| |BAY CBY|
CB TAC] BiAl T

Dokaz. =: Neka se pravci AA;, BBy, CC; sijeku u tocki O.

Vrhom C' povucemo paralelu s AB. Neka je D sjeciste te paralele s BBy, a E njeno
sjeciste s AA;.

Prema K-K-K teoremu je

ACDB; ~ AABB;, pa je gi: — Eg”,
AECA; ~ ANABA;, pa je :i:‘g" = :é?'
ANOAC, ~ ANOEC, pa je ||g%|| = ||%g|l,
ACDO ~ AC1BO, pa je ]’g’f;] = \‘CCHOO‘\

Slijedi
CB.| |BA 14| |CD| _|cD| 14B| |C0| O]
|B1A|  |AC| |[CE| |CiB| |AB| |CE| |CO| |[CiO]

i nakon krac¢enja konacno

AC/ |BA| CB
GBI 14C] [BiA]
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<: Obratno, neka je

ACH |BA| CB |

CiB| |AC [BiA]

A C, C, B

Neka je sa O oznacen presjek pravaca AA; i BB, a sa Cy presjek pravaca CO i AB.
Prema ve¢ dokazanom, vrijedi

|AC,| |BA| [CB]

CB] TAC] 1Bl
Dakle,
|ACL| [BA| |CBi| _ |AGy| [BA)| |CB]
(C\B] |AC| [BiA] - |CoB| [AC] |BiA]
pa je
|ACY|  |AG|
[BCi|  |BCy|

Kako tocke C; i Cy leze na duzini AB, to lema 4.8 povlaci da se one podudaraju. Stoga
i pravac C'C'} prolazi tockom O. m

Teorem 4.11 (Menelajev teorer& Neka su tocke By i Cy na stranicama AC i AB,
a tocka Ay na produzetku stranice BC, trokuta ABC. Tocke Ay, By, Ci su kolinearne
ako 1 samo ako vrijedi

ACY |BAY |0BY| _
|CiB| [AC| [BiA]

Dokaz. =: Neka su tocke Ay, By, C kolinearne te neka je p pravac na kojem leze. Neka
su Ay, By, Cy tocke na pravcu p sa svojstvom da su pravci AAg, BBy, CCy okomiti na

p.

Prema K-K-K teoremu,

AAC Ay ~ ABC, B _
Cidy 1 Bo, pa je |C1B| ~ |BB,|’
Nte): N rele

ACCyB; ~ AAAB —
051 0L PRIC B AT T A4
. |BA)|  |BB|
ABA,By ~ ACA,C, — .
=0 10, pa Je |A,C| — |CCy|
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Odavde slijedi
|ACy| |CBy| |BAi| _ [Ado| |CCy| |BB

(GBIl [BiA] |ACl BBy |AAo| |CCy

odnosno
AC) [CBi| |BA|
1Bl [BiAl [AC
<: Neka je
AC)| |BA |CBY|

[CiB] |AC] |BiA]

A

B C

Sa S oznacimo tocku presjeka pravaca A; B, i AB. Prema ve¢ dokazanom je

48| |BA [CBY|
5B [ACl [BiAl

Dakle,
|AC | . |BA| . |CBy|  |AS] . |BA| . |C'B|
(C\B A [BiA] - [SB] |AC| [BiA]
pa je
[AS] _ |ACH]
[SB|  |C\B|’

Kako su C; i S tocke na duzini AB, iz leme 4.8 slijedi C; = S, dakle tocke Ay, By i C;

su kolinearne.
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Poglavlje 5

Teoremi o kruznici

Teorem 5.1 (Talesov teorem o kutu nad promjerom kruznice). Ako je AB
promger kruznice, a C' bilo koja tocka kruznice razlicita od A i B, tada je <ACB pravi.

Dokaz. Neka je O srediste kruznice promjera AB. Neka je <CAB = o, <ABC = 3 i
<ACB = ~. Kako je AAOC jednakokracan s osnovicom AC, to je <ACO = a, a kako
je ABOC jednakokracan s osnovicom BC, to je <BCO = (. Slijedi v = <ACB =
JACO + <OCB = a + (. Konacno, iz o +  + v = 180° slijedi 2y = 180° i konaé¢no
v =90°. O

Kut kojemu je vrh srediste O kruznice k zovemo sredisnji kut kruznice k. Krakovi a i
b nekog sredisnjeg kuta <taOb kruznice k sijeku kruznicu k£ u dvije tocke A i B. Presjek
kruznice k i <aOb naziva se kruzni luk. Cesto kazemo da je <aOb (odnosno <AOB)

sredisnji kut nad lukom AB.
Konveksni kut kojemu vrh 7' lezi na kruznici k i ¢iji krakovi sijeku kruznicu k& u dvije

tocke A i B zovemo obodni kut kruznice k. Cesto kazemo da je <AT B obodni kut
nad lukom AB.

Sada Talesov teorem o kutu nad promjerom kruznice mozemo izrec¢i i ovako: Obodni
kut nad promjerom kruznice je pravi. Drugim rijecima, sredisnji kut nad promjerom
kruznice je dvostruko vec¢i od obodnog kuta nad tim promjerom.
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Sada ¢emo poop¢iti Talesov teorem o kutu nad promjerom kruznice:

Teorem 5.2. Sredisngi kut nad nekim lukom jednak je dvostrukom obodnom kutu nad
tim istim lukom.

Dokaz. Neka je AB luk kruznice, a <AT B obodni kut nad tim lukom. Razlikovat ¢emo
tri slucaja.

1° Krak T'B kuta <AT' B prolazi sredistem O kruznice.

Sa « oznac¢imo <ATB. Kako je trokut AOT jednakokracan s osnovicom AT, to je i
T AO = «. Obzirom da je <AOB vanjski kut trokuta AOT, to je <AOB = 2a. Dakle,
<JAOB = 2<ATB.

2° Srediste O je unutar kuta <AT B.
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Neka je C' drugo sjeciste pravca T'O i kruznice k. Tada je <AT'C' obodni kut nad ZE,
a <CTB obodni kut nad C'B. Prema ve¢ dokazanom je <AOC = 2<ATC i analogno
<COB = 2<«CTB. Zbrajanjem dobijemo <AOB = 2<ATB.

3° Srediste O je izvan kuta <ATB.

Neka je C' drugo sjeciste pravca T'O i kruznice k. Tada je <COA obodni kut nad 52,
a <COB obodni kut nad C'B. Prema ve¢ dokazanom je <COA = 2<CTA i analogno
<COB = 2<CTB. Oduzimanjem dobijemo <AOB = 2<ATB. m

Prema ovom teoremu, obodni kutovi nad istim lukom su sukladni.

Nadalje, iz teorema 5.2 izravno slijedi i obrat teorema 5.1.

Posebno, kruznica opisana pravokutnom trokutu ima srediste u polovistu hipotenuze, a
polumjer joj je jednak polovini duljine hipotenuze.

Odredimo vezu povrsine trokuta, duljina njegovih stranica i polumjera opisane mu
kruznice.

Neka je ABC' trokut ¢ije stranice imaju duljine a, b, c. Neka je P njegova povrsina, a R
polumjer njegove opisane kruznice.

Neka je N noziste visine trokuta ABC' iz vrha C. Neka je S srediste kruznice opisane
trokutu ABC' te neka je D druga tocka u kojoj pravac C'S sijec¢e tu kruznicu.
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Tada je prema Talesovom teoremu (teorem 5.1) <CBD = 90°.

Uz to je i <BAC = <BDC (obodni kutovi nad BC), pa je AANC ~ ADBC prema
K-K-K teoremu o sliénosti.

.. .. [CN| JAC] |CN| b , ab
lijedi —omt = 21 = N=2.
Slijedi BC| 0D odnosno g Paje |C'N| SR
Konacno,

1 1 ab  abc
P=_|AB|-|ON| = ¢ 2 = 2£
R ABIIENT =5 08 = 1R

Tangencijalni cetverokut je ¢etverokut kome se moze upisati kruznica.

Kvadrat je tangencijalni cetverokut. Kruznica upisana kvadratu ima srediste u sjecistu
dijagonala kvadrata, a polumjer joj je jednak polovini duljine stranice kvadrata.

Teorem 5.3. Zbroj duljina dviju nasuprotnih stranica tangencijalnog cetverokuta jednak
je zbroju duljina drugih dviju stranica tog cetverokuta.

Dokaz. Prema S-S-K> teoremu je AAEO = AAHO (AO im je zajednicka stranica,
|OE| = |OH|, <AEO = <AHO = 90°). Slijedi |AE| = |AH|.

Analogno je |BE| = |BF|, |CF| = |CG|, |DG| = |DH|.
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Konacno,

|AB|+|CD| = (JAE|+ |BE|)+ (|CG|+ |DG|)
= ([AH[+[BF|) + (|CF|+ |DH])

(IAH| + [DH]) + (|BF| + [CF])
= |AD|+|BC|.

Tetivni cetverokut je cetverokut kome se moze opisati kruznica.

Pravokutnik je tetivni ¢etverokut. Kruznica opisana pravokutniku ima srediste u sjecistu
njegovih dijagonala, a polumjer joj je jednak polovini duljine dijagonale.

Teorem 5.4. Zbroj dvaju nasuprotnih kutova tetivnog cetverokuta je 180°.

Dokaz. Uocimo sukladnost sljede¢ih obodnih kutova nad istim lukom: <DAC = <DBC,
<CAB = <CDB, <ACD = <ABD, <ACB = <ADB. Unutarnje kutove cetverokuta
kod vrhova A, B, C, D oznacimo redom s «, 3, v, 0. Vrijedi:

a+vy = (<«DAC+ <CAB)+ («ACD + <ACB)
= («DBC +<CDB) + (<ABD + <ADB)
= (<ABD + <DBC) + (<ADB +<CDB) = 3 +6.

Kako je a+ 8+ v+ § = 360°, to mora biti o+~ = 180° 1 g+ 6 = 180°. O

Teorem 5.5 (Ptolomejev teorem). Umnozak duljina dijagonala tetivnog éetverokuta
jednak je zbroju ummnoZaka duljina nasuprotnih stranica cetverokuta.

Dokaz. Pretpostavimo da je <BDC < <ADB (inace zamijenimo vrhove A i C).

Neka je E tocka na stranici AC takva da je <JADE = <BDC. Kako je uz to jos i
<CAD = <CBD (obodni kutovi nad lukom CD), to su trokuti AED i BC'D sli¢ni
prema K-K-K teoremu o sli¢nosti.
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|AE|  |AD|

Sliiod _
Bl T 1BD)

1 stoga
|AD| - |BC| = |AE|-|BD|. (5.1)
Uoc¢imo da je
<CDE = <BDC + <EDB = <ADFE + <FEDB = <ADB.

Uz to je i <DBA = <DCA (obodni kutovi nad lukom EZ), pa su trokuti BDA1CDE
|BD|  |BA| :

slicni prema K-K-K teoremu. Slijedi m = m, pa je
|AB| - |CD| =|BD|-|CE|. (5.2)
Zbrajanjem (5.1) i (5.2) dobije se
|AD|-|BC|+ |AB|-|CD| = |AE|-|BD|+ |BD|-|CE|
= |BDI|(JAE|+ |CE|) = |AC|-|BD|.

Teorem 5.6. Neka je k kruznica, a T tocka ravnine. Neka je p bilo koji pravac koji
prolazi tockom T 1 sijece kruznicu k u tockama A + B. Tada je vrijednost izraza
|TA| - |TB| konstantna, tj. ne ovisi o izboru pravca p.

Dokaz. 1° T lezi na k

Tada se jedna od tocaka A i B podudara s T, pa je ili |TA| = 0 ili |[TB| = 0. U oba
slucaja je |T'A| - |TB| = 0.

2° T je unutar k

Neka su kroz T povucena dva pravca. Neka prvi sijece k u Ai B, a drugi u C'i D.
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Kako je <ATD = <CTB (vrsni kutovi) i <CBT = <T'DA (obodni kutovi nad @),
to su trokuti AT'D i C'T'B sli¢ni prema K-K-K teoremu o sli¢nosti.

\TA] e
|TD| |TB]

Slijedi ——=— iodatle |TA|-|TB|=|TC|-|TD|.

3° T je izvan k

Ponovo, neka su kroz T' povucena dva pravca. Neka prvi sijece k u A i B, a drugi u C'i

D.

Trokuti AT'D i CT'B_imaju zajednicki kut kod vrha 7. Uz to je i <CBT = <T'DA
(obodni kutovi nad AC'), pa su ti trokuti sliéni prema K-K-K teoremu.

[TA] _|TC|

Slijed;
Y TD T T

,paje |[TA|-|TB|=|TC|-|TD|. O

Za danu tocku T' i kruznicu k definira se potencija tocke 71" obzirom na kruznicu k:

za tocku T izvan kruznice, potencija je |T'A| - |T'B],
za tocku unutar kruznice, potencija je —|TA| - |T'B].

ako je T na kruznici k, potencija je 0.
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Teorem 5.7 (Eulerov teorem). Neka je k(S, R) kruznica opisana, a k(O,r) kruznica
upisana trokutu ABC. Tada je |SO|* = R* — 2Rr.

Dokaz. Neka je D sjeciste pravca BO i kruznice opisane trokutu. Pravac BO je simetrala
kuta 3, a C'O simetrala kuta . Neka su E i F' sjecista pravca SO i kruznice opisane
trokutu. Imamo

tmb5.6

|BO|-|OD| "=" |EO| - |OF| = (R — [SO|)(R + |SO|) = R* - SO,

pa je |SO|* = R? — |BO| - |OD|.
Preostaje dokazati da je |BO| - |OD| = 2Rr.

Vrijedi <DCA = <DBA (obodni kutovi nad DA), <DBA = <DBC =

N

(DB je
simetrala kuta ), <ACO = <BCO = % (CO je simetrala kuta 7).

Sada je <DCO = <DCA + <ACO = g + %

Osim toga, <DOC je vanjski kut trokuta BC'O, pa je <DOC = <DBC + <BCO =
g + % Znaci da je <DCO = <DOC, odakle slijedi |OD| = |CD].

Neka je N noziste okomice iz O na BC. Neka je G sjeciste pravca CS i kruznice opisane
trokutu. Prema Talesovom teoremu je <C'DG = 90° i stoga <CDG = <ONB.

Uz to je i <DGC = <DBC (obodni kutovi nad 51\)), pa su prema K-K-K teoremu o
sliénosti trokuti BNO i GDC' sli¢ni.
[BO| _ [NO| |BO| &

Slijedi —— odnosno o U)—C|

|GC|  |DC| , pa je konacno

|BO| - |OD| = |BO| - |CD| = 2Rr.
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Teorem 5.8. Neka su u trokutu ABC' tocke A', B', C' polovista stranica, tocke A”, B”,
C" polovista duzina AH, BH, C'H, gdje je H ortocentar, a tocke Ay, By, C7 noZista
visina. Svih devet tocaka A’, B', C', A", B", C", Ay, By, C} leZe na istoj kruznici.

C
|
|
|
|
I —— = —=XA
W 1
//TC N
s 4 J
Y \
B/ | s/ \W-\
I , \
B /
1’ \\\|/ S \
HA~ < |
| / <
\ / \\\ /
/ | = |/
| RS
2\ " -
SR /B S~
/ \\l—l - \\\
A ~__ _ -7 B
C1 C

Dokaz. Kako je A’B’ srednjica trokuta ABC, to je |[A'B'| = 1|AB| i A'B' || AB, a
kako je A”B" srednjica trokuta ABH, to je |A"B"| = $|AB| i A"B" || AB. Slijedi
|A'B'| = |A"B"| 1 A’B’' || A”B". Stoga je ¢etverokut A’'B’A”B" paralelogram, pa se
A’A” i B'B" medusobno raspolavljaju. Sa S ozna¢imo njihov presjek.

Kako je A” B’ srednjica trokuta AHC, to je A"B' || CH, paje A"B’' 1. ABistoga A"B' L
A"B". Dakle, <B'A"B" = 90°. Prema tome, ¢etverokut A’B’A”"B" je pravokutnik, pa
mu mozemo opisati kruznicu k(S, 3] A’A”[) (tu kruznicu ¢emo krace oznacavati s k).

Analogno se dokazuje i da je A'C'A”"C"” pravokutnik, pa mu mozemo opisati kruznicu
E(S, %\A’A”D. Dakle, tocke A, B', C', A", B”, C" leze na istoj kruznici k.

Kako je trokut A’A”A; pravokutan s hipotenuzom A’A”, to je kruznica opisana tom
trokutu k(S, 3|A’A”|) = k. Znaci da i A, lezi na k. Analogno se dokazuje i da By i C,
leze na k. O]

Kruznica iz teorema 5.8 oznacava se sa kg i naziva kruznica devet tocaka (Feuerba-
chova kruznica, Eulerova kruznica).

61



Poglavlje 6

Trigonometrija trokuta

Definirajmo trigonometrijske funkcije siljastih kutova pravokutnog trokuta:

) a a b
sina = —, cosa = —, tga = —, ctga = —,
c c b a

b a b a
sinfg = -, cos = —, tg B =—, ctg B =—.
c c a b

Drugim rije¢ima, u pravokutnom trokutu za Siljasti kut vrijedi:

Sinus kuta je omjer nasuprotne katete i hipotenuze.
Kosinus kuta je omjer prilezec¢e katete i hipotenuze.
Tangens kuta je omjer nasuprotne i prilezece katete.

Kotangens kuta je omjer prilezece i nasuprotne katete.

Uocéimo:

9 9 a2 b\> a2 +b: 2
sin” v + cos az(—) + (-] = = — =1,
c

SHESY
&z
=
Q
Q
O
)
Q

tga - ctga =

S e
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(T . b

sin (— —a) =sinff = - =cosa,
2 c
™ a .

cos <——a> =cos = — =sina,
2 c

tg <g—a> =tg =— =ctga,

t (W ) te =2 —t
g 9 (0% g b g

Nadalje, u pravokutnom trokutu je 0 < a < ¢ci0 < b < ¢, paje 0 < sina < 11
0<sinf <1.

[zracunajmo vrijednosti trigonometrijskih funkcija nekih siljastih kutova.

Neka je trokut ABC takav da je o = 30°, 8 = 60°, v = 90°. Produljimo stranicu BC
preko vrha C'. Neka je D tocka na tom produzetku sa svojstvom <<DAB = 60°.

Zmadi da je <DAC = 30°. Uocimo da je trokut ABD jednakostranican.

Takoder uocimo da su trokuti ABC' i ADC' sukladni prema K-S-K teoremu, pa je |CD| =
|BC| = a.
Slijedi ¢ = 2a i prema Pitagorinom teoremu b = v/c2 — a2 = a/3.

Konacno,
. . a a 1 . b av3 V3
== Ty =l T
sin30° 1 /3 1
tg 30° = = —=— tg 30° = =3.
& cos30° 3 37 “8 tg 30° V3
Nadalje,

sin 60° = cos 30° = cos 60° = sin 30° = —,

V3
2 Y

°°|§ | =

tg60° = ctg30° = V3,  ctg60° = tg30° =
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45° 45°

Neka je trokut ABC takav da je a = § = 45°, v = 90°. Tada je trokut ABC' jed-
nakokracan, pa je b = a. Nadalje, Pitagorin teorem povlaci ¢? = a? + b*> = 242, pa je
¢ = av2. Konacno,

2 2
sin45° = 2 = % = i, cos 45° = sin45° = \/—_,
c a2 2 2
in 45°
tg45° = o =1, ctg4h® = 1.
cos 45°

Neka je trokut ABC' takav da je a = 15°, 3 = 75°, v = 90°. Neka je D tocka na stranici
AC sa svojstvom <ABD = 15°.

Kako je <BDC' vanjski kut trokuta ABD, to je <BDC = 30°. Nadalje, <CBD = 60°,
pa trokut BC'D mozemo nadopuniti do jednakostrani¢nog trokuta.

Kao i ranije zaklju¢imo da je |[BD| = 2|BC| = 2a i |DC| = a/3. Kako je trokut ABD
jednakokracan, to je i |AD| = 2a.

Sada je b = |AC| = |AD| + |DC| = a(2 + /3). Pitagorin teorem povlaéi ¢? = a® + b*> =
a?(8 +4v/3) = 4a*(2 +V/3), pa je ¢ = 2a\/2 + V3 = a(v/6 + V2).

Konaéno,

a V6—v2

T a(Vo+v2) 1
b a+v3) V62

cos 15° = - = =

c a(\/é—i— \/5) 4 ’
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a 1 b
tg15° = — = =2—/3, ctg15° = — =2+ /3,
& b 2++/3 & a

V6 + 2 o e V6=V2
—_— cos 75° =sin15° = ———,
4 4

tg75° = ctg15° =2 +v/3,  ctg75° = tg15° =2 — /3.

sin 75° = cos 15° =

********* sin a

3

\ cos a 0 /1

Trigonometrijske funkcije definiraju se pomocu trigonometrijske kruznice za sve kutove,
ne samo za Siljaste. Nama su zanimljivi kutovi trokuta, dakle kutovi izmedu 0° i 180°.

Sinus pravog kuta je 1, a kosinus 0.

Sinus tupog kuta je pozitivan broj, sin @ = sin(180°—«), a kosinus tupog kuta negativan:
cosa = — cos(180° — a).

Teorem 6.1 (teorem o sinusima). Stranice trokuta odnose se kao sinusi kutova na-
suprot tih stranica, tj.
a:b:c=sina:sinf:siny.
Preciznie,
a b c

sina  sinff  sinvy

= 2R,

gdje je R polumjer trokutu opisane kruznice.
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Dokaz. Neka je k = k(S, R) kruznica opisana trokutu ABC. Neka je A’ takva da je BA’
promjer kruznice k. Tada je, prema Talesovom teoremu, <BC A’ = 90°, pa je trokut
BC A’ pravokutan.

Ako je kut <BAC siljast, onda je <BA'C = <BAC = «a (obodni kutovi nad EE’) Sada

BC
iz pravokutnog trokuta BC'A’ dobivamo sin o = ‘| T B|] = %, paje 2R = o
Ako je <BAC tupi kut, onda je <BA'C' = 180° —<BAC = 180° —« (Cetverokut ABA'C
BC
je tetivan). Zato vrijedi sina = sin(180° — a) = sin<<BA'C = ||A’B|| = %{7 pajeiu
ovom slucaju 2R = ——.
sin «
Ako je <BAC pravi kut, onda je a = 2R odnosno ponovo 2R = .a .
sin «
.. . c a b c
Analogno se dobije 2R = — i 2R = ——. Dakle, — = — = — =2R. Il
sin 3 sin 7y sina  sinf  sin7y

Teorem 6.2 (teorem o kosinusu). Ako su a, b, ¢ duljine stranica trokuta i o, 3,
njegovi kutovi, tada je
a’> =b*+c* — 2bccos

b2 = + a® — 2cacos 3,

¢ =a® + b* — 2abcos .

Dokaz. Dovoljno je dokazati prvu jednakost.

1° Neka je « siljasti kut.

[z pravokutnih trokuta ADC' i C'DB dobije se

v2 =0 -2 =a®— (c— 1)

odakle slijedi
a’ =b + & — 2cx.

x
U pravokutnom trokutu ADC' je cosa = 7 pa je x = bcos v i kona¢no a? = b? + 2 —

2bc cos av.
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2° Neka je a pravi kut.
Tada je a? = b? + ¢ = b? + ¢ — 2bccos a.

3° Neka je a tupi kut.

Iz pravokutnih trokuta ADC' i C'DB dobije se

v2 =0 -2 =da®— (c+2)
odakle je
a’ = b+ + 2ca.

U pravokutnom trokutu ADC' je cos (180° — a) = %, pa je © = bcos(180° — a) =

—bcosa i konaéno a® = b? + ¢ — 2bc cos a. O

Dakle,

b2 + 2 — a? 5 2 +a?—b? a? +b? — 2
cosq = —————, cosff= —————, cosy = ————.
2be 2ca " 2ab

Lema 6.3 (Stewartov teogn). Neka je ABC' trokut sa stranicama duljina a, b, ¢, i
neka je D tocka na stranici BC. Ako je |AD| =d, |BD| =m i |CD| = n, onda vrijedi
b*’m + c*n = (d* + mn)a.
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a®+ 2 —1?

Dokaz. Primjenom teorema o kosinusu na trokut ABC dobivamo cos 3 = 5
ac

A4+m?—d?

Y

a primjenom na trokut ABD cosf =

2cm
Redom slijedi
ad+c-0  A+mt—d?
2ac N 2cm ’
m(a®+c* — b)) = a(+m?—d?),

mb? + ac® — mc?,

ma(a —m) + ad? mb® + (a — m)c?,

(mn+d*a = mb*>+ nc’.

ma® — m2a + ad?

]

Propozicija 6.4. Ako su a, b, ¢ duljine stranica trokuta, at,, ty, t. duljine odgovarajucih
tezisnica, tada je

1

ta: §V2b2+2C2—(l2,
1

t, = 5\/ 2a% + 2¢% — b2,
1

t. = 5\/2a2 + 202 — 2.

Dokaz. Dovoljno je dokazati prvu jednakost. U formulu iz leme 6.3 uvrstimo m =n = §

id=t,:
a
p2. =
2
Sredivanjem dobivamo 2(b* + ¢?) = a® + 4t2, odakle slijedi tvrdnja. O
Propozicija 6.5. Ako su a, b, ¢ duljine stranica trokuta, a s., Sg, s duljine simetrala
unutarnjih kutova trokuta (preciznije, duljine odsjecaka simetrala od vrha trokuta do
sjecista s nasuprotnom stranicom), tada je

Sq =

1
b+c\/bc(a+b+c)(b+c—a),

1
a+c

1
sy—a—w\/ab(a—l—b—!—c)((zjtb—c).

S = Vac(a+b+c)(a+c—b),
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Dokaz. Dovoljno je dokazati prvu jednakost.

Prema teoremu 4.2 simetrala kuta dijeli nasuprotnu stranicu na dijelove m i n tako da
ca ab

brc ' bte

vrijedi m : n = ¢ : b, pa zbog m + n = a slijedi m =

Sada mozemo primijeniti lemu 6.3:

b
b2 ca 2 _ 2 ca ‘ a
bre b (Sa+b+c b+c
CLbC(b+C) 2 (I2bC .
Slijedi bt :a(3a+(b+0)2 i dalje
@ g O (@ N Grer-a | (bte-abteta)
(b+c)? (b+ ) (b+ c)2 b+ 0

1

te kona¢éno Sa = 5 Vbe(a+b+c)(b+c—a). 0
C
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Poglavlje 7

Preslikavanja ravnine

Sa M ozna¢imo skup svih tocaka ravnine.

Kazemo da je preslikavanje f : M — M izometrija ravnine M ako za sve tocke A i
B ravnine M vrijedi |A'B’| = |AB|, gdje je A" = f(A), B' = f(B).

Neka je p pravac koji lezi u ravnini M. Osna simetrija ravnine M obzirom na pravac
p je preslikavanje s, : M — M definirano na sljedeci nacin:

Ako tocka T lezi na pravcu p, definira se s,(7) = T.

Ako tocka T ne lezi na pravcu p, tada okomica kroz T’ na pravac p sijece p u nekoj tocki
To. Neka je T' tocka na praveu TTy, razlicita od T, takva da je |TTy| = |ToT'|. Takva
tocka 1" je jedinstvena. Definira se s,(1") = T".

Uoc¢imo da je p simetrala duzine T7".

Teorem 7.1. Osna simetrija s, : M — M je izometrija ravnine M.

Dokaz. Neka su A i B tocke u ravnini M. Stavimo A" = s,(A4), B' = s,(B). Neka je C
poloviste duzine A_A’ , a D poloviste duzine BB’. Prema S-K-S teoremu su trokuti AC'D i
A'C'D sukladni (C'D im je zajednicka stranica, |AC| = |A'C|, <ACD = <A'CD = 90°),
paje |AD| = |A'D| i <ADC = <A’'DC. Stoga je
<ADB = <CDB—-<CDA=90°—-<CDA
= 90° —<CDA' =<«B'DC —<CDA" = <A'DB'.

Uz to je i |BD| = |B'D| i |AD| = |A’D|, pa su trokuti ABD i A’B’D sukladni prema
S-K-S teoremu. Slijedi |[AB| = |A'B'|. O
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Neka je O ¢vrsta tocka ravnine M. Centralna simetrija ravnine M obzirom na tocku
O je preslikavanje sp : M — M definirano na sljedeé¢i nacin:

Najprije je so(O) = O. Ako je T tocka razlicita od O, neka je T" tocka na pravcu TO,
razlicita od T, takva da je |TO| = |OT’|. Takva tocka T" je jedinstvena. Definira se
So(T) =T

Uoc¢imo da je O poloviste duzine T7".

Teorem 7.2. Centralna simetrija so : M — M je izometrija ravnine M.

Dokaz. Neka su A i B tocke ravnine M te neka je A’ = so(A), B' = so(B). Kako je
<JAOB = <A'OB', |[AO| = |A'O| i |BO| = |B'O], trokuti AOB i A’OB’ su sukladni
prema S-K-S teoremu. Slijedi |[AB| = |A'B|. O

Rotacija ravnine M oko cvrste tocke O (sredista rotacije) za kut a (kut rotacije) u
pozitivnom smjeru je preslikavanje r : M — M definirano na sljede¢i nacin:

Tl

Najprije je r(O) = O. Ako je T tocka razlicita od O, neka je k = k(O, |OT|). Neka
je T" tocka na kruznici k takva da luku 777, kojim se od T do T" dolazi gibanjem u

pozitivnom smjeru, pripada sredisnji kut «. Takva tocka T” je jedinstvena. Definira se
r(T)="T".

Uocimo da je |OT"| = |OT.
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Teorem 7.3. Rotacija r : M — M je izometrija ravnine M.
Dokaz. Neka je O srediste, a a kut rotacije. Neka su A i B tocke u ravnini M te neka
je A =r(A), B' =r(B). Ako tocka B lezi unutar kuta <AOA’, imamo

JAOB = <AOA —<A'OB =a—<A'OB
= <gBOB —<A'OB =<AOB'.

Uz to jei |OA| = |OA'| i |OB| = |OB'|. Stoga su, prema S-K-S teoremu, trokuti AOB
i AOB’ sukladni. Slijedi |AB| = |A'B/|.

Sliéno se tvrdnja pokaze i u drugom slucaju. O]

tocka A, a kraj tocka B je AB. Usmjerene duZzine su predstavnici vektora'.

—_—
Neka su P, Q) dvije tocke u ravnini M, i neka je @ vektor s predstavnikom P().

Za svaku tocku T iz M postoji jedinstvena tocka T’ takva da je TPQT’ paralelo-
gram. Translacija ravnine M za vektor @ je preslikavanje t; : M — M definirano sa
ta(T) =1T".

Vige o vektorima studenti ¢e nauéiti na kolegiju Analiticka geometrija.
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Teorem 7.4. Translacija tz : M — M je izometrija ravnine M.

Dokaz. Nekasu Ai B dvije tocke i A, B’ njihove slike pri translaciji t;. Tada su APQA’
i BPQB' paralelogrami, pa je |[AA'| = |PQ|, AA' | PQ i |BB'| = |PQ|, BB’ || PQ.
Stoga je |[AA| = |[BB'| i AA" | BB, pa je i ¢etverokut ABB’'A’ paralelogram, a odatle
slijedi |AB| = |A'B'|. O

Neka je O ¢vrsta tocka ravnine M i k € R\ {0}. Za tocku T" iz M neka je 7" tocka na
pravcu OT takva da vrijedi |OT"| = |k| - |OT| i

(i) za k >0, tocke T i T" leze s iste strane tocke O,

(i) za k <0, tocke T i T" leze sa suprotnih strana tocke O.

Homotetija je preslikavanje h : M — M definirano s h(T) = T".

Jasno je da je h(O) = O za svaki k. Tocka O se naziva srediste homotetije, a broj k # 0
koeficijent homotetije.

Teorem 7.5. Neka je h : M — M homotetija, i neka je A’ = h(A), B' = h(B). Tada
vrijedi |A'B'| = |k| - |AB].

Dokaz. Trokuti AOB i A'OB’ su sliéni po teoremu 4.5 jer je |OA'| : |OA| = |OB'| :
|OB| = |k|, a kut pri vrhu O zajednicki. Zato jei |A’B'|: |AB| = |k|. O
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Posebno, homotetija je izometrija ako i samo ako je |k| = 1.
Ako je k = 1, homotetija je identiteta.

Ako je k = —1, tada je |OT"| = |OT|, a tocke T'i T" se nalaze sa suprotnih strana tocke
O, tj. T i T' su centralno simetricne obzirom na tocku O. Dakle, centralna simetrija
ravnine obzirom na tocku O je homotetija ravnine sa sredistem u O i koeficijentom

k=-1.

Preslikavanje f : M — M nazivamo preslikavanje slicnosti ako postoji realan broj
s > 0 takav da za sve Ai B iz M vrijedi |A'B’| = s|AB|, gdje je A’ = f(A), B’ = f(B).

Jasno, svaka izometrija je preslikavanje slicnosti (s = 1).

Svaka homotetija s koeficijentom k je preslikavanje sli¢nosti s koeficijentom s = |k.

Neka je O neka cvrsta tocka ravnine M te neka je R pozitivan broj. Preslikavanje
Io : M\ {0} — M\ {0} koje T + T’ zove se inverzija sa sredistem O i polumjerom R
ako su tocke O, T' i T kolinearne, T'i T” s iste strane tocke O i ako je |OT|-|OT'| = R%.

Pokazimo kako se konstruira 7" = Io(T).

1° T unutar kruznice inverzije k = k(O, R)

Povucemo okomicu iz T na OT. Neka je D jedno od sjecista te okomice s k. U tocki D
povucemo tangentu ¢ na k. Neka je T” presjek te tangente s OT.

Kako je <OTD = <ODT’ =90° i <DOT = <T'OD, to su trokuti OT'D i ODT" sli¢ni

or oD
prema K-K-K teoremu o sli¢cnosti. Slijedi 1011 _ 0D i kona¢no |OT| - |OT'| = R*.

|OD| — |OT|

2° T lezi na kruznici inverzije k = k(O, R)
Dovoljno je definirati 7" = T.
3° T izvan kruznice inverzije k = k(O, R)

Povucemo tangentu ¢ iz T' na k. Neka je D diraliste tangente i kruznice. Iz D povucemo
okomicu na OT'. Neka je T" presjek te okomice s OT.
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Kako je <OT'D = <ODT = 90° i <DOT" = <TOD, to su trokuti OT'D i ODT sli¢ni

oT’ OD
prema K-K-K teoremu o slicnosti. Slijedi |oT] _ 10D i konacno |OT| - |OT'| = R2.

|OD| — |OT|

Ocigledno inverzija nutrinu kruznice k preslikava u njenu vanjstinu i obratno.
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