Elementarna matematika 1

Vjezbe 12



Kratnost nultocke



Neka je fe C[x] i ke Ny. Za a € C kaZemo da je k-struka
nultocka (ili nultocka kratnosti k) polinoma f ako je f djeljiv
polinomom (x- a)*¥, ali nije djeljiv polinomom (x— a)***.



Odredite kratnost nultocke a = 2 polinoma

f) =20 —5x +7x% - 2% +4x-8.



Neka je fe C[x], degf = 1. Tada postoji a € C takav da je f(a) =0,
tj. a je nultocka polinoma f.

Svaki polinom f € C[x] stupnja n= 1 se moZe na jedinstven
nacdin zapisati kao produkt n polinoma prvog stupnja.
Preciznije, ako je a, € C vode¢i koeficijent od f, onda postoje
a1,q;...,a,€C takvi da je

f) =ap(x—a))(x—az) - (x—ay), VxeC.



Iz prethodnog korolara slijedi da se svaki polinom f € C[x]
stupnja n =1 moZe zapisati u obliku

f) = anx—a)bx-ank - (x—ay*,

pri éemu su ay,..., @ € C medusobno razli¢ite nultocke
polinoma f s kratnostima ki, ..., kp, te vrijedi X/ ki =n.



Nadalje, svaki polinom f € R[x] se moZe zapisati u obliku
FO) = an(x—an® - (x—a)® (2 + fraty) - (& + frxtya)",

gdjesu ay,..., a5 B1,..., Bt Y1,..., Vi €R, te vrijedi
225:1 I’i+zjs.:1 kj =n.



(1) Svaki polinom f € C[x] stupnja n =1 ima to¢no n nultocaka,
pri ¢emu svaku nulto¢ku brojimo onoliko puta kolika joj je
kratnost.

(2) Ako se polinomi f, g € C[x] stupnja najvise n podudaraju u
barem n+1 tocaka, ondaje f=g.



Derivacija polinoma



Neka je f € Clx, f(x) = apx" + ap_1x" ' +--- + ap. Derivaciju
polinoma f definiramo kao polinom f’ € C[x] dan s

2

(0 :=nax™ +(n-1ap 1 X2+ +2mx+ay.

Takoder, induktivno moZemo definirati n-tu derivaciju
polinoma: f =7, f@ = " itd., op¢enito

fY ="y, vneN.



Za f,geClx] te a, p € C vrijedi
(D) (af(x)+pgx) = af' (x) + fg' (x),
2 (f'x=f(xgx+fxg'(x),
B) (fog =1 (gx)-g'x.

Ako je a € C nultocka kratnosti k = 2 polinoma f € C[x], onda je
a nultocka kratnosti k-1 polinoma f’.




Zadatak 10. DokazZite da polinom x" — 1 nema viSestrukih
nultocaka.



Zadatak 11. Odredite nuZne i dovoljne uvjete na koeficijente
polinoma
p)=ax’ +bx*+ o +d’ +ex+f

da bi on bio djeljiv polinomom g(x) = x® —3x% +3x - 1.



Zadatak 12. Odredite koeficijente ai b polinoma
fO=x*+ax®-2x>+b

tako da bude djeljiv polinomom (x - 2)2.



Zadatak 13. Odredite ostatak pri dijeljenju polinoma
f)=x1-x0 41

polinomom g(x) = B-2x+1.



Zadatak 14. Dokazite da je za svaki n € N polinom
F) =" nx™ + px -1
djeljiv polinomom

g(x):xg—xz—x+1.



Zadatak 15. Odredite sve polinome f € R[x] koji zadovoljavaju

x+Dfx)=x>+1, VxeR.



Zadatak 16. Odredite sve polinome f € R[x] koji zadovoljavaju

f2-3)=xf(x-1), VxeR. (%)



Cjelobrojne i racionalne
nultocke



Neka je f polinom s cjelobrojnim koeficijentima koji ima
racionalnu nulto¢ku a = g €Q, M(p,q) = 1. Tada p dijeli slobodni
koeficijent, a g vode¢i koeficijent polinoma f.

Ako polinom f € Z[x] ima cjelobrojnu nultocku «, tada iz
prethodnog teorema slijedi da a dijeli slobodni koeficijent od f.



Zadatak 17. Odredite nultocke polinoma

f) =x*—2x3 5% +4x+6.



Zadatak 18. Odredite nultoc¢ke polinoma

f) =2x° —x* —6x+3.



Zadatak 19. Odredite koeficijente ai b polinoma
fO=x*+x°-18x*+ax+b

ako je poznato da on ima trostruku cjelobrojnu nultocku.



Zadatak 20. Nadite polinom s cjelobrojnim koeficijentima
kojemu je nultocka broj & = v2 + V/3.
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