Elementarna matematika 2

Vjezbe

1 Planimetrija

1.1 Izometrije ravnine

Planimetrija je podrucje geometrije koje se bavi proucavanjem geometrijskih likova u ravnini i
njihovih odnosa. Na ovom kolegiju ¢emo se baviti euklidskom geometrijom. Podsjetimo se pet
Euklidovih aksioma:

1. Dvije tocke odreduju segment pravca (duzinu).
2. Duzinu je moguce produziti u beskonacnost (na oba njena kraja, ¢ime se dobiva pravac).

3. Zadani segment pravca definira kruznicu (jedan kraj segmenta je srediste, a duljina seg-
menta je polumjer).

4. Svi pravi kutovi su jednaki (kongruentni).

5. Ako pravac sijeCe dva pravca tako da je zbroj kutova s iste strane manji od dva prava
kuta, onda se ta dva pravca (ako se dovoljno produze) sijeku.

Peti aksiom je klju¢an da bismo se bavili euklidskom geometrijom. Preciznije, u 19. stolje¢u
je pokazano da je peti aksiom nezavisan od ostalih te je moguce izgraditi teoriju geometrije u
kojoj peti aksiom ne vrijedi. Takve geometrije nazivamo neeuklidske. Moze se pokazati da su
i takve geometrije konzistentne, to jest ne sadrze kontradikcije.

Napomena 1.1. Peti aksiom je ekvivalentan sa sljede¢im aksiomom:
5.7 Za dani pravac 1 tocku koja nije na njemu, postoji tocno jedan pravac kroz danu tocku
koji je paralelan s danim pravcem.

Definicija 1.2. Neka je M FEuklidska ravnina. Udaljenost d : M x M — R je funkcija koja
zadovoljava sljedeca svojstva:

1. d(A,B) = 0, za sve tocke A i B,

d(A, B) = 0 ako i samo ako je A = B,
d(A, B) = d(B, A), za sve tocke A i B,
d(A,

C) <d(A,B) +d(B,C), za sve tocke A, B i C.
Definicija 1.3. Izometrija f : M — M je funkcija koja je bigekcija i za koju vrijedi:

d(f(A), f(B)) =d(A, B), za sve tocke A i B.



Primjer 1.4. MozZe se pokazati da se svaka izometrija ravnine M moZe dobiti kao kompozicija
sljedecih pet izometriga. Navest éemo 1 njthove inverze iz Cega zakljucujemo da su navedene
funkcije bijekcije. Ilustracije uz funkcije daju ideju kako pokazati da se radi o izometrijama.

1. Identiteta: id : M — M, id(T) =T, za svaku tocku T € M. id~! = id

2. Translacija za vektor a: tz: M — M, tz(T) =T, gdje je TT = a. th=ta

3. Centralna simetrija obzirom na tocku O: so : M — M, so(T) = T', gdje je O
poloviste duzine TT'. sg' = so

4. Osna simetrija obzirom na pravac p: s, : M — M,s,(T) =T tako da
p p

(a) T =T, ako je T € p,
(b) TT' Lpi|TTy| = |ToT'| za Ty =pnTT'.

-1 _
Sy = Sp

5. Rotacija oko tocke O za kut a: roo: M — M, r0(T) =T tako da je |OT| = |OT"|
1 XTOT" = . Za pozitivan kut podrazumijevamo rotaciju u smjeru suprotnom od kazaljke
na satu. T(S,la =T0,-a



DZ 1.1. Dokazite da je kompozicija dvije izometrije takoder izometrija. DokaZite da je inverzno
preslikavanje izometrije takoder izometrija.

Zadatak 1.5. Dani su pravci p,q ir takvi da je q || v, p L q i tocke A€ q, Be€p, Cer takve
da d(B,q) = d(B,r). Odredite sliku trokuta ANABC' pri izometriji f = S, 0 540 5.

Rjesenje. Uvedimo sljedec¢e oznake:
Sp A, B,C — A/,B/,Cl, Sq A,,B/7C/ . A”,B”,C”, Sp : A”,B”,C” N A”/,B/”,C”/.

Tada je rjeSenje prikazano na sljedecoj slici:

® >

]

Zadatak 1.6. Sto je kompozicija translacija tz o t;? Rotacija roq orop? Simetrija s, o s,?

Rjesenje. Kompozicija translacija tz o t; je ponovno translacija za vektor @ + b.



ST

=
a+b
-
.
b

Kompozicija rotacija ro  © 70, je rotacija za kut a + 3.

.
.
O T
(@]

Posebno, uoc¢imo da su obje kompozicije komutativne. Kompozicija osnih simetrija opéenito
nije osna simetrija. Kao $to vidimo na slici, ako se pravci p i ¢ sijeku, kompozicija s, o s, je
rotacija oko njihovog sjecista O za kut £TOs, o s,(T).

Uoc¢imo da sljedeéi rac¢un pokazuje da kompozicija osnih simetrija opéenito nije komutativna.
(sp 0 5¢)(T) = 1020+ (T) \ ©5p, 054
T = (sq 0 5p)(ro2(a+8)(T))
r0,~2(a+8)(T) = (84 0 8p)(T)
O

DZ 1.2. Pokazite da tvrdnja o kompoziciji osnih simetrija vrijedi © kada su tocka T te pravci p
1 q u razlicitim pozicijama. Odredite cemu je kompozicija jednaka kada su pravci p i q paralelni.
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1.2 Sukladnost trokuta

Definicija 1.7. KaZemo da su trokuti NABC i ANA'B'C’ sukladni ako postoji izometrija [ tako
da vrijedi f(AABC) = ANA'B'C’. FEkvivalentno, trokuti AABC i ANA'B'C" su sukladni ako se

podudaraju u sve tri stranice i sva tri kuta, to jest
|AB| = |A'B'|, |AC| = |A'C"], |BC| = [B'C"],
ABAC = AB'A'C'", ABC = X A'B'C'", ABCA = AB'C'A".
Oznaka za sukladnost: NABC ~ NA'B'C'.
Teorem 1.8. (Sukladnost trokuta)
1. SKS Dwva trokuta su sukladna ako su im sukladne dvije stranice i kut medu njima.
KSK Dva trokuta su sukladna ako su im sukladni jedna stranica © dva kuta uz tu stranicu.

SSS Duva trokuta su sukladna ako su im sukladne sve tri stranice.

SSK~= Dwva trokuta su sukladna ako su im sukladne dvije stranice i kut nasuprot vece od
ngih.

Na predavanjima ¢e se Teorem 1.8 dokazati, a na vjezbama ga koristimo za rjeSavanje
zadataka.

Zadatak 1.9. Na krakovima kuta s vrhom O dane su tocke A i B tako da je |OA| = |OB].
Okomice na pripadajuée krakove u tockama A i@ B sijeku suprotni krak u tockama C i D, a
medusobno se sijeku u tocki E. Dokazite ABCE =~ NADE.

Rjesenje. Ideja je spojiti tocke O i E jer tada dobivamo sukladne trokute AAOFE i ABOE.
Naime, po SSK~ poucku vidimo da sukladnost vrijedi jer |OA| = |OB| po pretpostavci zadatka,
|OE)| je zajednicka stranica nasuprot najve¢em kutu mjere 90° = OAE = X OBE.

Iz ANAOE = ABOE slijedi |AE| = |BE|. Uoc¢imo da u trokutima AEAD i AEBC imamo
dva kuta uz stranice AE i BE istih mjera:

e XDAE = CBFE = 90°,
e XDEA = XCFEB jer su vrdni kutevi.
Dakle, ABCE ~ ANADFE po KSK poucku. O]



Zadatak 1.10. Nad stranicama BC i CD kvadrata ABCD konstruirani su jednakostranicni
trokuti ABPC' i ADCQ. DokaZite da je trokut ANAPQ jednakostranican.

Rjesenje. Pokazat ¢emo |AP| = |AQ| = |PQ|. Pokazat ¢emo da su trokuti AABP, APCQ i
AQDA sukladni.

Oznacimo s a duljinu stranice kvadrata ABC' D. Jer su trokuti ABC'P i DC(Q jednakostrani¢ni
s po jednom stranicom na kvadratu, zaklju¢ujemo da su i preostale dvije stranice duljine a.

AB| = |BP| = |PC| = |CQ| = |DQ| = |DA| = a

Uoc¢imo da je za pokazati sukladnost AABP ~ APC(Q =~ AQDA, po SKS poucku, tada
dovoljno pokazati  ABP = X PCQ = QDA. Imamo: ABP = QDA = 90° + 60° = 150°
jer su to mjere unutarnjih kuteva u kvadratu i jednakostrani¢cnom trokutu. Takoder, vrijedi:
X PCQ = 360° —2-60° — 90° = 150° pa slijedi tvrdnja zadatka. O

Zadatak 1.11. Dva okomita pravca sijeku stranice AB, BC,CD, DA kvadrata ABCD redom
u tockama E, F,G, H. DokaZite da je |EG| = |HF)|.

Rjesenje. Kako bismo pokazali da su duzine EG i HF iste duljine, smjestit ¢emo ih u dva
sukladna trokuta.

Spustimo okomice iz to¢aka G i F' na nasuprotne stranice kvadrata ABCD te nozista redom
oznac¢imo L i K. Uo¢imo da su trokuti AGLE i AF K H sukladni po KSK poucku:



e |GL| = |FK]| jer su ¢etverokuti GLBC' i FK AB pravokutnici pa su GL i FK iste duljine
kao i stranica kvadrata ABCD.

o XGLE = XFKH = 90° po definiciji to¢aka L i K.

e XLGE = X KFH jer su to kutevi s okomitim kracima EG 1. HF i GL L KF (raspisati
kuteve).

]

Zadatak 1.12. Nad stranicama AB i BC trokuta ANABC' konstruirani su prema van kvadrati
ABDFE i« BCKM. Dokazite da je duljina duZine DM dva puta veca od duljine teZisnice BP
trokuta NABC.

Rjesenje. Neka je T tocka na pravcu BP razli¢ita od B tako da |BP| = |T'P|. Vrijedi: AAPB =~
ACPT jer je |AP| = |PC| , |BP| = |PT|i £APB = AT PC (vrsni kutevi). Stoga je |T'C| =
|AB| = c.

“ ”

!.r’
L
T

Znamo da je |TC| = |BD| = ci |BC| = |BM| = a. Nadalje, posto je ¢etverokut ABCT
paralelogram, imamo TC' || AB i BD 1 AB iz ¢ega slijedi TC L BD. Sada iz TC L BD i
CB 1 BM zaklju¢ujemo i £ BC'T = XM BD preko jednakosti kuteva na okomitim pravcima.

Po SKS teoremu tada imamo da je ABCT =~ AMBD pa je |DM| = |BT| odnosno |DM |
2|BP|.

0o

Zadatak 1.13. U cetverokutu ABC'D dijagonale raspolavljaju kuteve cetverokuta. DokaZite da
je taj cetverokut romb, tj. da su sve cetiri stranice jednake duljine.

Rjesenje. 1z uvjeta zadatka znamo da je S ADB = X BDC i ABD = XCBD.



Posto trokuti ABD i BC'D imaju zajednicku stranicu BD, po KSK poucku zakljucujemo
AABD =~ ABCD. Iz toga imamo |AB| = |BC| i |AD| = |DC]|.
Analogno dobijemo AACB =~ AACD pa je |AD| = |AB|. Dakle,

|AB| = |BC| = |OD| = |DA].

Zadatak 1.14. DokaZite da je trapez kojemu su dijagonale jednake duljine jednakokracan.

Rjesenje. Znamo da je |AC| = |BD|. Treba dokazati |AD| = |BC|. Neka su M i N nozista
visina iz vrhova C'i D na AB.

Tada vrijedi |[DN| = |CM| (visina trapeza), |AC| = |BD| i £AMC = £BND = 90°. Po
SSK~ poucku je tada AAMC =~ ABND pa posebno |AM| = |BN|.
Sada je

|AN| = |AB| — |NB| = |AB| — |AM| = |BM|, |DN|=|CM|, £AND = £BMC = 90°,
pa po SKS poucku zaklju¢ujemo ANAND = ABMC'i |AD| = |BC. O

Zadatak 1.15. DokaZite da je zbroj udaljenosti bilo koje tocke unutar jednakostranicnog trokuta
do njegovih stranice konstantan 1 jednak duljini visine trokuta.



Rjesenge. (Prvo rjesenje) : Povucimo kroz T paralele sa stranicama trokuta i ozna¢imo sjecista
kao na slici.

Primjetimo da je £ B1ByT = 5 B ACY, = 60° preko jednakosti kuteva s paralelnim kracima.
Analogno se pokaze

XByBT = KT A Ay = KT A1 Ay = XTCCy = £C1CT = 60°.

Stoga su trokuti AB{T By, NA{TAs i AC,TCy jednakostrani¢ni, a T'Ag, T By i T'Cy njihove
visine. Tada imamo

V3

|T Ao| + |T'Bo| + |TCo| = > <|TA1| + |T'By| + |0102]>.

Kako su ¢etverokuti AC,T' By, BA,TCy i CBT A, paralelogrami, imamo |T'A;| = |BCs| i
|TBs| = |C1A] pa je

V3 V3
[Tul+ (78] + 7G| = % (1BCal + ) + 01l ) = 1)
Sto odgovara duljini visine trokuta AABC. O

Rjesenje. (Drugo rjesenje) : Neka je a duljina stranice, a v duljina visine jednakostrani¢nog
trokuta AABC'. Uz oznake kao u prethodnom rjesenju imamo :

P(ABC) = P(ABT) + P(BCT) + P(CAT)

a-v a-|TCy| a-|TAy| a-|TBo
2 2 * 2 * 2

Iz ¢ega slijedi |T'Ao| + | T By| + |T'Cy| = v §to smo i trebali dokazati. O
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1.3 Karakteristi¢ne tocke trokuta

Definicija 1.16. (Karakteristi¢ne tocke trokuta)

1. Ortocentar H trokuta je sjeciste visina trokuta.

2. Teziste T trokuta je sjeciste tezisnica trokuta.

Napomena 1.17. TeZiste trokuta dijeli svaku teZisnicu u omjeru 2 : 1.

3. Srediste opisane kruzZnice O trokuta je sjeciste simetrala stranica trokuta.

Napomena 1.18. Za radijus R opisane kruZnice trokuta vrijedi R = Z—II’DC, gdje je P

povrsina trokuta. Nadalje, povrsinu trokuta moZemo izracunati pomocu Heronove formule
P =/s(s—a)(s —b)(s — c), gdje je s = “2EE poluopseq trokuta.
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4. Srediste upisane kruznice I trokuta je sjeciste simetrala unutarnjih kuteva trokuta.

Napomena 1.19. Za radiyjus r upisane kruznice trokuta vrijedi r = g, gdje je P povrsina,
a s poluopseg trokuta.

Zadatak 1.20. Tocke O i S su redom sredista opisane i upisane kruznice trokuta NABC.
Izrazite kut £OBS pomocu kuteva trokuta o, 5 1 7.

Rjesenje. Kako je S srediste upisane kruznice trokuta, imamo da je B.S simetrala kuta £ ABC'.
Zato je KCBS = g

Buduéi da je O srediste opisane kruznice, imamo da su trokuti AOAB, AOBC i AOAC
jednakokrac¢ni. Iz toga slijedi da je OAB = KOBA = z, OBC = 0CB =z i 0AC =
X OCA = y. Nadalje, vrijedi sljedeci sustav jednadzbi :

Ty =7
r+z=p0
Yy+z=a.

Rjesavanjem gornjeg sustava dobijemo C'BO =z = Bﬁ% Konac¢no imamo da je

AOBS:|ACBS—ACBO|=E§;ﬂ.
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Teorem 1.21. Obodni kutevi nad istim lukom kruznice su jednaki.

AN

Zadatak 1.22. Dokazite da tocke simetricne ortocentru obzirom na stranice trokuta leZe na
opisanoj kruznici tog trokuta.

Rjesenje. Neka je H ortocentar trokuta AABC te A, B; i C redom noziSta visina iz vrha A,
B i C. Neka je tocka X drugi presjek pravca C'H i opisane kruznice trokuta AABC.

Da bi dokazali da je tocka X osnosimetri¢na slika tocke H obzirom na AB dovoljno nam je
dokazati da je | X Cy| = |HC,|.

Q
90°-p ]
X

Imamo da je X XAC| = X XAB = X XCB jer su to obodni kutevi nad istim lukom. Nadalje,
XXCOB = ACCB =90° — 5. Dakle, £ XAC| = 90° — 3.
Takoder je i KC1AH = £ BAA; =90° — f3.
Kako su trokuti AXAC; i AC;AH pravokutni i imaju zajednicku stranicu AC, prema
poucku K-S-K zaklju¢ujemo da je AXAC, =~ AHAC, iz ¢ega slijedi da je | XC1| = |HCY|.
[

Zadatak 1.23. U trokutu AABC vrijedi b = 2a i cosy = 3/4. Na stranici AC' nalazi se tocka
D i digeli je u omgjeru |AD| : |DC| = 3 : 1. Odredite omjer polumjera kruznice opisane trokutu
NABC i kruznice upisane trokutu NABD.

Rjesenje. Oznacimo |C'D| = z. Tada je |AD| = 3z odnosno |AC| = 4z i |BC| = 2.
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Iz kosinusovog poucka dobivamo

3
> =a®+b* — 2abcosy = 202? — 16x21 = 827,

iz Gega slijedi ¢ = 24/22. Racunamo radijus opisane kruznice trokuta AABC pomocu formule
R = abc/(4P). Imamo

1 1 9
P = §|AC’||BC|Sin'y = §8w2 1— 6= 22\,

pa slijedi

R 82°2v/2z _ 4\/§x
AT VT
Radijus upisane kruznice trokuta AABD ra¢unamo preko formule r = P/s. Ako sa d oznacimo
|BD| tada opet po kosinusovom poucku imamo

d* = 42% + 2% — 42% = = 222,

>~ w

pa je d = z+/2. Uoc¢imo da je Pypp = 3/4 Papc jer trokuti dijele istu visinu, a omjer osnovica
je 3/4. Tada direktnim uvrStavanjem u formulu imamo

2?72 N

r= = x.
T x/§+22x/§+3 2(1 +/2)
Trazeni omjer je tada
42
R AT 8V2(1+4?2)
=—z = .
" 2(1+v2) ¥ !

O
Definicija 1.24. Paralelogram je cetverokut koji ima dva para nasuprotnih paralelnih stranica.
Propozicija 1.25 (Karakterizacija paralelograma).
e Cetverokut je paralelogram akko su mu nasuprotne stranice jednake duljine.

o Cetverokut je paralelogram akko su mu nasuprotni kutevi jednakz.
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o Cetverokut je paralelogram akko mu se dijagonale raspolavljaju.

e Cetverokut je paralelogram ako mu za jedan par nasuprotnih stranica vrijedi da te stranice
leze na paralelnim pravcima i jednake su duljine.

Teorem 1.26 (o srednjici). Srednjica trokuta paralelna je trecoj stranici i jednaka je njenoj
polovici.

Zadatak 1.27. DokaZite da je cetverokut paralelogram akko mu se dijagonale raspolavijaju.

Rjesenje. = Pretpostavimo da je dan paralelogram ABCD.

Promotrimo trokute AABC' i AADC'. Iz teorema o paralelnim pravcima, imamo £ CAB =
KXACD i CAD = £ AC'B. Posto imaju zajednicku stranicu AC, po KSK zaklju¢ujemo
AABC = ANACD pai |AB| = |DC.

Sada promotrimo trokute AABO i AODC za koje imamo CAB = X ACD, K0DC =
KXOBA1|AB| = |DC| iz ¢ega po KSK AABO =~ AODC pa |AO| = |0C|1i|BO| = |OD|
odnosno dijagonale se raspolavljaju.

<= Ako pretpostavimo da se dijagonale raspolavljaju, po SKS poucku odmah dobijemo
AABO =~ ADOC jer su ZAOB i £COD vrsni kutevi. Iz toga imamo £OAB = £ ACD.
Pretpostavimo sada da pravci AB i DC' nisu paralelni i neka je X njihovo sjeciste. Ako
promotrimo trokut AACX dobijemo

XAXC =180° — A XAC — £ XCA = 180° — £ X AC — (180° — X X AC) = 0°,

sto nam daje kontradikciju, odnosno zaklju¢ujemo AB || DC' i analogno dobijemo BC ||
AD.
O

Zadatak 1.28. Neka je P poloviste duzine AB trokuta ANABC, te neka paralela s BC' kroz P
sijece stranicu AC u tocki (). DokaZite da je Q) poloviste stranice AC.

Rjesenje. Povucimo paralelu s duzinom AB kroz ) i s T' oznac¢imo sjeciste s duzinom BC'.
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Ideja je dokazati da su trokuti AAQP i AQCT sukladni. Primijetimo da je ¢etverokut QT BR
paralelogram pa je |QT| = |BP| = ¢/2. 1z teorema o paralelnim pravcima imamo

ACQT = ACAB. ACTQ = KCBA = £QPA,
pa po KSK poucku zaklju¢ujemo AAQP =~ ACQT i odmah |CQ| = |AQ). O

Zadatak 1.29. Neka je ABCD cetverokut te neka su K, L, M i N redom polovista njegovih
stranica. DokaZite da je K LM N paralelogram.

Rjesenje. Povucimo dijagonalu AC' Cetverokuta i primijetimo da je NM srednjica trokuta
NACD.

Isto tako je K L srednjica trokuta ABC' pa iz teorema o srednjici imamo AC' || NM i NM || AC
iz ¢ega zakljutujemo N M || K L. Analogno preko dijagonale DB dobivamo M L || N K, odnosno
cetverokut NM LK je paralelogram. O]
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Zadatak 1.30. Neka su ABCO i DEFO kvadrati sa zajednickim vrhom O u takvom poloZaju
da se AD 1 CF sijeku u O. Ako je ON wisina ACDOQO, dokaZite da pravac ON sijece duzZinu
AF u njenom polovistu.

Rjesenje. Neka su a, b stranice odgovarajué¢ih kvadrata.

E D
N
F ) \
P
A B

Promotrimo trokute AODC i AAFO. Oba trokuta imaju stranice a i b te pravi kut medu
njima. Tada po SKS pouc¢ku dobijemo AODC =~ AAFO, odnosno OAF = A£0OCD i
KXOFA = A£0DC. Ako kut £ODC oznacimo sa «, iz trokuta AODN i AOCN imamo

XPOA = ANOD = 90° —a, %FOP = £CON = 90° — £OCN = a,

iz Cega imamo OFA = A FOA =ai £AOP = X PAO = 90° — a, odnosno AAPO i AFOP
su jednakokra¢ni pa dobivamo
|FP| = |PO| = |PA]|.

O

Zadatak 1.31. Neka je ABCDEF pravilni Sesterokut sa sredistem O. Neka su M i N polovista
stranica CD i DE, a L tocka presjeka pravaca AM i BN. DokaZite

(a) P(ABL) = P(DMLN) |
(b) £ALO = OLN = 60°
(¢) KOLD = 90°

Rjesenje. (a) Neka a oznacava duljinu stranice Sesterokuta. Povucimo duzine AC i BD.
Trokuti AABC i ABDC imaju dvije stranice a i kut od 120° medu njima pa dobijemo
da su oni sukladni.
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M

Sada iz |AC| = |BD|, |MC| = |DN| = a/2 i
X ACM = 120° — 30° = 90°, £ BDN = 120° — 30° = 90°,

zakljuéujemo ABDN =~ AACM. Iz dobivenih sukladnosti moZemo primijetiti da je

P(ABCM) = P(BCDN). Nadalje

P(ABL) = P(ABCM) — P(LMCB), P(NLMD) = P(BCDN)— P(LMCB),

pa dobivamo P(ABL) = P(NLMD).

(b) Posto je KOAB = 60° 1 £ MON = 60°, duzina AM prelazi u duzinu BN pri rotaciji oko
O za 60°. Iz toga mozemo zakljuciti da je £ M LN = 60° i da je udaljenost od O do AM

i BN jednaka. Tada po SSK= dobijemo da je OL simetrala kuta £ ALN pa i

X ALO = XOLN = (180 _jMLM = 60°.

(c) Po KSK poucku mozemo dobiti da je udaljenost tocke D od pravca AM jednaka udal-
jenosti tocke C' od pravca AM. Posto rotacijom duzine AM dobivamo duZinu BN,
mozemo zakljuciti da je udaljenost tocke D od BN jednaka udaljenosti tocke C od AM
odnosno

d(D,AM) =d(C,AM), d(D,BN)=d(C,AM),

pa dobijemo da je tocka D jednako udaljena od pravaca AM i BN. Sada je kao u (b)
dijelu zadatka DL simetrala kuta X M LN iz ¢ega dobivamo XOLD = 90°.
0

Zadatak 1.32. Tocke M, N, P,Q redom su polovista stranica AB, BC,CD, DA kvadrata ABCD

Dokazite da pravei AN, BP,CQ i DM omeduju kvadrat.
Rjesenje. Oznacimo s 17, T5, T3, T, Cetverokut kojeg omeduju zadani pravei i ozna¢imo £ NAB =

Q.
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Posto imamo

IDA| = |AB|, |AM|=|BN|, #ABN = £DAM = 90°

9

po SKS poucku dobijemo sukladnost AABN ~ AADM. Tada je KADM = ai XDMA =
90 — a. Sada imamo
LATIM =180° — (90 — o) — @ = 907,

i analogno dobijemo da su ostali kutevi ¢etverokuta pravi. Nadalje, po KSK poucku dobijemo
AATlM = ANTQB = APCTg = ADT4Q,

jer svi navedeni trokuti imaju kuteve a, 90° — « i jednu stranicu a/2 gdje je a stranica pocetnog
kvadrata. Iz ovoga zaklju¢ujemo da omedeni cetverokut ima sve stranice iste, odnosno Ty 15757}
je kvadrat. O

Zadatak 1.33. DokaZite da se simetrale kuteva trokuta sijeku u jednoj tocks.

Rjesenje. OznaCimo sjeciste simetrala kuteva K BAC i X ABC sa S te dokazimo da je CS
simetrala kuta £ AC'B. Povucimo visine iz S na stranice trokuta i oznac¢imo nozista kao na
slici.

18



-
-
-
- -
-
-

|

1

\

\

1

1
s

\
1

Promotrimo AASC; i AAB;S. Imaju jednu zajednicku stranicu, . SAC; = B, AS te

LAC)S = £ABS = 90°. Po KSK poucku dobivamo sukladnost pa je |B;S| = |C.S]. Sli¢no
dobijemo |C1S| = |A1 5] iz ¢ega zaklju¢ujemo |B1S| = |A1S5)|.

Sada mozemo dobiti sukladnost trokuta ASB;C i ASA,C po SSK~ poucku iz
|CS| =105,

IB,S| = |AiS|, £SB;C = £SA,C = 90°.

O
Zadatak 1.34. Dokazite koristeci teoreme o slicnosti trokuta da teZiste trokuta dijeli teZisnicu
u omjeru 1 : 2. DokaZite zatim da tezisnice dijele trokut na Sest trokuta istih povrsina.

Rjesenje. Oznacimo polovista stranica kao na slici te povucimo duzinu P Ps.
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Posto trokuti ABP; X i ABC P, imaju jedan zajednicki kut te je £ BP,.X = x BC P, dobivamo

da su oni sli¢ni odnosno
XB| _|PX| _|BP| _1

= = = - 1

BE| ~ [CR| ~ [BC| 2 )

Nadalje,  AP,O = A P,BC + BCP, 1 P, X0 = X P,BC + £ BCP; jer su to vanjski kutevi
trokuta BP,C i ABP,X. Zajedno sa X PLOX = P,OA dobivamo AAP,O ~ AOP; X pa i

ROl [AP|
ox] ~xp| % @

odnosno

21 1 11 1
P,O| = - -|PB| = -|»B X|=-=-|RB| == |B|.

Sada lako vidimo |OB| = 2/3 |P»B|.

Primijetimo da je P(AP3T) = P(BPT) jer dijele visinu nad osnovicom jednake duljine.
Dovoljno je jos dokazati P(T'PsB) = P(TP,B). Povucimo visine iz P; i P, na stranicu OB.
Posto trokuti APsN:X 1 APy N, X imaju vrsne kuteve, jedan pravi kut te jednake stranice
|PsX| = |PX| iz KSK poucka dobivamo sukladnost. Sada znamo da doti¢ni trokuti posjeduju
visine jednake duljine nad istom osnovicom pa su i povrsine jednake. O

Zadatak 1.35. TezZisnice AA, i BBy trokuta ABC imaju duljine |AA,| = 6 i |BBy| = 9/2 i
medusobno su okomite. Izracunajte duljine stranica tog trokuta.

Rjesenje. Po teoremu o tezisnici dobivamo |T'A;| = 2, |AT| =4, |TB,| = 3/21|TB| = 3. Sada
po pitagorinom poucku imamo |AB| = 5, |AB;| = v/73/2 te |A;B| = 4/13. To znadi da su
stranice duljine 24/13, /73 1 5.

]

Zadatak 1.36. Dan je trokut AABC. Dokazite da je udaljenost ortocentra od vrha A dva puta
veca od udaljenosti sredista opisane kruznice od stranice BC'.

Rjesenje. Neka su Ay, By, Ci nozista visina iz A, B, C, a Ay, B, Cs polovista stranica.
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Sada je AO || HA; jer su oba pravca okomita na BC, BO || ByH jer su oba pravca okomita
na AC, AB || A3Bs jer je Ay B, srednjica. Stoga je

XO0AB = XByAsH, XOBA=XA;ByH, ZXAOB = XA;HDBs,.
Po teoremu KKK dobivamo AABO ~ AAyByH. Imamo

40| _ 4B _,
|AoH|  [AyBo| 7

Sto je trebalo dokazati. O]
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