Elementarna matematika 2

Rjesenja zadataka s vjezbi
Deseti tjedan

Zadatak 1. Odredite udaljenost tocke T = (2,3, 1) od pravca
zr+2 y+1 =z-4

1 2 -2

RjesSenje. Rijesit ¢emo zadatak na dva nacina, preko ortogonalne projekcije i preko determi-
nante.

Za rijeSenje preko ortogonalne projekcije, potrebno je odrediti ortogonalnu projekciju tocke
T na pravac p (sa p oznacavamo zadani pravac). Oznacimo tu projekciju sa T”, tada imamo

T | $p- Tuje s, = (1,2, —2) vektor smjera pravca p. S obzirom da 7" € p, tada postoji realni
broj a takav da 7" = (1,2, —-2) + (-2, —1,4). Tada

ITY:?LS; — TT,_Z:),'S_];:O — (I"=T)-5,=0
= (a(1727 _2) + <_2>_174) - (27371>) ’ (1727_2> =0

= 90— 18=0 = a =2

Zaklju¢ujemo da je 7" = «(1,2,-2) + (=2,—1,4) = (0,3,0). Stoga je udaljenost |’ITY_’)'| =
|(_27 0, _1)| = \/5

Za rijeSenje preko determinante, odaberimo bilo koju tocku Ty na pravcu p. Najprakticnije
nam je uzeti Ty := (—2, —1,4). Neka je P paralelogram kojem su vrhovi tocke T, T', T + s, 1
Ty + S,. Povrsinu od P moZemo izraziti na dva nacina:

P(P) = |T)T x 55| = v - |5,

gdje je v € R, visina paralelograma P nad osnovicom kojoj su krajevi tocke Ty i T + sp.
Uocimo da je d(T,p) = v. Stoga ra¢unamo

T, T xs)| 35
:|0 Xsp’: \3/7:\/5

7|

d(T, p)

Zadatak 2. Odredite udaljenost tocke T = (2,3, 1) od ravnine
3r+4z+5=0.

Rjesenje. Racunamo

~|Azo+ Byo+Cz+ D[ [3-2+0-3+4-1+5] 15
VA% + B? + (C? 32 +02+442 5

Alternativno rjesenje bi bilo odrediti ortogonalnu projekciju Ty od T na 7. Prvo izra¢unamo

a takav da je Ty = T — afi, L 7i,, gdje i, = (3,0,4) (dobijemo linearnu jednadzbu u a iz
(T — afiy) - iz = 0). Izracunamo o = 3/51 Ty = (1,15, —7)/5. Kona¢no imamo |1,7| =3. O

d(T,m) = 3.

1



Zadatak 3. Odredite jednadzbu ravnine koja sadrzi x-os i koja s ravninom x = y zatvara kut
od 60°.

Rjesenje. Neka je 7 traZena ravnina, i neka je @ = (a,b,c) vektor normale od 7. Dodatno
pretpostavimo |7i| = 1. S obzirom da je z-os sadrzana u m, te je (1,0,0) vektor smjera od z-osi,
imamo (1,0,0) L 7 = a = 0. Oznadimo z = y ravninu sa 3. O¢ito je ¥ dvodimenzionalni
potprostor od V3 razapet vektorima (1,1,0) i (0,0,1). Naime X sadrzi oba ta vektora, ta dva
su nezavisna i 3 sadrzi ishodiste. Imamo da je 7iy = (1,1,0) x (0,0,1) = (1,—1,0) vektor
normale od X.

Kljuéno je uociti da je Z(m,X) = Z(7i,7x). Stoga

—

a—b=m-fy = |i||fig| cos60° = —.

V2

Iz a = 0, zakljuéujemo b = —1/4/2. Sad iz |ii| = 1 slijedi a® + b* + Z = 1, tj. ¢ = 1/2. Za
razli¢ite izbore ¢ dobijemo da postoje dvije takve ravnine:

1 1
c=— = Tm...——=yY+—=2=0 < —|y+2=0]|
V2 1 \/§y NE)
1 1
c=——F7= = mM...——=yY——=2=0 << |y+2=0]|
V2 2 V2 V2

Zadatak 4. Odredite jednadzbu simetrala kutova koje zatvaraju pravci
r+5 y—14 z+3 r—3 y+1 z+1
-3 6 2 2 -3 6

RjesSenje. S obzirom da p i q zatvaraju kutove, oCekujemo da imaju presjek. Istovremeno
rijeSavajuci sustave

D... iq...

r=—-5-—3t r =34 2s
p...1y=14+6t q...qy=-1-3s
z=-—-3+2t z=—1+06s

dobijemo da je T := pnq = (1,2,—7). Vektor smjera simetrale kuta koji zatvaraju ta dva

pravaca je
5 So (-3,6,2) (2,-3,6) 1
=t = = + =—-(—1,3,8).
AR v ym q Y

Tocka T' se nalazi na simetrali, dakle jednadzba pravca je

r—1 y—2 z+7
l... = = :
-1 3 8

Uoc¢imo da p i g zapravo zatvaraju dva, medusobno suplementarna kuta (suma im je 180°).
Jedan nacin da dobijemo i simetralu suplementarnog kuta je da umjesto vektora smjerova
51/|51], 82/|52| promatramo §1/|51| 1 —53/|52|. Tada je vektor smjera druge simetrale

5 —5: -3,6,2 2,-3,6 1

Sy ) | ) 1500,
|51 |5%] £/49 \/49 7

Onda je jednadzba druge simetrale

ly. .. = =




Zadatak 5. Zadani su pravci

1 1 0’

r+2 y—3 =z {x+2y+22=4,
D... =——=— n...
r+y=1

Odredite sve pravce g koji su paralelni s p i udaljeni od p za 3 za koje je n zajednicka normala
odpigq.

Rjesenje. Uocimo da p || ¢ = 5, = 5, stoga nam je dovoljno odrediti jednu tocku na ¢ da
bi zabisali jednadzbu tog pravca. Izracunajmo T := p nn = (xg,Yo,20). 1z T € p, dobijemo
2o = 0. Kada to uvrstimo u sustave za T € n, dobijemo

+ 2y = 4,
ro = — T =(-2,3,0).
To+yo =1
[
Neka je sad T" := ¢ nn. Uo¢imo da T i T" oboje leze na n, te je T" udaljena za to¢no 3 od
T. Vektor smjera od n mozemo izrac¢unati sa s, = (1,2,2) x (1,1,0) = (—=2,2,—1). Imamo
T" =T + as, za neki a € R. Onda je |TT'| = |a||s,| = 3|a| = 3. To znadi |a| = 1. Imamo dva

slucaja:
Ako je a =1, onda T" = (—4,5,—1) pa pravac ¢ ima jednadzbu

r+4 y—-5 z+1

qi ...

1 1 0

Inace, ako je a = —1, onda 7" = (0,1, 1) pa imamo jednadZbu pravca
r y—1 z-1
Go...—="— = .

1 1 0

Zadatak 6. U prostoru su dane tocke A = (0,1, —1),_B = (1,1,1), C = (2,2,2). Neka je
D presjek simetrale unutarnjeg kuta Z BAC' i stranice BC. Odredite jednadzbu ravnine koja
sadrzi tocku D i pravac

T+ 3y + 2z =1,
o |da —y+ 3z = —4.

Rjesenje. Neka je w ravnina koju treba odrediti. Oznac¢imo duljine stranica AABC' sa a, b, c.
Iz teorema o simetrali kuta imamo |BD| : |DC| = ¢ : b. 1z toga nije tesko dobiti

__|BD] ¢

" |BC| b+c

Dakle imamo BD = ABC, tj. drugim rije¢ima D dijeli duzinu BC u omjeru A = (b+ ¢)/c.
Tada imamo formulu

AD — (1— \AB + MAC — 2 AB+ - 4
b+c b+c

Primijetimo A € p jer zadovoljava obe jednadzbe u sustayvu za p. Rac¢unamo vektor smjera od
psas,=(1,3,2) x(4,—-1,3) = (11,5,—13). Tada su 5, 1 AD (jer su A i D oboje sadrzani u )
dva vektora koja su okomita na 7,. Rac¢unamo

) b —= b(—10, 35,5 —28,59, —1
ADXgpzmABxgp—}—FCC/ﬁxgp: ( y 9, )b‘:—ci y 9, )

—  biramo i, := b(—10,35,5) + ¢(—28,59, —1).
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Imamo da je A -7, = 30b + 60c. Kad uvrstimo b = v/14, ¢ = /5, dobijemo da je jednadzba
ravnine

T (—10v14 — 28v/5)z + (35v14 + 59v5)y + (5v/14 — v/5)z = 30v/14 + 601/5.



