Elementarna matematika 2

Rjesenja zadataka s vjezbi
Jedanaesti tjedan

Zadatak 1. Odredite za svaku od sljedec¢ih krivulja drugog reda je li elipsa, hiperbola ili
parabola. Ako je neka od njih elipsa, odredite je li kruznica ili ne.

(a) 22 + 4oy +3y> —y—1=0.
(b) 5z% — 6y + 18y* — 9 = 0.

)

)

(c) y*+ 2y + 4oy — 162 — 19 = 0.

(d) 222 —y? — 22y — 2y + 2 = 0.
)

2?24+ 2r—y*+1=0.

(e

Rjesenje. Ideja je afinim transformacijama svesti jednadzbe u kanonski oblik. Podsjetimo se
da su afine transformacije preslikavanja oblika R? 3 ¥ +— A7 + be R? gdje je A € M(R)axo
regularna matrica i b € R? vektor. Kljué¢na ¢injenica je da afine transformacije preslikavaju elipse
u elipse, parabole u parabole i hiperbole u hiperbole. Sli¢no vrijedi i za ostale, degenerirane
krivulje drugog reda (dva pravca koja se sijeku, dva paralelna pravca, pravac, jedna tocka ili
prazan skup).

U praksi, prvo ¢emo se probat rijesiti xy ¢lana, a potom linearnih ¢lanova z, y.

(a)
2 +dry + 3yt —y—1=0
— 22—~y —1=0 (x1 =242y, 11 =Y)
— |22 —y2=3|  (12=211, 4o =2y + 1) = HIPERBOLA.

52 — 6y + 18y —9 =0

3 9
— 5(x—gy)2—gy2+18y2—920 — (5r —3y)? +81y* —45=0

— |2f+yi =45 (31 =5z — 3y, y1 = ).

Unato¢ prvom dojmu, ova krivulja nije kruznica. Prethodno smo napomenuli da op-
¢enito afine transformacije ¢uvaju vrstu krivulje, ali postoji jedna bitna iznimka. Afine
transformacije preslikavaju elipse u elipse, ali kruznica se ne mora preslikati u kruznicu.
Takoder i elipsa koja nije kruznica se moze preslikati u kruznicu.

Za ilustraciju, kao primjer uzmimo neku elipsu u kanonskom obliku 2—2 + Z—j = 1. Nakon
zamjene koordinata 2’ = £,4/ = ¥ dobijemo (2/)? + (y')? = 1 tj. jednadzbu kruznice.
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(e)

Kriterij. Neka je ax? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0 jednadZba elipse (drugim rije¢ima,
afinom zamjenom koordinata se moze svesti u oblik (z')? + (y/)* = 1). Tada

az® + bxy + cy® + do + ey + f = 0 je kruznica < a=cib=0. (1)

Dakle u primjeru (b), nakon $to dodemo do x? +? = 45, odmah vidimo da se radi o elipsi.
Da vidimo je li se specijalno radi i o kruznici, moramo pogledati poc¢etnu jednadzbu. Tu
imamo a = 5, b = —6, ¢ = 18. S obzirom da a # ¢, to znaci da krivulja nije kruznica
nego samo elipsa.

y? + 2y + day — 162 — 19 = 0
— (y + 21)* —42® + 2y — 162 — 19 =0
— (1, +5)°—(pm+1)*=5 (=27, y; =y + 2v) = HIPERBOLA.

20—y — 20y —2y+2=0
— 32} — Y} + 201 —2y1 +2 =0 (r1=2, h =z +vy)
— 3y +1)* - Bz, + 1) =38

— 322 —y2 =8| (wa=wy1+1, yo =3z, +1) — HIPERBOLA.

P20+ 1-9y"=0 = |(z+1+y)(z+1—-y)=0|

Dakle krivulja je zapravo unija dva neparalelna pravca x + 1 +y =0iz+1—y = 0.
Vidimo da imaju presjek u (—1,0).

]

Zadatak 2. Odredite jednadzbe tangenti kroz toc¢ku P = (2, 3) na:

(a)
(b)

kruznicu (z — 1)? + y* = 1,

hiperbolu z? — y? = 9.

Rjesenje. (a) U ‘formulama‘ za konike nam piSe da je uvjet dodira pravca y = kx + [ i

kruznice (z — p)? + (y — ¢)* = r* to da vrijedi jednadzba
r?(k* + 1) = (¢ — kp —1)*. (2)

Ako P lezi na pravcu y = kx + [, onda imamo 2k + [ = 3. Kad uvrstimo [ = 3—2k, p =1,
q=0,7=1u(2), dobijemo k* +1 = (k — 3)? = kz‘%. Tadajel=3—2k=%paje
jednadzba pravca |y = %x + % )
Moramo pazljivo razmisliti $to smo zapravo sada napravili. Pokazali smo da ako je /¢
pravac kroz P tangentan na kruznicu i ako je £ oblika y = kx + [, onda je y = %x + %
Dakle trebamo jos razmotriti sluc¢aj kad ¢ nije takvog oblika, tj. paralelan je s y-osi.
Opéenito za kruznicu (z —p)? + (y — q)? = r?, imat ¢emo dvije tangente koje su paralelne
sy-osi: x =p+1rix=p-—r. UnaSem slucaju te dvije su x = 2 i z = 0. Vidimo da je
pravac takoder rjeSenje jer prolazi kroz P i tangenta je na kruznicu, iako ga nismo
uspjeli "detektirati" kriterijem (2).




(b) Kriterij da y = kx + [ dira hiperbolu je
a’k® —b* = I2. (3)
Uvrstimo a? = 9,0* = 9,1 = 3 — 2k i dobijemo

—6 4 314

9k* —9=(3-2k)? — k= -

B —6—3\/ﬂx+27+6\/ﬂ

Kad iskoristimo | = 3—2k, dobijemo da su trazene tangente pravci |y 3 3

—6 4314 27 — 64/14
= 5 T+ 5 .

Pravce oblika x = konst. (kao npr. u podzadatku (a)) ne moramo ni provjeravati jer
op¢enito kroz tocku P postoje najvise 2 tangente na koniku C, a mi smo upravo nasli obe.
Cisto iz znatizelje, hiperbola 22 — 42 = 9 sijede y—os u x = 31z = —3, i ta dva pravca su
zapravo sve tangente na zadanu hiperbolu koje su paralelne s y-osi. Ocekivano, nijedna
od te dvije ne prolazi kroz P.
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Zadatak 3. Neka su p, q zadani realni brojevi, te neka su r, R zadani pozitivni realni brojevi.
Odredite geometrijsko mjesto svih toc¢aka P za koje vrijedi da se kruznica radijusa R ¢ije srediste
je P sijece s kruznicom (x — p)? + (y — q)*> = r? pod pravim kutem.

Rjesenje. Neka je tocka P = (zp,yp) srediSte prve kruznice, K7, €iji je radijus R. Druga
kruznica, Ky, ima jednadzbu (z — p)% + (y — ¢)* = 2. Njeno srediste je S = (p, q) i radijus je r.

Dvije kruznice se sijeku pod pravim kutem ako imaju dvije tocke presjeka i ako su tangente
na kruznice u tim toc¢kama medusobno okomite. To je ekvivalentno s time da su za barem
jednu tocku presjeka radijusi povuceni iz sredista kruznica do nje medusobno okomiti (a onda
to vrijedi i za obe tocke presjeka).

Neka je onda 7T neka tocka presjeka K; i Ko. Imamo da je PT L ST, stoga je APTS
pravokutan. Iz Pitagorinog poucka slijedi |PS|* = |ST|? + |TP|> = r? + R?, dakle

(xp —p)* + (yp — q)* = R* + 12

Zamjenom (xp,yp) s (x,y) dobivamo jednadzbu trazenog geometrijskog mjesta:

Ko:(x—p)P+(y—q)?=R>+r%

Uo¢imo da obratno vrijedi: ako je P’ € Ky, K’ kruznica radijusa R sa sredistem u P, moZe se
pokazati da postoji presjek 7" € K’ n K, te onda imamo [P'S|* = r*+ R? = |ST'|* + [T P']? =
AP'T'S pravokutan, dakle P'T" 1 ST" i kruznice K', K5 se sijeku okomito.

O

Zadatak 4. DokaZite da sve polare to¢aka pravca y = x s obzirom na kruznicu 22 + y? — 6z +
4y + 4 = 0 prolaze istom tockom. Koja je to tocka?

RjesSenje. Zapisimo jednadzbu kruznice u standardnom obliku:

(=37 +(y+2?*=9



Neka je T' = (t, t) proizvolja toc¢ka na pravcu y = x. Jednadzba polare tocke (xg, yo) na kruznicu
sa sredistem u (p, ¢) 1 radijusom r glasi

(w0 —p)(z—p) + (yo — )y — q) = 7°.

Za (xo,90) = (t,1), (p,q) = (3,—2) i r = 3, jednadzba polare je
(x+y—1t+(—3z+2y+4)=0.

Sada imamo familiju pravaca (polara) parametriziranu s t. Da bi svi ti pravci prolazili istom
tockom (z’,4'), koordinate te tocke moraju zadovoljavati jednadzbu za svaki t. To je jedino
moguce ako su izraz uz t i slobodni ¢lan oboje jednaki nuli:

Z+y —-1=0
=32 +2y +4=0

Sustav ima jedinstveno rjesenje (2’,y") = (6/5, —1/5). Zaklju¢ujemo da sve polare prolaze istom
tockom | K := (6/5,—1/5) |. O

Zadatak 5. Neka su a,b > 0 realni brojevi. Dokazite da se tangente iz tocke P na elipsu
b22? 4+ a?y? = a®b? sijeku pod pravim kutem ako i samo ako P leZi na kruZnici radijusa v/a2 + b2
sa srediStem u ishodistu.

Rjesenje. Neka je P = (z9,y0) 1 y = kx + [ pravac kroz P koji je tangentan na elipsu. P lezi
na pravcu pa je yo = kxg + [. Uvjet da y = kx + [ dira elipsu je

a’k? + b =12
Uvrstavanjem [ = yo — kxo, dobivamo kvadratnu jednadzbu po &
(z2 — a®)k* — 2zoyok + (y5 — b*) = 0.

Rjesenja kvadratne jednadzbe k; i ko su koeficijenti smjera dviju tangenti iz tocke P na elipsu.
Dakle dvije tangente iz P se sijeku pod pravim kutem ako i samo ako je k1ky = —1. Prema
Vieteinim formulama, za kvadratnu jednadzbu ak? + bk + ¢ = 0, umnoZak rjeSenja je c¢/a. Dakle,

2 _ 12
_ Y — b
klkg = m
Imamo
y2 o bZ
tangente iz P okomite <= kiky = —1 < (2) s =-1
— x%+y§:a2+b2 — PekK.
gdje je K kruZnica radijusa v/a? 4+ b? sa srediStem u ishodistu. H

Zadatak 6. Dana je hiperbola i neka tangenta na nju. Dokazite da diraliSte tangente i hiper-
bole raspolavlja duzinu ¢ije su rubne tocke presjeci te tangente s asimptotama hiperbole.

Rjesenje. Uoc¢imo prvo da afine transformacije ravnine ¢uvaju polovista. Neka je f(7T) :=
AT + b neka afina transformacija, jednostavnim ra¢unom vidimo da je
T+ T, AT+ b+ ATy + b f(1h) + f(Tz)

— AM+b= 5 (:)f(M):f

M:
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Dakle tocka M je poloviste duzine TyT5 ako i samo ako je f(M) poloviste duzine f(T})f(T3).
Nama ¢e trebati samo tvrdnja za polovista, ali napomenimo da vrijedi jos jaca tvrdnja, a to je
da su o¢uvani i omjeri. Preciznije, tocka P dijeli duzinu f(A)f(B) u omjeru A ako i samo ako
f(P) dijeli duzinu AB u omjeru .

Ako je H hiperbola iz zadatka, mozemo uzeti afinu transformaciju f koja je slika u hiperbolu
H, : 22 — y?> = 1. Imamo da f 3alje tangente od H u tangente od H,, analogno vrijedi i za
asimptote. Dakle dovoljno je dokazati sljedec¢u verziju zadatka:

Neka je P toc¢ka na hiperboli Hy : 22 — y?> = 1. Neka je ¢ tangenta na Ho u P i neka su
Ty, T, redom sjecista od £ i dvije asimptote od Hy (to suy =z iy = —x). Tada je P poloviste
duzine Ty Ty. Oznacimo P = (x¢, o). Uvjet da t dira Hg je b*xor — a’yoy = a*b?*. Kad uvrstimo

a = b =1, dobijemo
t: zor —yoy = 1.

Za naci tocku Ty, uvrStavamo y = x pa dobijemo zox — yoxr = 1, tj. T} = (xoiyo, xoiyo). Sli¢no
1 1

Tl — ). Imamo

za Ty uvrstimo y = —x i iz xox + yox = 1, dobijemo Ty = (

1 1 1 1
T1+T2:< + s — )
To—Y To+t¥Y To—Yo To+ Yo

2 PAT) )
= ; = 21’(), 2y0 =2P.
() - e

Tu smo koristili z2 — y3 = 1 da se rijeSimo nazivnika. Dakle dokazali smo P = (T + T3)/2, tj.
P je poloviste od T1T5.
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