Elementarna matematika 2

Rjesenja zadataka s vjezbi
Dvanaesti tjedan

Zadatak 1. Dana je elipsa takva da normala u svakoj njenoj tocki prolazi njenim sredistem.
Dokazite da je ta elipsa kruznica.

Rjesenje. Neka je £ zadana elipsa. S ciljem dobivanja kontradikcije, pretpostavimo da & nije
kruznica. Tada ona ima dva razlic¢ita fokusa Fi, F5. Neka je P € £ tocka na elipsi koja se ne
nalazi na optickoj osi, tj. pravcu F}Fy (ta pretpostavka nam je potrebna da kut ZF;PF; ne
bude 0). Opticko svojstvo elipse nam kaze da je normala np na £ u P simetrala kuta ZFy PF,.
Zakljuéujemo da se u AF;PF, teziSnica i simetrala kuta /P podudaraju (oboje su np),
dakle trokut je jednakokracan i imamo |FyP| = |F»P|. To znaci da P € s := sim(F} Fy).
Upravo smo dokazali da se svaka tocka na elipsi nalazi na optickoj osi FiF; ili simetrali
duzine FyF}, §to je ocito kontradikcija. Naime svaki pravac sijece elipsu u najvise dvije tocke,
pa je dovoljno uociti da £ sadrzi vise od 4 tocke. O]

Zadatak 2. Dokazite da su tangente na parabolu povucene iz bilo koje tocke njene direktrise
medusobno okomite.

Rjesenje. Koordinatizirajmo ravninu tako da zadana parabola ima jednadzbu
P y? = 2pa.

Neka je P neka tocka na direktrisi, njene koordinate su onda P = (—p/2,0). Neka su ty, o
tangente iz P na P i T}, T5 tocke u kojima te tangente diraju parabolu. Za pravac y = kx + [
koji prolazi kroz P i dira P imamo da vrijedi
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Rjesenja k; i ko kvadratne jednadzbe (1) su koeficijenti smjera pravaca t; i to. Iz Vietovih
formula imamo k1ky = —1. To je takoder uvjet za okomitost pravaca i s time smo onda
dokazali t; L 5. O
Zadatak 3. Dana je elipsa b*z? + a’y? = a?b? i tocka D na njoj. Tangenta na elipsu kroz

tocku D sijece y-os u tocki 7', a normala kroz tocku D sijeCe y-os u tocki N. Dokazite da fokusi
elipse leze na kruznici opisanoj trokutu TDN.

RjeSenje. Bit ¢e nam korisna tvrdnja koju smo spomenuli na vjezbama (vidi Tjedan 4, Zad
3). Navodimo je ovdje u prikladnom obliku:

Lema. Neka je w opisana kruznica AABC. Tada se sim(ZBAC) i sim(BC) sijeku na w.
Nadalje, ako je ¢ pravac kroz A okomit na sim(ZBAC'), tada se presjek pravaca ¢ i sim(BC)
takoder nalazi na w.



Vratimo se na zadatak. Neka je £ zadana elipsa i neka su Fi, F5 njeni fokusi. Neka je ¢ tangenta
na £ u P i np normala. Promatramo AF;DF;. Uoc¢imo da se y-os podudara sa simetralom
duzine F\F,. Takoder, iz optickog svojstva elipse sim(Z/ FyDF;) = np. To znadi da je N =
sim(ZFyDF) n sim(FyFy). Nadalje T = ¢ ~ sim(FyFy) kao u spomenutoj lemi. Zaklju¢ujemo
da N i T leze na opisanoj kruznici trokuta AF;DF;, dakle svih 5 tocaka Fi, Fy, D, N,T su
koncikli¢ne. O

Zadatak 4. Dokazite da povrsina trokuta koji zatvaraju asimptote hiperbole i tangenta na
hiperbolu ne ovisi o izboru tangente.

RjeSenje. Neka je H hiperbola iz zadatka i neka je Hgy : 22 — y* = 1 kanonska hiperbola.
Pokazimo prvo da nam je dovoljno rijesiti zadatak za slucaj hiperbole H,.
Postoji afina transformacija (bijekcija f : R? 3 x +— Az + b e R? gdje A € M(R)qx9, b € R?)
takva da
/ (H) = Ho.

Za proizvoljan trokut u ravnini AABC, tada vrijedi
P(f(AABC)) =det A- P(AABC).

Dakle za bilo koja dva trokuta AABC i AA’B'C" vidimo da su im povrsine jednake ako i
samo ako su povrsine od f(AABC) i f(AA'B'C’) jednake. Moze se provjeriti da su i ostala
svojstva oCuvana s transformacijom f (asimptote od H se Salju u asimptote od Hy, tangenta
na H se Salje u tangentu na H,) dakle dovoljno je dokazati da svi zadani trokuti na Hy imaju
istu povrSinu.

Hiperbola Hy ima asimptote a; : y = x i as : y = —x. Neka je t neka tangenta na H, i neka
je tocka P njeno diraliste s hiperbolom. Ako ozna¢imo P = (zo,yo), tada ¢ ima jedandzbu

t:xor —yoy = 1.

Da bi odredili presjek s asimptotom a; uvrstimo y = z u tu jednadzbu i dobijemo T} :=tna; =
(Iqiyg, xoi'yo). Sliéno Ty :=tnay = (.Igiyo, a:o_-i-lyo)' Pravci t, a; i as zatvaraju trokut AOT,Th
gdje je O ishodiste. Ra¢unamo povrsinu

N 1 ! 2 2
2P(AOTVTy) = |det (OT}, OT)| = | det [wo;yo wo_—lyo] = 5——=-=2
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Dakle | P(AOT,T3;) = 1| neovisno o pocetnom izboru tangente t. ]

Zadatak 5. Dokazite da sve tetive parabole koje su hipotenuze pravokutnog trokuta s pravim
kutem u ishodistu prolaze istom tockom.

Rjesenje. Neka je parabola dana jednadzbom P : 9% = 2px. Ako postoji takva tocka kojom
prolaze sve tetive, uo¢imo da mora biti na z—osi. Naime ako imamo tetivu ¢ koja tvori pravi
kut s ishodistem, preslika te tetive ¢’ preko x osi takoder tvori pravi kut s ishodistem. Ako ¢
nije paralelna s y-osi, onda je presjek t i t’ tocka koja se nalazi na x-osi.

Najjednostavniji primjer tetive koja s ishodistem tvori pravokutan trokut je onda UV za
U= (2p,2p),V = (2p,—2p). Ona sije¢e x—os u|T := (2p,0)|.

Neka su onda A, B € P takve da ZAOB = 90°. Dokazat ¢emo da je (2p,0) € AB. Ako
je A = (z1,y1), imamo yf = 2pr; = A = (yi/(2p),y1) 1 analogno B = (y3/(2p),2). Iz
okomitosti vrijedi OA - OB = 0 dakle

Yiys
e +yye =0 = Y1y = —4p°. (2)



Napomenimo da znamo y; # 01y # 0 jer A # O i B # O. Koristimo determinantu kao
kriterij za kolinearnost pa imamo da su A, B, T kolinearne ako i samo ako:

1 1 1

2 2
det |4 L 2p| =0 (2py1+y;—f)—<2pyz+y;—]yj)=o (3)
yi y2 0

Kad uvrstimo rezultat iz jednadzbe (2) vidimo da su obe zagrade u (3) jednake 0 §to dokazuje
tvrdnju da je T € AB.
0

Zadatak 6. Neka su F} i Fy fokusi elipse, te A i B glavna tjemena elipse(sjecista pravca kroz
fokuse i elipse), tako da je Fj izmedu A i F,. Neka je P tocka na elipsi, te neka je @) diraliste
kruznice upisane trokutu FyFyP i duZine Fj Fy. Dokazite da je |AQ| = |F1 P|.

RjesSenje. Neka je w upisana kruznica u APFF,. Neka su U,V redom diralista od w sa
P, F5P. Da si olaksamo zivot uvodimo oznake

T = ‘FlQ’ = |F1U‘>
y = |RQ| =RV, (4)
2= |PU| = |PV].

Tocka A je na elipsi pa imamo

2a = |AF| + |AFy| = |AF |+ |AF |+ 2 +y =2(|AF| +2) —x+y =2|AQ| —z + vy
— 2|AQ|=2a+2z—y (5)

Tocka P je na elipsi pa

2a = |PF|+ |PFR)=x+z2+z2+y=2x+z2)—a+y=2|PF|—x+y
= 2|PF|=2a+2x—y (6)

Iz izraza (5) 1 (6) zaklju¢ujemo |AQ| = |PF}|. O

Zadatak 7. Odredite jednadzbu kruznice koja u tockama (8,8) i (8, —8) sijece parabolu 3? =
8z pod pravim kutem.

Rjesenje. Rijesimo zadatak neSto opcenitije, da nas proizvoljna konstanta 8 ne zbunjuje. Re-
cimo da imamo parabolu P : y? = 2pz i tocke na njoj A = (2p,2p), B = (2p, —2p). Cilj nam
je odrediti jednadzbu kruznice w koja sijece P pod pravim kutem u A i B. Neka su tyitp
tangente na P u A i B, te neka su £ 4 i {g pravac kroz A i pravac kroz B koji su redom okomiti
na tA 1 tB.

Iz ¢injenice da w okomito sijece P zaklju¢ujemo da su £4 i £ tangente na w u tockama A
i B. Neka je S srediste od w, onda je SA | {4 = SA|lta => S € ty. Slicno je S € tp.
Dakle S je presjek t4 i tg. Jednadzbe tangenti su

ta:2py = p(2p + ),
tp: —2py = p(2p + x).
Lako se izra¢una da je presjek S = (—2p,0). Radijus je R = |SA| = 24/5p, dakle jednadzba

kruznice je
w: (z+2p)? +y* = 20p°.

Konkretno za p = 4, imamo |w : (z + 8)% + y* = 320 | O




