Elementarna matematika 2

Rjesenja zadataka s vjezbi
Deveti tjedan

Zadatak 1. Napisite kanonski oblik jednadzbe pravca koji je paralelan s ravninom x+2y+3z =
8, lezi u ravnini 2x — y + z = 3 te prolazi tockom (1,2, 3).

Rjesenje. Pravac je paralelan s z + 2y + 3z = 8, pa je njegov vektor smjera okomit na normalu
te ravnine. Ako je (v, vy, v,) vektor smjera, slijedi v, + 2v, 4+ 3v, = 0.
Pravac sadrzi tocku (1,2, 3), pa mu je parametarska jednadzba oblika (1,2, 3) + t(v,, vy, v,).
Svaka tocka pravca zadovoljava jednadzbu ravnine 2z — y + z = 3, pa za svaki t vrijedi

2(1 4 tv,) — 2 —tv, + 3 + tv, = 3,
odnosno
2tv, — tvy + tv, = 0.
Dakle, imamo sustav dvije linearne jednadzbe

vy + 20y + 3v, =0,

20, — vy + v, = 0.

Iz druge slijedi v, = v, — 2v,, a uvrsStavanjem u prvu slijedi v, + 2v, + 3v, — 6v, = 0, odnosno
v, = v,. Dakle, rjeSenja jednadzbe su (s, s, —s) za s € R, pa za koeficijent smjera mozemo uzeti
npr. (1,1,-1).

Parametarski oblik jednadzbe je (1 +¢,2 + ¢,3 —t), a kanonski je onda

Zadatak 2. Odredite sijeku li se pravci koji imaju sljedece kanonske jednadzbe:
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RjesSenje. Pretvorimo jednadzbe pravca u parametarske. Nazovimo prvi pravac p, a drugi q.
Onda je

r=1t—1,
p...8y=1t,
z=2t+1,



te
T =s,

q...qy=3s—1,
z =4s+ 2.

Pravci se sijeku ako i samo ako sustav jednadzbi

t—1=s
t=3s—1,
A +1=4s+2

ima realno rjesenje (¢,s). Jednostavno se metodama linearne algebre provjeri da taj sustav
nema rjeSenja; npr. mozemo s zamijeniti s £ — 1 u drugoj i tre¢oj jednadzbi, te vidimo da ne
postoji t koji zadovoljava obje jednadzbe. O

Zadatak 3. Odredite jednadzbu ravnine paralelne s vektorom (2, 1, —1) koja x-os sijece u tocki
(3,0,0) i y-os sijece u tocki (0, —2,0).

RjeSenje. Normala ravnine je okomita na (2, 1, —1), te ravnina sadrzi tocke (3,0,0) i (0, —2,0).
Neka je Ax + By + Cz = D jednadzba ravnine. Tada je 3A+ D =0, 2B+ D =0
2A+B-C=0.
To znad¢i da A, B, C' mozemo izraziti preko D. Imamo A = —%, B = % iC =2A+B = —%.
Uzimanjem D = 6 (slobodni smo skalirati jednadzbu) dobivamo jednadzbu ravnine

—2rx+3y—2+6=0.
O]

Zadatak 4. Odredite zajednicku normalu (pravac okomit na oba pravca koji sijece oba pravca)
sljede¢ih pravaca:

Rjesenje. Vektor smjera zajednicke normale je okomit na vektore smjerova oba zadana pravca.
Njihovi koeficijenti smjerova su (1,1,0) i (0, 1,0).

Ako oznac¢imo koeficijent smjera trazenog pravca s (vg,vy,v,), slijedi da je v, + v, = 0 i
v, = 0, pa je koeficijent smjera trazenog pravca (0,0,1) i pravac ima parametrizaciju oblika
(o, Yo, 20 + t) za neku tocku (zg, Yo, 20) S pravca.

Jos preostaje iskoristiti uvjet da pravac sijeCe oba zadana pravca. Neka je A sjeciste s
prvim pravcem i B sjeciste s drugim pravcem. Tada je AD proporcionalno koeficijentu smjera
trazenog pravca, iz ¢ega vidimo da su z-koordinata i y-koordinata sjeciSta s oba pravca iste.

O

Zadatak 5. Odredite ortogonalnu projekciju tocke 7' = (2,3, 1) na ravninu
T..x+y—z—7=0,

te odredite tocku 7" simetricnu toc¢ki 7' obzirom na 7.



Rjesenje. Predstavit ¢emo dva nacina rjeSavanja: geometrijski i linearnoalgebarski.
Geometrijski nacin je sljedec¢i. Vektor zadan tockom 7' i njenom ortogonalnom projekcijom
je okomit na ravninu, pa je paralelan normali te ravnine. Dakle, ortogonalna projekcija p(7T)
zadovoljava p(T)T = A\(1,1,—1), te n(T) € 7.
Neka je p(T') = (xo, Yo, 20). Onda je

(2 — 130,3 — Yo, 1-— Zo) = ()\7 )\, —)\>,

Sto daje tri jednadzbe s 4 nepoznanice. Cetvrta jednadzba je xg + yo — 20 — 7 = 0.
Iz prve tri jednadzbe mozemo sve izraziti preko A i uvrstiti u ¢etvrtu. Dobivamo xy = 2 — A,
Yo=3—A zo=1+ A, paje
To+y—20=4—3\=17,

odnosno A = —1 i (zo,%0,20) = (3,4,0). Tocka T" je takva da je T+TT/ = (3,4,0), odnosno
T =(6,8,0) =T = (4,5,-1).

Linearnoalgebarski nacin je sljede¢i. Translatirajmo problem tako da z zamijenimo sa z + 7
zato da bi ravnina na koju projiciramo prolazila kroz ishodiste. Onda je nova tocka 7" jednaka
(2,3,8), anova ravnina 7 je t+y — z = 0. Na kraju se samo trebamo sjetiti translatirati nazad.

Ortogonalna projekcija tocke na ravninu kroz ishodiste je najbolja aproksimacija vektora
(2, 3,8) vektorom iz ravnine.

Nju dobijemo na nacin da uzmemo ortonormiranu bazu (e, e2) za ravninu, i onda je

p(T) = (T -e1)er + (T - ea)es.

Baza za ravninu x +y — z = 0 je (1,—1,0) i (1,1,2). Ti vektori su ve¢ medusobno okomiti,
pa ih treba skalirati da bi dobili ortonormiranu bazu:

1
er = 5(1,-1.0)
er — ——(1,1,2)
2 \/5(’ ,2).
Imamo
(T-e)er + (T - ez)es = %((2,3,8) (1, —1,0))(1,1,0) + é((2,3,8) (1,1,2))(1,1,2)
- _71(1,—1,0) + ;(1,1,2)
— (3.4,7).

Konacno, vra¢anjem z koordinate nazad na z — 7 dobivamo p(7T) = (3,4,0).
Toc¢ku T" izra¢unamo kao u prvom rjesenju.

]

Zadatak 6. Odredite ortogonalnu projekciju tocke T' = (2,3,1) na pravac p zadan parame-
tarski s

r=1—2,
p= 312275—17
z = —2t + 4.

Rjesenje. Ponovno é¢emo zadatak prvo rijesiti geometrijski, a onda linearnoalgebarski.



Geometrijski, potrebno je pronaci toc¢ku 7(7") na pravcu p takvu da je Tw(7T) okomit na
vektor smjera od p, koji je (1,2,—2). Ako je n(T) = (zo, Yo, 20), onda je uvjet (g —2) + 2(yo —
3) —2(z0 — 1) = 0, odnosno xy = 2z9 — 2y + 6.

Osim toga, (xo, Yo, 20) lezi na pravcu p, pa postoji t € R takav da je

220—2y0:t—8,
y0=2t—1,
20:—2t+4.

Ovo je sustav tri jednadzbe s tri nepoznanice. Oduzimanjem druge jednadzbe od trec¢e dobivamo
20— Yo = —4t + 5, paje 220 — 2yp =t — 8 = =8t + 10, odnosno t = 22, i (g, Yo, 20) = (0,3,0).
Linearno algebarski, ponovno mozemo translatirati pravac tako da prolazi kroz ishodiste,
tako da z zamijenimo s x + 2, y zamijenimo s y + 1 i z zamijenimo s z — 4. Drugim rijecima,
napravili smo translaciju za vektor (2,1, —4), pa ¢emo na kraju rjeSenja translatirati unazad.
Tocka T se onda translatira u (4,4, —3), a pravac p ima jednadzbu (z,y, z) = (¢, 2t, —2t).
Ortogonalna projekcije tocke na pravac kroz ishodiste je najbolja aproksimacija vektora
(4,4, —3) vektorom iz jednodimenzionalnog potprostora (t,2t, —2t), i dana je s 7(7") = (T, e1)eq,
gdje je {e1} ortonormirana baza za pravac. MoZemo uzeti e; = %(1,2,—2), pa je m(T) =
L18)(1,2,-2) = (2,4, —4).
Sada translatirajmo nazad, odnosno oduzmimo (2,1, —4) i dobivamo toc¢ku 7(7") = (0, 3,0).
O

Zadatak 7. Odredite ortogonalnu projekciju pravca p danog implicitno s
{x —y+z=1,
p —
r+y+z=3

m...20 +2y+2=>5.

na ravninu

Rjesenje. Ortogonalna projekcija pravca se najjednostavnije dobije tako da se nade ortogo-
nalna projekcija dvije tocke, i onda uzme pravac kroz njih.

Jos je lakse ako pravac sijece ravninu, jer je ortogonalna projekcija tocke koja lezi na ravnini
jednaka njoj samoj. Stoga pronadimo sjeciSte pravca i ravnine. Za to treba rijesiti sustav

r—y+z=1,
rT+y+z=23,
20+ 2y + 2z = 5.

Dobivamo rjesenje (x,y,z) = (1,1,1).

Uzmimo sada jo$ jednu toc¢ku s pravca, recimo (0, 1,2) i odredimo njenu ortogonalnu pro-
jekciju na 7.

Neka je (x1, 41, 21) ta projekcija. Onda je (z1,y; — 1,21 — 2) paralelno s vektorom normale
(2,2,1) na 7 i lezi na 7.

Imamo z1 = 2\, y3 =2 A+ 1, 20 = A+ 2,1 22\) + 22 A+ 1)+ A +2 =5,tj. 9A =11
A = 4, iz Eega dobijemo (zo, Yo, 20) = (3, %, &). Konatno, pravac kroz (1,1,1) i (3,4,%2) je
lako odrediti. Dobivamo

le—gt
y=14+3t , teR
z=1+1



