POGLAVLJE 5

Neprekidne slucajne varijable

ZADATAK 5.1. Neka je X neprekidna sluc¢ajna varijabla s gusto¢om

c(dr —22%), 0<ax <2,
flay = T O

0, inace.

Odredite vrijednost konstante c i izracunajte P(X > 1).

ZADATAK 5.2. Neka je X neprekidna slucajna varijabla s funkcijom distribucije
Fz)=C—¢*, zasvez>0.

Odredite vrijednost konstante C' i izracunajte P(X > 2) i P(1 < X < 3). Odredite funkciju
gustoce f.

ZADATAK 5.3. Ako je U ~ Unif(0, 1), pronadite funkciju f: (0,1) — R takvu da slucajna
varijabla Y := f(U) ima razdiobu iz Zadatka 5.2.

ZADATAK 5.4. Ako je U ~ Unif(a,b), a (¢,d) C (a,b), odredite razdiobu sluc¢ajne varijable U
uvjetno na dogadaj {U € (¢, d)}.

ZADATAK 5.5.  (a) Ako su Fi, F; dvije funkcije distribucije te p € [0, 1] proizvoljan. Pokazite
da je tada funkcija F zadana s F'(z) := pFi(x)+ (1 —p)Fy(z) takoder funkcija distribucije
neke slucajne varijable. Ako znamo generirati slucajne varijable s funkcijom distribucije
F, odnosno Fy, kako biste generirali slu¢ajnu varijablu s funkcijom distribucije F'?

(b) Bacamo nesimetrican nov¢ié¢ na kojemu je vjerojatnost da padne pismo jednaka 1/3.
Generiramo sluc¢ajnu varijablu X na sljedeéi nacin: ako je novci¢ pokazao pismo, stavimo
X := 0, a ako je pala glava generiramo F ~ Exp(2) slucajnu varijablu te stavimo
X := F. Odredite funkciju distribucije od X. Je li X neprekidna sluc¢ajna varijabla? Je
li diskretna?

ZADATAK 5.6. (a) Neka je R radijus slucajno odabrane tocke iz jedini¢nog kruga. Odredite
gustocu slucajne varijable R, te njeno oc¢ekivanje i varijancu. Ima li R uniformnu razdiobu
na (0,1)7
(b) Neka je R ~ Exp(1), te A povrsina kruga s radijusom R. Odredite funkciju distribucije,
gustoéu, te ocekivanje sluc¢ajne varijable A. Uputa: Korisno je koristiti formulu E[X]| =
Jo° P(X > t)dt koja zapravo vrijedi za proizvoljnu nenegativnu sluc¢ajnu varijablu X .
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ZADATAK 5.7. Ako je X neprekidna sluc¢ajna varijabla i Y :=aX + b za a # 0,b € R, pokazite

da je Y neprekidna s gustocom

Fly) = Fx((y — b)/a) - |1|  JER.

Mozete pretpostaviti da je Fy diferencijabilna osim u najvise konacno mnogo tocaka, te da je

F(t) = fx(t) za sve t gdje derivacija postoji.

ZADATAK 5.8. Pretpostavimo da je vrijeme putovanja nekog studenta od kuce do fakulteta
priblizno normalno distribuirano s ocekivanjem 40 minuta i standardnom devijacijom od 7
minuta. Student zeli sti¢i na predavanje koje pocinje u 12:15 sati. Kada bi student najkasnije

trebao krenuti od kuée da s vjerojatnoséu barem 95% ne zakasni na predavanje?

ZADATAK 5.9. Neka je X ~ N(u,0%) 1Y := |X| tzv. preklopljena (engl. folded) normalna
slucajna varijabla.
(a) Odredite funkciju distribucije od Y, te ju izrazite u terminima funkcije distribucije ®
standardne normalne razdiobe. Ako je 4 = —1, 0 = 2, te znate da je (1) ~ 0.84, ¢(2) ~
0.98, odredite P(Y < 3).
(b) Slucajna varijabla Y je neprekidna (to slijedi npr. jer joj je funkcija distribucije nepre-
kidna, te diferencijabilna osim u konacno mnogo toc¢aka) — odredite joj funkciju gustoce.

Skicirajte gustocu ako je u = o = 1; odavde dolazi ime "preklopljena”.
(c) Pokazite da je
2 u?
E[Y] =/ Zoe 3% + [1 — 20 <—“>} ,
T o

Var(Y) = > + o® — E[Y]?.

te da je

ZADATAK 5.10. Odredite Var(X) ako je
(a) X ~ Exp(X);
(b)) P(X >z)=a"%zaxz>1te P(X >2)=1zax <1, pri ¢emu je a > 1; kazemo da X
ima Paretovu razdiobu s parametrom «. Inace se dopusta da je a > 0 — zasto je ovdje

potrebno da je a > 17

ZADATAK 5.11.  (a) Nekasu X7, ..., X, nezavisne i jednako distribuirane sluc¢ajne varijable s
funkcijom distribucije F i funkcijom gustoée f.' Odredite funkciju distribucije i funkciju
gustoce slucajnih varijabli L,, ;== min(X;,...,X,) 1 M, := max(Xq,...,X,) u terminima
Fif.

(b) Ako su Xj,..., X, n.j.d. s Exp()\) razdiobom, pokazite da L,, takoder ima eksponenci-
jalnu razdiobu te joj odredite parametar. Napomena: Sto ako su Xi,...,X, nezavisne
eksponencijalne, ali s razli¢itim parametrima Ay,..., \,”

! Smijete pretpostaviti da vrijedi F’(t) = f(t) osim u najvise konaéno mnogo ¢ € R.
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(c¢) Ako su X7, ..., X, n.j.d. s Exp(\) razdiobom, pokaZite da je
L |
Mozete li intuitivno objasniti rezultat s obzirom na rezultat iz (b) dijela i svojstvo zabo-
ravljivosti eksponencijalne razdiobe?
Uputa: Pokazite da je E[My] — E[My_1] = 7, za k > 1, tako §to ¢ete koristec¢i formulu
E[Mg] = [5° P(Mg > t)dt u dobivenom izrazu prepoznati gustoéu od Mj,.

RjeSenja zadataka: Zad. 5.1 3, 3; Zad. 5.2 1, e, ¢! — e, f(2) = 2xe™*, 1 > 0,
f(z) = 0, x < 0; Zad. 5.3 npr. f(u) = v/—logu Zad. 5.4 Unif(c,d); Zad. 5.5 F(z) =
(1 — 2¢72") 150}, ne, ne; Zad. 5.6 (a) f(r) = 2r,r € [0,1] (0 inace), E[R] = 2, Var(R) = £,
(b) F(a) = (1 — e V™)1 420y, E[A] = 2; Zad. 5.8 11:23; Zad. 5.10 (a) 1/A% (b) +oo za
a <2, Gy g inace; Zad. 5.10(a) Fi,(t) =1— (1= F(t)", fi,(t) =n(l — F(t)" (1),

Fyr, () = F(0)", far, (8) = nF(6)" 71 f (1), (b) Ln ~ Exp(n)).
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