POGLAVLJE 6

Funkcije izvodnice

ZADATAK 6.1. Paralelno bacamo dvije simetri¢ne kocke dok na prvoj ne padne Sestica. Odredite

FI vjerojatnosti G(s) zbroja brojeva koji su pali na drugoj kocki, za |s| < 1.

ZADATAK 6.2. Uzastopno bacamo simetri¢nu kocku sve dok prvi put ne dobijemo dvije Sestice

zaredom — oznac¢imo s X potreban broj bacanja.
(a) Ako je p, :=P(X =n) za n > 1, pokazite da vrijedi

) 1 5
n = =Pn-1+ = =Pn-2, Nn=3.
p 6]9 175 Pn—2
(b) Koristeéi (a) dio, odredite funkciju izvodnicu vjerojatnosti od X te odredite ocekivanje i

standardnu devijaciju od X.

ZADATAK 6.3. Bacimo 6 simetri¢nih kocki, te s X oznac¢imo njihovu sumu. Odredite P(X = 18).
Uputa: Odredite funkciju izvodnicu vjerojatnosti Gx (t) od X, razvijte je u red potencija (oko

0), te pronadite koeficijent koji stoji uz t'%.

ZADATAK 6.4. Neka sluc¢ajna varijabla X ima funkciju izvodnicu momenata My na (—tg, to).

Pokazite da za sve a,b € R vrijedi
Maxio(t) = e M(at), |t|-|a] <tp.

ZADATAK 6.5. Neka je X slucajna varijabla. Odredite funkciju izvodnicu momenata Mx (t)
ako je

(a) X ~ Unif(a,b);

(b) X ~ B(n,p). Koja je veza s FI vjerojatnosti Gx?
ZADATAK 6.6. Odredite funkciju izvodnicu momenata My (t) ako je X ~ I'(a, ), za o, A > 0.
Zakljucite daza X ~ I'(a, A\) 1Y ~ (B, A) vrijedi X +Y ~ I'(a+ 3, A). Uocite da ovaj rezultat

i intuitivno ima smisla imajuéi u vidu da za k € N, suma k nezavisnih Exp(\) sluc¢ajnih varijabli

ima tocno I'(k, \) razdiobu. Napomena: Gustota I'(a, \) razdiobe je

>\O¢
Jran(t) = o le™™ 1 >0.

()
ZADATAK 6.7. Ako je Z ~ N(0, 1), odredite E[Z"], za sve n > 1. Uputa: Razvijte Mz(t) u red

potencija oko 0.

ZADATAK 6.8. Sluc¢ajna varijabla X ima log-normalnu razdiobu s parametrima u,o0? ako je
log(X) ~ N(u,0?). Odredite E[X] i Var(X). Uputa: Koristite funkciju izvodnicu momenata
normalne sluc¢ajne varijable.
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ZADATAK 6.9. Ako su X; ~ N(u,0?),i=1,...,n, nezavisne te
1
R 2?21 ?Xi
Hn = n 1
i=1 5%

procjenitelj za p, izracunajte "gresku” E{]ﬁn — u” Kako X;-evi za koje je 0; =~ 0, odnosno
0; & 00, utje¢u na i, i IE“ﬁn — pﬂ‘? Usporedite s (naivnim) procjeniteljem + 3% | X; (vidi

predavanja). Uputa: 1z Zadatka 5.9 znamo da za Z ~ N(0,0?) vrijedi IE“ZH =0./2/7.

RjeSenja zadataka: Zad. 6.1 m, Zad. 6 2(b) Gx(s) = m, |s| < 1, E[X] = 42,
o(X) ~ 40.62; Zad. 6.3 38L: Zad. 6.5 (a) < _@ Szat#0,telzat=0,(b) (¢+pe")", t €R;
k

66 (
Zad. 6.6 ()", t < \; Zad. 6.7 E[2%] = (2k—1)(2k: 3)---3-1, E[Z%] =0, k > 1; Zad.

~1/2
6.8 E[X] = erto"/2 Var(X) = (e7° — 1)e**7"; Zad. 6.9 \/g < L 012) :
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