VEKTORSKI PROSTORI

2. kolokvij, 8. veljace 2021.

1. (a) (3 boda) Navedite tri karakterizacije unitarnog operatora na kona¢no-dimenzionalnom
unitarnom prostoru V' i dokazite da su one ekvivalentne.

(b) (4 boda) Iskazite i dokaZite teorem o dijagonalizaciji hermitskog operatora na
kona¢no—dimenzionalnom kompleksnom unitarnom prostoru.

(¢) (3 boda) Neka je A normalan operator na kona¢no-dimenzionalnom kompleksnom
unitarnom prostoru V. Dokazite da za njega vrijedi

V = KerA® ImA.

2. (5 bodova) Neka je A € L(C?) operator dan u kanonskoj bazi matricom
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Odredite esin(A)+cos(A)

3. (5 bodova) Neka je a nenegativan realan broj. Dokazite da je operator A € L(C?) zadan

matricom
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pozitivan. Odredite VA za a = 4.

4. (5 bodova) Za fiksne vektore v, w € R? definiramo funkcional f, ., na prostoru Ms(R) sa
fow(A) =(Av | w), A€ My(R).

Ako je v = (1,2) i w = (3,1), odredite B € M>(R) takvu da vrijedi f,,(A) = (4 | B)
za sve A € Ms(R).

5. (5 bodova) Neka je V' kompleksan kona¢no-dimenzionalan vektorski prostor i 7 : L(V) —
C linearan funkcional takav da je 7(P) = r(P) za svaki projektor P (pri ¢emu je r(P)
oznaka za rang operatora P). Dokazite da je 7(AB) = 7(BA) za sve A, B € L(V).
(Uputa: Usporedite 7 s funkcionalom traga...)

6. (5 bodova) Neka je V kompleksan k.d.v.p. i A € L(V) takav da komutira sa svim
unitarnim operatorima. Dokazite da je A = AI, za neki A € C.
(Uputa: Pokazite da ne postoji 0 # W < V takav da je UW C W za svaki unitaran
operator U. Sto sad mozete zakljuciti o svojstvenim potprostorima od A7)

REZULTATI I TERMINI UVIDA CE BITI OGLASENI NA WEB STRANICI KOLEGIJA.



