5.3. Funkcije neprekidne slucajne varijable



Poruka ovog potpoglavlja: ako je X neprekidna slucajna varijabla,
te g : R — R funkcija,

e ¢(X) ne mora nuzno biti neprekidna;

o Cak i kada je g(X) neprekidna, i g bijekcija, tipi¢no

fox)(9(x)) # fx(z).

kao sto je to bilo u diskretnom slucaju:



Primjer 5.13 (Simuliranje diskretne razdiobe)

e Neka je U ~ Unif(0,1), p € [0,1], te

1, akoU € [l—p,1
X:{ [ ]21{U>17p}-

0, ako U €10,p)
o X odito poprima vrijednosti u {0, 1} te je
P(X =1)=P(U ¢ [1—p,1])=7%=p.
Dakle, X ~ B(p).
o Kako iz U ~ Unif(0, 1) simulirati

XN(l 2 .. n) ?

P1 P2 .- Pn



Primjer 5.14 (¢(Unif) ne mora biti Unif)

o Neka je X ~ Unif(—1,1) te Y := X2

o Imamo Y € (0,1). Odredimo Fy(y) =P(Y <y), y € R, ¢ime
éemo odrediti razdiobu od Y.

o Ocitoje Fy(y)=0zay <0, Fy(y)=1zay > 1.
« Zay € (0,1),

Fy(y) = B(X? < y) = P(X € [\/§, Vi) = [X ~ Unif(~1, 1)

_ duljina((—vy. o) _ 2v¥ _
~ duljina([-1,1]) 2 =V

[nacrtaj Fy].



Primjer 5.14 (¢(Unif) ne mora biti Unif)

e Jeli Y neprekidna sluc¢ajna varijabla? DA!
o To slijedi jer za
/ 1
() = Fi(t), teR\{0,1} _Jaa te(0,1)
0, te{0,1} 0, t¢(0,1)
vrijedi Fy (y fy t)dt, za sve y € R [provjerite to!].

o Dakle, Y je neprekldna s gustoc¢om f. Specijalno, Y nema
Unif (0, 1) razdiobu, nego veéu masu stavlja na vrijednosti blize 0.



Nap. 5.15 (Kako prepoznati FD neprekidne razdiobe?)

Cak i ako je F = Fx diferencijabilna osim u konaéno mnogo
tocaka, X ne mora nuzno biti neprekidna slucajna varijabla.
Npr. za X ~ B(1/2) [nacrtaj Fx].

Ipak, ako je (i) F = Fx neprekidna na R, (ii) diferencijabilna
osim u najvise kona¢no mnogo toc¢aka S C R, te (iii) F’
neprekidna na R\ S [kao u prethodnom primjeru]®, tada je

slucajna varijabla X neprekidna, a za njenu gusto¢u mozemo
uzeti

{01

Dokaz*. Pogledati sami (Newton-Leibniz).

INapomenimo ipak da rezultat vrijedi i bez pretpostavke (iif).



Zadatak (zatvorenost Unif razdiobe na linearne transformacije)

Ako je U ~ Unif (0, 1), pokazite da za sve a < b, slu¢ajna varijabla
X=0b-aU+a

ima Unif(a, b) razdiobu (o¢ito je X € (a,b)).



Prop. 5.16 (Simuliranje varijabli iz U ~ Unif(0, 1))

Neka je F unaprijed zadana funkcija distribucije, te zelimo simulirati
sluc¢ajnu varijablu X t.d. je to¢no Fx = F.

Pretpostavimo da F' zadovoljava sljedeée uvjete: za neke

a,b € [—00,+00], a < b, vrijedi da je F neprekidna i strogo rastuca
funkcija na (a,b), te je F(a) =0, F(b) =1 — specijalno, F' je bijekcija
sa (a,b) u (0,1), tj. postoji £~1:(0,1) — (a,b) [nacrtati primjer!].2

Tada za U ~ Unif(0,1) i X := F~Y(U) (€ (a,b)), vrijedi Fx = F.

Napomena.

e Gornje pretpostavke iskljucuje npr. diskretne, ali i mnoge druge
razdiobe, tj. funkcije distribucije F.

o Ipak, gornji rezultat se lako moze poopéiti na proizvoljnu
funkciju distribucije F tako da se inverz F~! zamijeni s tzv.
generaliziranim inverzom F*.

o Dakle, u teoriji, ako znamo simulirati Unif (0, 1) razdiobu,
mozemo simulirati svaku F'!

2Uvjet F(a) = 0, F(b) = 1 povladi da je P(X € (a,b)) = 1.



Prop. 5.16 (Dokaz)

e zax ¢ (a,b), buduéi da je F~1(u) € (a,b) za sve u € (0,1),

) = [F strogo rastucal
< F(z)) =P(U < F(x))

@:F(a:).



Napomena (nekad Fx(X) ~ Unif(0, 1))

o ako F' = Fx zadovoljava uvjete prethodne propozicije, slucajna
varijabla Y := F(X) ima Unif(0, 1) razdiobu (vjezbe)

o Ovaj rezultat vrijedi i opcenitije — dovoljno je da je F' samo
neprekidna (bez dokaza), ali bez tog uvjeta rezultat ne mora
vrijedi.

o Za takve I' = Fx, i proizvoljnu Y, prethodna dva rezultata nam
govore kako naéi g t.d. g(X) ~ Y? Ovo je korisno u statistici.



Primjer 5.17 (simuliranje Exp()\) razdiobe)
o Nekaje F = Fz za Z ~ Exp(\) —dakle F(z) =1—e * zax >0
i F(z) =0 za z < 0 [slika]

o F zadovoljava uvjete prethodne propozicije uz a = 0,b = 400, te
je [provjerite!]

log(1 —
Fl(u) = ’M’ u € (0,1).
o Dakle, ako je U ~ Unif(0, 1),
log(1 —
_M ~ Exp()\).

e buduéidajeil—U ~ Unif(0,1) (DZ), imamo i jednostavniju
verziju
log(U)



Propozicija 5.18 (zamjena varijabli)

Pretpostavimo da je

e X neprekidna slucajna varijabla s vrijednostima u otvorenom
intervalu I, te

e g:I— (m,M) strogo monotona i neprekidna bijekcija takva da
postoji (g7 1) (y), za sve y € (m, M).
Tada je Y := g(X) neprekidna sluc¢ajna varijabla s gusto¢om

frw) = Ix@ )l ) Wl, y € (m, M) (5.12)

te fy(y) =0zay¢ (m, M).



Propozicija 5.18 (dokaz)

fr) = fx@ " W)™ W)l (5.12)

o izgleda komplicirano, ali nije: npr. ako je g strogo rastuca,

Fy(y) =P(g(X) <y) =[i g strogo rastucal
=P(X <g7'(¥) = Fx(97'(v), y € (mM).

o (5.12) slijedi jer fy(y) = Fy (y) + derivacija kompozicije
e ima joS par tehnickih detalja — pogledati za DZ.

o Ipak, sam rezultat, tj. iskaz, nije toliko bitan buduéi da je u
praksi tipicno lakse svaki put ponovno provesti dokaz, pogotovo
jer Cesto uvjeti propozicije nisu zadovoljeni.



Propozicija 5.18 (Koja je onda poanta?)

o kada je X diskretna i g bijekcija, tada za sve y, vjerojatnosne
funkcije mase zadovoljavaju

Fo) () =P(g(X) =y) =P(X =g~ (y)) = fx(9~ (1))

e S druge strane, kada je X neprekidna, opcenito za gustoée imamo

fao) () # fx (97 ()
osim ako je (¢ 1)'(y) = 1.

o Dakle, vrijedit ¢e fyx)(y) = fx (97 (y)) za sve y € (m, M) akko
je g 1 (y) =y + ¢, tj. akko je g(x) = = — ¢, za neki ¢ € R (tj. ako
je g translacija).



